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®¾ÅÎ¾¿ÌÐ¾Ë¾ ÊÃÐÌÂÆÈ¾ Î¾ÏÕ�Ð¾ ÌÏËÌÀËÙÓ ÛËÃÎÁÃÐÆÕÃÏÈÆÓ Í¾Î¾ÊÃÐÎÌÀ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÈÌÀÖÃÇ�ÍÃÕÃÇ� ªÃÐÌÂÆÈ¾ Â¾�Ð ÀÌÅ�

ÊÌÄËÌÏÐÚ ÌÍÎÃÂÃÉÆÐÚ ÊÌ×ËÌÏÐÚ Æ ÌÏËÌÀËÙÃ ÛÉÃÈÐÎÆÕÃÏÈÆÃ Ó¾Î¾ÈÐÃÎÆÏÐÆÈÆ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÆÏÐÌÕËÆÈÌÀ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÂÉÝ

ÈÌÀÖÃÇ�ÍÃÕÃÇ �ÊÈÌÏÐÚÜ ÌÐ �� ÂÌ ��� Ð À ÖÆÎÌÈÌÊ ÂÆ¾Í¾ÅÌËÃ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆÊÌÀ À Å¾ÀÆÏÆÊÌÏÐÆ ÌÐ ÐÎÃ¿ÑÃÊÌÇ

ÐÃÓËÌÉÌÁÆÃÇ ÏÈÌÎÌÏÐÆ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾�

3URFHGXUH RI FDOFXODWLRQ RI PDLQ SRZHU SDUDPHWHUV RI SODVPD ODGOHV�IXUQDFHV ZDV GHYHORSHG� 7KLV SURFHGXUH PDNHV LW

SRVVLEOH WR GHWHUPLQH WKH SRZHU DQG PDLQ HOHFWULF FKDUDFWHULVWLFV RI SODVPD KHDW VRXUFHV IRU ODGOHV�IXUQDFHV RI FDSDFLW\
IURP �� WR ��� W ZLWKLQ WKH ZLGH UDQJH RI WHFKQRORJLFDO SDUDPHWHUV GHSHQGLQJ RQ WKH PHWDO PHOW KHDWLQJ UDWH UHTXLUHG

E\ WHFKQRORJ\�

¨ÉÜÕ ÃÀÙ Ã Ï É ÌÀ¾ � ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÙ� ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÃ ÈÌÀÖÆ�

ÍÃÕÆ� ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ×ÆÇ Á¾Å� ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÆÇ Î¾ÏÍÉ¾À� ÀÌÉÚÐ�

¾ÊÍÃÎËÙÃ Ó¾Î¾ÈÐÃÎÆÏÐÆÈÆ� ¾ÈÐÆÀË¾Ý ÑÂÃÉÚË¾Ý ÊÌ×ËÌÏÐÚ�

¨­¢ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ� ÛÒÒÃÈÐÆÀËÙÇ ÐÃÎÊÆÕÃÏÈÆÇ Í¾Î¾ÊÃÐÎ�
ÛËÃÎÁÃÐÆÕÃÏÈÆÃ Í¾Î¾ÊÃÐÎÙ

­É¾ÅÊÃËË¾Ý ÀËÃÍÃÕË¾Ý Ì¿Î¾¿ÌÐÈ¾ ÏÐ¾ÉÆ �­ ¬¯�x

ËÌÀ¾Ý ÁÃËÃÎ¾ÔÆÝ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÆ ÀËÃÍÃÕËÌÇ Ì¿Î¾¿ÌÐÈÆ�

À ÈÌÐÌÎÌÇ ÈÌÊÍÃËÏ¾ÔÆÝ ÐÃÍÉÌÀÙÓ ÍÌÐÃÎÚ ÆÉÆ ÍÌÂÌ�

ÁÎÃÀ ÖÉ¾ÈÌÀÌÁÌ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾ÀÌÀ ÌÏÑ�

×ÃÏÐÀÉÝÃÐÏÝ Ï ÍÌÊÌ×ÚÜ ËÆÅÈÌÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎËÌÇ ÍÉ¾Å�

ÊÙ À ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÈÌÀÖ¾Ó�ÍÃÕ¾Ó� Ì¿ÌÎÑÂÌÀ¾ËËÙÓ

ÐÎ�ÓÒ¾ÅËÙÊÆ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÊÆ Ë¾ÁÎÃÀ¾ÐÃÉÚËÙÊÆ ÈÌÊ�

ÍÉÃÈÏ¾ÊÆ ÍÃÎÃÊÃËËÌÁÌ ÐÌÈ¾ ÊÌ×ËÌÏÐÚÜ ���������ª Ð�

Ì¿ÃÏÍÃÕÆÀ¾Ü×ÆÊÆ ÏÈÌÎÌÏÐÚ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÏÐ¾ÉÆ À ÍÎÃÂÃ�

É¾Ó ��������� �¯ � ÊÆË�

¢ÌÏÐÌÆËÏÐÀÌÊ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÈÌÀÖÃÇ�ÍÃÕÃÇ ÝÀÉÝ�

ÃÐÏÝ ÐÌ� ÕÐÌ� ÍÌ ÏÎ¾ÀËÃËÆÜ Ï ÏÑ×ÃÏÐÀÑÜ×ÆÊÆ Å¾

ÎÑ¿ÃÄÌÊ ¾Ë¾ÉÌÁ¾ÊÆ� ÌËÆ ÍÌÅÀÌÉÝÜÐ Î¾ÏÖÆÎÆÐÚ

ÛËÃÎÁÃÐÆÕÃÏÈÆÃ� ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÃ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÕÃÏ�

ÈÆÃ ÀÌÅÊÌÄËÌÏÐÆ ÈÌÊÍÉÃÈÏËÌÇ ÀËÃÍÃÕËÌÇ Ì¿Î¾¿ÌÐÈÆ

ÏÐ¾ÉÆ� ÏËÆÅÆÐÚ ÑÂÃÉÚËÙÇ Î¾ÏÓÌÂ ÛÉÃÈÐÎÌÛËÃÎÁÆÆ�

ÍÎÌÂÌÉÄÆÐÃÉÚËÌÏÐÚ ÍÌÂÌÁÎÃÀ¾� ÆÅËÌÏ ÒÑÐÃÎÌÀÈÆ

ÈÌÀÖÃÇ� Î¾ÏÓÌÂ ÁÎ¾ÒÆÐÆÎÌÀ¾ËËÙÓ ÛÉÃÈÐÎÌÂÌÀ� °ÃÓ�

ËÌÉÌÁÆÝ ­ ¬¯ ÏÍÌÏÌ¿ÏÐÀÑÃÐ ¾ÈÐÆÀËÌÊÑ ÆÏÍÌÉÚÅÌ�

À¾ËÆÜ Á¾ÅÌÀÌÇ Æ ÖÉ¾ÈÌÀÌÇ Ò¾Å� ÆÏÈÉÜÕÃËÆÜ Å¾Á�

ÎÝÅËÃËÆÝ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ ÑÁÉÃÎÌÂÌÊ� ¾ÅÌÐÌÊ Æ ÀÌÂÌÎÌÂÌÊ�

ÛÒÒÃÈÐÆÀËÌÇ ÌÕÆÏÐÈÃ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ ÌÐ ËÃÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÆÓ

ÍÎÆÊÃÏÃÇ� ÑÉÑÕÖÃËÆÜ È¾ÕÃÏÐÀ¾ ÍÌÉÑÕ¾ÃÊÌÇ ÏÐ¾ÉÆ�

ÛÈÌÉÌÁÆÆ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÌÁÌ ÍÎÌÔÃÏÏ¾�

¦ÏÏÉÃÂÌÀ¾ËÆÝ� ÈÌÐÌÎÙÃ ÍÎÌÀÌÂÆÉÆÏÚ À ¦ËÏÐÆÐÑ�

ÐÃ ÛÉÃÈÐÎÌÏÀ¾ÎÈÆ ÆÊ� £� ¬� ­¾ÐÌË¾� ÍÌÈ¾Å¾ÉÆ� ÕÐÌ

ÆÊÃËËÌ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÃ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÆÏÐÌÕËÆÈÌÀ ÐÃÍ�

ÉÌÐÙ Æ ¾ÈÐÆÀÆÎÌÀ¾ËËÙÓ À ÍÉ¾ÅÊÃ Á¾ÅÌÀ Æ ÖÉ¾ÈÌÀ

Ì¿ÃÏÍÃÕÆÀ¾ÃÐ ÌÍÐÆÊ¾ÉÚËÙÃ ÑÏÉÌÀÆÝ ÍÎÌÐÃÈ¾ËÆÝ ÀÌÏ�

ÏÐ¾ËÌÀÆÐÃÉÚËÌ�Î¾ÒÆËÆÎÑÜ×ÆÓ ÎÃ¾ÈÔÆÇ ÍÌÉÑÕÃËÆÝ

ÕÑÁÑË¾� ÏÐ¾ÉÆ� ÒÃÎÎÌÏÍÉ¾ÀÌÀ ÀÙÏÌÈÌÁÌ È¾ÕÃÏÐÀ¾�

¢ÉÝ ÏÌÅÂ¾ËÆÝ ÍÉ¾ÅÊÃËËÌÇ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÆ Æ Ì¿ÌÎÑ�

ÂÌÀ¾ËÆÝ� ÈÌÐÌÎÙÃ ÊÌÁÑÐ ¿ÙÐÚ ÍÎÃÂÉÌÄÃËÙ Å¾ÀÌÂ¾Ê

ÂÉÝ ÀËÃÂÎÃËÆÝ� ËÃÌ¿ÓÌÂÆÊÌ Î¾ÅÎ¾¿ÌÐ¾ÐÚ ÆËÄÃËÃÎ�

ËÙÃ ÊÃÐÌÂÙ Î¾ÏÕ�Ð¾ ÛËÃÎÁÃÐÆÕÃÏÈÆÓ Í¾Î¾ÊÃÐÎÌÀ� ÆÏ�

ÏÉÃÂÌÀ¾ÐÚ ÛÐÆ ÍÌÈ¾Å¾ÐÃÉÆ À ÖÆÎÌÈÌÊ ÂÆ¾Í¾ÅÌËÃ ÐÃÓ�

ËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆÊÌÀ Æ ÆÅÑÕÆÐÚ ÌÏÌ¿ÃËËÌÏÐÆ ÍÉ¾Å�

ÊÃËËÌÇ ÀÙÍÉ¾ÀÈÆ Æ Î¾ÒÆËÆÎÌÀ¾ËÆÝ ÊÃÐ¾ÉÉÌÀ ¾ÈÐÆ�

ÀÆÎÌÀ¾ËËÙÊÆ À ÍÉ¾ÅÊÃ Á¾Å¾ÊÆ Æ ÖÉ¾È¾ÊÆ�

¬ÂËÌÇ ÆÅ ÌÏËÌÀËÙÓ Å¾Â¾Õ� ÏÐÌÝ×ÆÓ ÍÃÎÃÂ Î¾Å�

Î¾¿ÌÐÕÆÈ¾ÊÆ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÆ Æ Ì¿ÌÎÑÂÌÀ¾ËÆÝ ÀËÃÍÃÕËÌÇ

Ì¿Î¾¿ÌÐÈÆ� ÝÀÉÝÃÐÏÝ ÌÍÎÃÂÃÉÃËÆÃ ÊÌ×ËÌÏÐÆ� ÐÎÃ¿Ñ�

ÃÊÌÇ ÂÉÝ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ Ï Å¾Â¾ËËÌÇ ÏÈÌÎÌÏÐÚÜ�

­ÎÆ Å¾Â¾ËËÙÓ Ê¾ÏÏÃ Ë¾ÁÎÃÀ¾ÃÊÌÁÌ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ Æ

ÏÈÌÎÌÏÐÆ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾ ÌÍÎÃÂÃ�
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ÉÆÊ Ì¿×ÑÜ ÊÌ×ËÌÏÐÚ :
∑
� Ð� ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ ÍÌ

ÒÌÎÊÑÉÃ

:
∑ = :ÑÂ P ν �

���

ÁÂÃ Px Ê¾ÏÏ¾ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ À ÈÌÀÖÃ� Ð�:ÑÂ x ¾ÈÐÆÀË¾Ý
ÑÂÃÉÚË¾Ý ÊÌ×ËÌÏÐÚx ÑËÆÀÃÎÏ¾ÉÚËÙÇ Í¾Î¾ÊÃÐÎ ÂÉÝ
Î¾ÏÕÃÐ¾ ÛËÃÎÁÃÐÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆÊÌÀ Î¾¿ÌÐÙ ÈÌÀÖ¾�ÍÃ�

ÕÆ ÌÍÎÃÂÃÉ�ËËÌÇ �ÊÈÌÏÐÆ� È Ð ⋅ Õ � �Ð ⋅ �¯�� ¥Ë¾ÕÃ�
ËÆÝ ÛÐÌÁÌ Í¾Î¾ÊÃÐÎ¾ Ë¾ÓÌÂÝÐÏÝ À ÍÎÃÂÃÉ¾Ó

��������� È Ð ⋅ Õ ��Ð ⋅ �¯� >�@ Æ Å¾ÀÆÏÝÐ ÌÐ ÃÊÈÌÏÐÆ
ÈÌÀÖ¾� ÈÌËÏÐÎÑÈÐÆÀËÙÓ ÌÏÌ¿ÃËËÌÏÐÃÇ ¾ÁÎÃÁ¾Ð¾�
¨­¢ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ� ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎÙ ÈÌÀÖ¾ Ë¾ ÊÌÊÃËÐ
Ë¾Õ¾É¾ Å¾ÉÆÀÈÆ ÏÐ¾ÉÆ� ÈÌÉÆÕÃÏÐÀ¾ ÍÎÆÏ¾ÄÆÀ¾ÃÊÙÓ
ÉÃÁÆÎÑÜ×ÆÓ ÛÉÃÊÃËÐÌÀ Æ Ð� Â� ­ÎÆ ÛÐÌÊ ËÃÌ¿ÓÌÂÆÊÌ
ÑÕÃÏÐÚ� ÕÐÌ Ï ÑÀÃÉÆÕÃËÆÃÊ �ÊÈÌÏÐÆ ÈÌÀÖÃÇ�ÍÃÕÃÇ

ÅË¾ÕÃËÆÝ Í¾Î¾ÊÃÐÎ¾:ÑÂ ÑÊÃËÚÖ¾ÜÐÏÝ� ν x Å¾Â¾ËË¾Ý
ÏÈÌÎÌÏÐÚ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾� �¯�ÊÆË�

¦Å ÉÆÐÃÎ¾ÐÑÎÙ >���@ ÆÅÀÃÏÐËÌ� ÕÐÌ Ë¾Æ¿ÌÉÃÃ
Ë¾Â�ÄË¾Ý Î¾¿ÌÐ¾ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ Ì¿ÃÏÍÃÕÆÀ¾ÃÐÏÝ À
ÍÎÃÂÃÉ¾Ó ÂÉÆË ÂÑÁ ��������� ÊÊ� ­ÎÆ Î¾¿ÌÐÃ È¾È Ë¾
¾ÎÁÌËÃ� Ð¾È Ë¾ ¾ÅÌÐÃ Æ ÆÓ ÏÊÃÏÝÓ ÀÌÉÚÐ�¾ÊÍÃÎËÙÃ
Ó¾Î¾ÈÐÃÎÆÏÐÆÈÆ � �³� ÂÌÏÐ¾ÐÌÕËÌ ÍÌÉÌÁÆÃ� ¾ ÑÏ�
ÎÃÂË�ËËÌÃ Ë¾ÍÎÝÄÃËÆÃ ÂÑÁÆ 8Â À ÍÎÃÂÃÉ¾Ó ÏÆÉÙ
ÐÌÈ¾ ÌÐ � ÂÌ � È� ÏÌÏÐ¾ÀÉÝÃÐ ÂÉÝ ¾ÎÁÌË¾ ���������  �
¢ÉÝ Â¾ÉÚËÃÇÖÃÁÌ Î¾ÏÕ�Ð¾ ÑÏÎÃÂË�ËËÌÃ Ë¾ÍÎÝÄÃËÆÃ
ÂÑÁÆ ÍÎÆËÆÊ¾ÃÊ Î¾ÀËÙÊ ���  �

¥Ë¾Ý Ì¿×ÑÜ ÊÌ×ËÌÏÐÚ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ� ÍÌÉÑÕÃË�
ËÑÜ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ ���� Î¾ÏÏÕÆÐÙÀ¾ÃÊ ÍÎÆ¿ÉÆÅÆÐÃÉÚ�
ËÑÜ ÏÆÉÑ ÐÌÈ¾ ,Â ��� ÌÂËÌÁÌ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾� ÈÌÐÌÎ¾Ý
À Â¾ÉÚËÃÇÖÃÊ ¿ÑÂÃÐ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾Ë¾ À È¾ÕÃÏÐÀÃ ÎÃÍÃÎ�
ËÌÇ ÂÉÝ Î¾ÏÕ�Ð¾ Ì¿É¾ÏÐÆ ÀÌÉÚÐ�¾ÊÍÃÎËÙÓ Ó¾Î¾ÈÐÃ�
ÎÆÏÐÆÈ ÂÑÁÌÀÌÁÌ Î¾ÅÎÝÂ¾ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ ÀÌ ÀÏ�Ê ÂÆ¾�
Í¾ÅÌËÃ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆÊÌÀ ­ ¬¯�

,Â = :∑ ⁄ ] ⋅ 8Â �
���

ÁÂÃ ] x ÈÌÉÆÕÃÏÐÀÌ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ�
­ÎÆËÆÊ¾Ý ÀÌ ÀËÆÊ¾ËÆÃ ÐÌ� ÕÐÌ À ÍÎÌÔÃÏÏÃ ÀÙ�

ÍÌÉËÃËÆÝ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÌÍÃÎ¾ÔÆÇ ÀÌÅÊÌÄËÌ ÎÃ�
ÁÑÉÆÎÌÀ¾ËÆÃ ÏÆÉÙ ÐÌÈ¾ À ÍÎÃÂÃÉ¾Ó ����� ËÌÊÆË¾ÉÚ�
ËÌÁÌ ÃÁÌ ÅË¾ÕÃËÆÝ� ÌÍÎÃÂÃÉÆÊ Ì¿É¾ÏÐÚ ÏÆÉÙ ÐÌÈ¾
ÌÂËÌÁÌ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ ÂÉÝ Î¾ÏÕ�ÐËÙÓ  �³�

,ÂPLQ
≥ ,Â ⁄ �� ,ÂPD[

≤ � ⋅ ,Â � ���

¦ÏÓÌÂÝ ÆÅ ÏÈ¾Å¾ËËÌÁÌ ÀÙÖÃ� Î¾ÏÏÕÆÐ¾ÃÊ Ì¿É¾ÏÐÚ
 �³ ÂÉÝ ÀÏÃÁÌ ÂÆ¾Í¾ÅÌË¾ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆ�
ÊÌÀ� ÍÎÆËÆÊ¾Ý ÀÌ ÀËÆÊ¾ËÆÃ ÅË¾ÕÃËÆÝ ÂÉÆË ÂÑÁ À
ÍÎÃÂÃÉ¾Ó ��������� ÊÊ ÏÌÁÉ¾ÏËÌ Î¾¿ÌÐÃ >�@�

 ÌÉÚÐ�¾ÊÍÃÎËÙÃ Ó¾Î¾ÈÐÃÎÆÏÐÆÈÆ ÂÑÁÌÀÌÁÌ Î¾Å�
ÎÝÂ¾ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ ÍÎÆ Î¾¿ÌÐÃ ÃÁÌ À ÈÌÀÖ¾Ó�ÍÃÕ¾Ó
ÍÌÉÌÁÌ ÀÌÅÎ¾ÏÐ¾Ü×ÆÃ� ÈÎÑÐÆÅË¾ ÆÓ ÏÌÏÐ¾ÀÉÝÃÐ

����������� ⋅ ��w� ��ÍÎÆ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÆ À È¾ÕÃÏÐÀÃ

ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ×ÃÁÌ Á¾Å¾¾ÎÁÌË¾Æ ����������� ⋅ ��w� ��
ÍÎÆ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÆ À È¾ÕÃÏÐÀÃ ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ×ÃÁÌ
Á¾Å¾ ¾ÅÌÐ¾ ÆÉÆ ÏÊÃÏÆ ÃÁÌ Ï ¾ÎÁÌËÌÊ� ÆÉÆ ÍÎÆ ÁÌÎÃËÆÆ
ÂÑÁÆ À ÍÑÏÈÌÀÌÇ ÍÃÎÆÌÂ� ÈÌÁÂ¾ À ÍÉ¾ÀÆÉÚËÌÊ ÍÎÌÏ�
ÐÎ¾ËÏÐÀÃ Ë¾ÓÌÂÆÐÏÝ ÍÎ¾ÈÐÆÕÃÏÈÆ ÀÌÅÂÑÓ ÍÌÀÙÖÃË�
ËÌÇ ÀÉ¾ÄËÌÏÐÆ�

 ÌÉÚÐ�¾ÊÍÃÎËÙÃ Ó¾Î¾ÈÐÃÎÆÏÐÆÈÆ ÂÑÁ ÐÎ�ÓÒ¾Å�
ËÌÇ ÁÎÑÍÍÙ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ ÍÎÆ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÆ À È¾�
ÕÃÏÐÀÃ ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ×ÃÁÌ Á¾Å¾ ¾ÎÁÌË¾ Æ ÁÌÎÃËÆÆ
ÆÓ À ÑÏÐ¾ËÌÀÆÀÖÃÊÏÝ ÎÃÄÆÊÃ ÌÍÆÏÙÀ¾ÜÐÏÝ ÛÊÍÆÎÆ�
ÕÃÏÈÌÇ Å¾ÀÆÏÆÊÌÏÐÚÜ

8Â$U
= ��� >(E ,Â

P

/Â ) + OÛ £Ï + ��@ � ���

ÁÂÃ E x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ� Î¾ÀËÙÇ ����w���� P x ÍÌ�
È¾Å¾ÐÃÉÚ ÏÐÃÍÃËÆ� Î¾ÀËÙÇ �����w������ /Â x ÂÉÆË¾
ÂÑÁÆ� ÏÊ� OÛ x Å¾ÁÉÑ¿ÉÃËÆÃ ÛÉÃÈÐÎÌÂ¾ À ÏÌÍÉÌ� ÊÊ�
£Ï x ÁÎ¾ÂÆÃËÐ Ë¾ÍÎÝÄÃËÆÝ Õ¾ÏÐÆ ÏÐÌÉ¿¾ ÂÑÁÆ� Ë¾�
ÓÌÂÝ×ÃÇÏÝ À ÏÌÍÉÌÀÌÊ È¾Ë¾ÉÃ�  �ÊÊ�

­ÎÆ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÆ À È¾ÕÃÏÐÀÃ ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ�
×ÃÁÌ Á¾Å¾ ¾ÅÌÐ¾ ÆÉÆ ÏÊÃÏÆ ÃÁÌ Ï ¾ÎÁÌËÌÊ� ¾ Ð¾ÈÄÃ
ÂÎÑÁÆÓ Á¾ÅÌÀ ÆÉÆ ÆÓ ÏÊÃÏÃÇ� ÍÎÆ ÁÌÎÃËÆÆ ÂÑÁÆ À
ÍÑÏÈÌÀÌÊ ÎÃÄÆÊÃ À ¾ÐÊÌÏÒÃÎÃ ÀÉ¾ÄËÌÁÌ ÀÌÅÂÑÓ¾ Æ Ð� Â�
Ë¾ÍÎÝÄÃËÆÃ ÂÑÁÆ 8Â

ÏÑÊ
Î¾ÏÏÕÆÐÙÀ¾ÃÐÏÝ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ

8ÂÏÑÊ
= 8Â

$U
⋅ >��� ⋅ 



¡




@
Q

� ���

ÁÂÃ ¡ x Ì¿Ø�ÊË¾Ý ÂÌÉÝ Á¾Å¾ À ÏÊÃÏÆ ÃÁÌ Ï ¾ÎÁÌËÌÊ�
Q x ÍÌÈ¾Å¾ÐÃÉÚ ÏÐÃÍÃËÆ� ÍÎÆ Î¾¿ÌÐÃ Ï ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾�
ËÆÃÊ ÀÌÅÂÑÓ¾� ¾ÅÌÐ¾ ÅË¾ÕÃËÆÝ Q ÈÌÉÃ¿ÉÜÐÏÝ À ÍÎÃ�
ÂÃÉ¾Ó ����w����� ÍÎÆ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÆ ÁÃÉÆÝ x
����w����� ¾ ÀÌÂÌÎÌÂ¾ x ����w�����

®¾ÏÏÕÆÐ¾À Æ ÍÌÏÐÎÌÆÀ  �³� ÀÙ¿ÆÎ¾ÃÊ ÌÍÐÆÊ¾ÉÚ�
ËÙÃ ÅË¾ÕÃËÆÝ ÏÆÉÙ ÐÌÈ¾ Æ Ë¾ÍÎÝÄÃËÆÝ ÂÑÁÆ ÍÎÆ
Î¾ÏÏÐÌÝËÆÆ ÊÃÄÂÑ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ÊÆ /ÍÉ Æ ÂÉÆËÃ ÂÑÁÆ�
ÍÎÆ ÈÌÐÌÎÙÓ Á¾Î¾ËÐÆÎÑÃÐÏÝ Ë¾Â�ÄË¾Ý Î¾¿ÌÐ¾ ÍÉ¾Å�
ÊÌÐÎÌËÌÀ� ¬ÍÐÆÊ¾ÉÚËÙÃ ÅË¾ÕÃËÆÝ /ÍÉ Æ /Â �ÊÊ�
Ë¾ÓÌÂÝÐÏÝ À ÍÎÃÂÃÉ¾Ó�

,Â
N� < /ÍÉ < ,Â

N� � ���

,Â
N� < /Â < ,Â

N� � ���

ÁÂÃ N�  ����� N� ����� N�  ����w����� N�  ���w���� x
ÍÌÈ¾Å¾ÐÃÉÆ ÏÐÃÍÃËÆ�

¦Å ÏÌÀÌÈÑÍËÌÏÐÆ  �³ ÂÑÁ ÆÏÏÉÃÂÑÃÊÙÓ ÐÃÓËÌ�
ÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆÊÌÀ ÛÈÏÍÉÑ¾Ð¾ÔÆÆ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ
ÈÌÀÖÃÇ�ÍÃÕÃÇ �ÎÃÄÆÊÌÀ Å¾ÍÑÏÈ¾ Æ ÑÏÐ¾ËÌÀÆÀÖÆÓÏÝ
ÎÃÄÆÊÌÀ� ÀÙ¿ÆÎ¾ÃÊ ÂÆ¾Í¾ÅÌËÙ ÏÆÉÙ ÐÌÈ¾ Æ Ë¾ÍÎÝ�
ÄÃËÆÝ Æ ÌÍÎÃÂÃÉÝÃÊ ÌÏËÌÀËÙÃ ÐÃÓËÆÕÃÏÈÆÃ Ó¾Î¾È�
ÐÃÎÆÏÐÆÈÆ ÏÆÏÐÃÊÙ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËwÈÌÎÌÐÈ¾Ý ÔÃÍÚwÆÏ�
ÐÌÕËÆÈ ÍÆÐ¾ËÆÝ� «ÃÌ¿ÓÌÂÆÊÙÊÆ ÑÏÉÌÀÆÝÊÆ ÑÏÐÌÇ�
ÕÆÀÌÏÐÆ ÑÈ¾Å¾ËËÌÇ ÏÆÏÐÃÊÙ Æ ÏÐ¾¿ÆÉÚËÌÏÐÆ ÁÌÎÃËÆÝ
ÂÑÁÆ ÝÀÉÝÜÐÏÝ� Í¾Â¾Ü×¾Ý ÀËÃÖËÝÝ  �³ ÏÆÏÐÃÊÙ
ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËwÈÌÎÌÐÈ¾Ý ÔÃÍÚwÆÏÐÌÕËÆÈ ÍÆÐ¾ËÆÝ Ï
ÈÎÑÐÆÅËÌÇ� ÈÌÐÌÎ¾Ý Ì¿ÃÏÍÃÕÆÀ¾ÃÐÏÝ Ã� ÀËÑÐÎÃËËÆÊ
ÏÌÍÎÌÐÆÀÉÃËÆÃÊ ËÃ ÊÃËÃÃ ����� ¬Ê� ÌÐËÌÖÃËÆÃ Ë¾Í�
ÎÝÄÃËÆÝ ËÃÅ¾ÊÈËÑÐÌÇ ÏÆÏÐÃÊÙ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËwÈÌÎÌÐ�
È¾Ý ÔÃÍÚwÆÏÐÌÕËÆÈ ÍÆÐ¾ËÆÝ È Ë¾ÍÎÝÄÃËÆÜ ÂÑÁÆ ÀÌ
ÀÏ�Ê ÂÆ¾Í¾ÅÌËÃ ÐÃÓËÌÉÌÁÆÕÃÏÈÆÓ ÎÃÄÆÊÌÀ ÂÌÉÄËÌ
ÏÌÏÐ¾ÀÉÝÐÚ ËÃ ÊÃËÃÃ ÂÀÑÓ�

¢ÉÝ ÌÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ ÂÌÏÐÌÀÃÎËÌÏÐÆ ÅË¾ÕÃËÆÝ Ì¿×ÃÇ
ÊÌ×ËÌÏÐÆ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ� Î¾ÏÏÕÆÐ¾ËËÌÇ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ
���� Î¾ÏÏÊÌÐÎÆÊ ÐÃÍÉÌÀÌÇ ¿¾É¾ËÏ ÈÌÀÖ¾�ÍÃÕÆ Ï ÈÌË�
ÈÎÃÐËÙÊÆ ÁÃÌÊÃÐÎÆÕÃÏÈÆÊÆ Î¾ÅÊÃÎ¾ÊÆ Æ ÈÌËÏÐÎÑÈ�
ÐÆÀËÙÊÆ ÌÏÌ¿ÃËËÌÏÐÝÊÆ ÃÁÌ ÑÅÉÌÀ� °ÃÍÉÌÀ¾Ý ÛËÃÎ�
ÁÆÝ� ÁÃËÃÎÆÎÑÃÊ¾Ý ÂÑÁ¾ÊÆ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ� Î¾ÏÓÌÂÑ�

��



ÃÐÏÝ Ë¾ Ë¾ÁÎÃÀ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾ Æ ÈÌÊÍÃË�
Ï¾ÔÆÜ Ì¿×ÆÓ ÍÌÐÃÎÚ ÐÃÍÉÌÐÙ�

¬¿×ÆÃ ÍÌÐÃÎÆ ÐÃÍÉÌÐÙ 4Σ � Ð� ÍÎÆ Ë¾ÁÎÃÀ¾ËÆÆ
ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾ À ÈÌÀÖÃ�ÍÃÕÆ ÏÌÏÐ¾ÀÝÐ�

4
Σ = ∑

�

]

4ÍÉL
+ 4Ò + 4ÈÎ + 4¿ÌÈ�È + 4Á �

���

ÁÂÃ ∑
�

]

4ÍÉL
x ÏÑÊÊ¾ÎËÙÃ ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÍÉ¾Å�

ÊÌÐÎÌË¾Ó Æ ÀÌÂÌÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÙÓ ÑÅÉ¾Ó ÈÎÃÍÉÃËÆÝ ÆÓ
Ë¾ ÈÎÙÖÈÃ�  Ð� 4Ò x ÐÃÍÉÌÀ¾Ý ÛËÃÎÁÆÝ� Î¾ÏÓÌÂÑÃ�
Ê¾Ý Ë¾ Ë¾ÁÎÃÀ ÒÑÐÃÎÌÀÈÆ ÈÌÀÖ¾ ÌÐ ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎÙ�
ÍÎÆ ÈÌÐÌÎÌÇ ÊÃÐ¾ÉÉ Å¾ÉÆÀ¾ÉÏÝ À ÈÌÀÖ� ÂÌ Î¾¿ÌÕÃÇ
ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎÙ�  Ð� 4ÈÎ x ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ ÌÐ ÈÎÙÖ�
ÈÆ ÈÌÀÖ¾ À ÌÈÎÑÄ¾Ü×ÃÃ ÍÎÌÏÐÎ¾ËÏÐÀÌ�  Ð� 4¿ÌÈ� È x
ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ ÌÐ ÏÐÃËÌÈ ÈÌÀÖ¾ Æ ÃÁÌ ÂËÆ×¾ À
ÌÈÎÑÄ¾Ü×ÃÃ ÍÎÌÏÐÎ¾ËÏÐÀÌ�  Ð� 4Áx ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌ�
ÐÃÎÆ Ï ÌÐÓÌÂÝ×ÆÊÆ Á¾Å¾ÊÆ�  Ð�

®¾ÏÏÕÆÐ¾ÃÊ ÌÐÂÃÉÚËÙÃ ÏÐ¾ÐÚÆ ÛÐÌÁÌ ÑÎ¾ÀËÃËÆÝ�
¯ÑÊÊ¾ÎËÙÃ ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾Ó Æ

ÀÌÂÌÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÙÓ ÑÅÉ¾Ó ÈÎÃÍÉÃËÆÝ ÆÓ Ë¾ ÈÎÙÖÈÃ�

∑
�

]

4ÍÉ�L
= ] 4ÍÉ�L

� ���

ÁÂÃ4ÍÉ�L
x ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÃ� ÈÌÐÌÎÙÃ

ÊÌÄËÌ ÍÎÃÂÏÐ¾ÀÆÐÚ À ÀÆÂÃ

4ÍÉ�L
= 4ÏL

+ 4ÛL
+ 4ÈL

+ 4ÈÌÎ�L
� ����

ÁÂÃ4ÏL�
4ÛL�

4ÈL�
4ÈÌÎL

x ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÏÌÍÉÃ�

ÛÉÃÈÐÎÌÂÃ� È¾ÐÌÂÃ Æ ÈÌÎÍÑÏÃ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ ÏÌÌÐÀÃÐ�
ÏÐÀÃËËÌ�  Ð�

°ÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÏÌÍÉÃ� ÛÉÃÈÐÎÌÂÃ Æ È¾ÐÌÂÃ
ÌÍÎÃÂÃÉÝÜÐÏÝ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉ¾Ê�

4ÏL
= ,Â TÏ

∗
� ����

4ÛL
+ 4ÈL

= ,Â TÛ
∗
� ����

ÁÂÃ TÏ


 Æ TÛ


x ÛÒÒÃÈÐÆÀËÙÃ ÐÃÎÊÆÕÃÏÈÆÃ Í¾Î¾ÊÃÐÎÙ
ÏÌÍÉ¾ Æ ÛÉÃÈÐÎÌÂ¾� ÅË¾ÕÃËÆÝ ÈÌÐÌÎÙÓ ÍÎÆ Î¾¿ÌÐÃ Ë¾
¾ÎÁÌËÃ ÏÌÏÐ¾ÀÉÝÜÐ ÏÌÌÐÀÃÐÏÐÀÃËËÌ ������� Æ
�����  Ð���   ÏÉÑÕ¾Ã ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÝ À È¾ÕÃÏÐÀÃ
ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ×ÆÓ Á¾ÅÌÀ ÏÊÃÏÃÇ ¾ÎÁÌË¾ Ï ÁÃÉÆÃÊ�
¾ÅÌÐÌÊ� ÀÌÂÌÎÌÂÌÊ ÆÉÆ ÍÎÆ ÁÌÎÃËÆÆ ÂÑÁÆ À ¾ÐÊÌÏ�

ÒÃÎÃ ÛÐÆÓ Á¾ÅÌÀÙÓ ÏÊÃÏÃÇ TÏ
ÏÊ

∗ Æ TÛÏÊ

∗ ÌÍÎÃÂÃÉÝÜÐÏÝ

ÍÌ ÒÌÎÊÑÉ¾Ê >�� �@�

TÏÏÊ
∗ = U




¡




+ TÏ

∗
� ����

TÛÏÊ
∗ = G




¡




+ TÛ

∗
� ����

ÁÂÃ U� G x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÙ� Å¾ÀÆÏÝ×ÆÃ ÌÐ ÎÌÂ¾
ÍÉ¾ÅÊÌÌ¿Î¾ÅÑÜ×ÃÁÌ Á¾Å¾�  Ð��� ­ÎÆ ÆÏÍÌÉÚÅÌ�
À¾ËÆÆ ¾ÎÁÌËÌ�ÁÃÉÆÃÀÙÓ ÏÊÃÏÃÇ U  �����  Ð�$�
G  ������  Ð�$� ÏÊÃÏÃÇ ¾ÎÁÌË¾ Ï ¾ÅÌÐÌÊ ÆÉÆ ÀÌÅÂÑ�
ÓÌÊ x U  �������  Ð��� G  �������  Ð��� ¾ÎÁÌ�
ËÌ�ÀÌÂÌÎÌÂËÙÓ ÏÊÃÏÃÇ x U  ���������  Ð���
G  ���������  Ð�$�

°ÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÈÌÎÍÑÏÃ �ÆÉÆ À ÈÃÏÏÌËÃ� Æ
ÀÌÂÌÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÙÓ ÑÅÉ¾Ó ÈÎÃÍÉÃËÆÝ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ Ë¾
ÈÎÙÖÈÃ Å¾ÀÆÏÝÐ ÌÐ ÍÉÌÐËÌÏÐÆ ÐÃÍÉÌÀÌÁÌ ÍÌÐÌÈ¾� ÍÃ�
ÎÃÂ¾À¾ÃÊÌÁÌ ÌÐ ÂÑÁ� Î¾ÏÍÉ¾ÀÉÃËËÌÁÌ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ Æ ÒÑ�
ÐÃÎÌÀÈÆ ÌÓÉ¾ÄÂ¾Ü×ÃÇ ÀÌÂÃ�

°ÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ À ÈÌÎÍÑÏÃ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾ Î¾ÏÏÕÆ�
ÐÙÀ¾ÃÊ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ

4ÈÌÎ
L
= TÈÌÎ ) � ����

ÁÂÃ TÈÌÎx ÍÉÌÐËÌÏÐÚ ÐÃÍÉÌÀÌÁÌ ÍÌÐÌÈ¾�  Ð�Ê�� ) x
ÍÉÌ×¾ÂÚ ¿ÌÈÌÀÌÇ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÆ ÈÌÎÍÑÏ¾ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾
�ÆÉÆ ÃÁÌ ÈÃÏÏÌË¾�� Ê�� ¥Ë¾ÕÃËÆÝ TÈÌÎ ÍÌ Â¾ËËÙÊ ÉÆ�
ÐÃÎ¾ÐÑÎËÙÓ ÆÏÐÌÕËÆÈÌÀ >�� �@ Æ Ë¾ÖÆÓ ÛÈÏÍÃÎÆÊÃË�

ÐÌÀ ÈÌÉÃ¿ÉÜÐÏÝ À ÍÎÃÂÃÉ¾Ó �����������⋅���  Ð�Ê� Æ
Å¾ÀÆÏÝÐ ÌÐ ÏÐÃÍÃËÆ ÐÃÍÉÌÀÌÇ ÆÅÌÉÝÔÆÆ ÈÌÎÍÑÏ¾ ÌÐ
ÍÉ¾ÀÆÉÚËÌÁÌ ÍÎÌÏÐÎ¾ËÏÐÀ¾�

­ÌÏÉÃ Î¾ÏÕ�Ð¾ ÏÑÊÊ¾ÎËÙÓ ÐÃÍÉÌÀÙÓ ÍÌÐÃÎÚ À
ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌË¾Ó ËÃÌ¿ÓÌÂÆÊÌ ÍÎÌÀÃÎÆÐÚ� È¾È ÈÌÎÎÃÉÆ�
ÎÑÜÐÏÝ ÍÌÉÑÕÃËËÙÃ ÎÃÅÑÉÚÐ¾ÐÙ Ï ÉÆÐÃÎ¾ÐÑÎËÙÊÆ Æ
ÛÈÏÍÃÎÆÊÃËÐ¾ÉÚËÙÊÆ Â¾ËËÙÊÆ�

∑
�

]

4ÍÉ
L

= (�����������) ,Â 8Â ] �
����

£ÏÉÆ ÍÌÉÑÕÃËËÙÃ Â¾ËËÙÃ Ë¾ÓÌÂÝÐÏÝ ÀËÃ ÍÎÃÂÃÉÌÀ�
ÑÈ¾Å¾ËËÙÓ À ÑÎ¾ÀËÃËÆÆ ����� ÐÌ Î¾ÏÕ�Ð ËÃÌ¿ÓÌÂÆÊÌ
ÍÌÀÐÌÎÆÐÚ� ÑÐÌÕËÆÀ Î¾ÏÕ�ÐËÙÃ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÙ�

°ÃÍÉÌÀ¾Ý ÛËÃÎÁÆÝ� Î¾ÏÓÌÂÑÃÊ¾Ý Ë¾ Ë¾ÁÎÃÀ ÒÑÐÃ�
ÎÌÀÈÆ ÈÌÀÖ¾�

4Ò  T I� ����

ÁÂÃ I x ÍÉÌ×¾ÂÚ ÈÌËÐ¾ÈÐËÌÁÌ ÐÃÍÉÌÌ¿ÊÃË¾ ÊÃÄÂÑ
Î¾ÏÍÉ¾ÀÉÃËËÙÊ ÊÃÐ¾ÉÉÌÊ Æ ¿ÌÈÌÀÌÇ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÚÜ
ÈÌÀÖ¾� Ê�� Tx ÑÂÃÉÚËÙÃ ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ�  Ð�Ê��
ÌÍÎÃÂÃÉÝÃÊÙÃ È¾È

T = ����� λ (7 w 7�) ⁄ (π D)��� � ����

ÁÂÃ λ x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ÐÃÍÉÌÍÎÌÀÌÂËÌÏÐÆ ÒÑÐÃÎÌÀ�

ÈÆ�  Ð��Ê ⋅ �¯�� 7 x Î¾¿ÌÕ¾Ý ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎ¾ ÒÑÐÃ�
ÎÌÀÈÆ ������������ �¯�� 7� x ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎ¾ ÒÑÐÃÎÌÀ�
ÈÆ� ÍÎÆ ÈÌÐÌÎÌÇ ÊÃÐ¾ÉÉ Å¾ÉÆÀ¾ÃÐÏÝ À ÈÌÀÖ�
��������� �¯�� ¾ x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎÌÍÎÌ�
ÀÌÂËÌÏÐÆ ÒÑÐÃÎÌÀÈÆ� Ê��Õ�

°ÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ ÌÐ ÈÎÙÖÈÆ ÈÌÀÖ¾ Ï ËÃÀÌÂÌÌÓ�
É¾ÄÂ¾ÃÊÙÊ ÏÀÌÂÌÊ À ÌÈÎÑÄ¾Ü×ÑÜ ÏÎÃÂÑ ÊÌÄËÌ
Î¾ÏÏÕÆÐ¾ÐÚ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ

4ÈÎ�
= αÈÎ )ÈÎ�

(WÈÎ� w WÀ) � ����

ÁÂÃ αÈÎ x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ÐÃÍÉÌÌÐÂ¾ÕÆ ÌÐ ÈÎÙÖÈÆ À

ÌÈÎÑÄ¾Ü×ÑÜ ÏÎÃÂÑ�  Ð��Ê�⋅�¯�� )ÈÎ�
x ÍÉÌ×¾ÂÚ

Ë¾ÎÑÄËÌÇ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÆ ÈÎÙÖÈÆ� Ê�� WÈÎ� x ÐÃÊÍÃ�

Î¾ÐÑÎ¾ Ë¾ÎÑÄËÌÇ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÆ ÈÎÙÖÈÆ� �¯� WÀ x

ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎ¾ ÀÌÅÂÑÓ¾ À ÔÃÓÌÀÌÊ ÍÌÊÃ×ÃËÆÆ� �¯�

­Ì Â¾ËËÙÊÎ¾¿ÌÐÙ >�@ αÈÎ  ���������  Ð��Ê
�⋅�¯�

ÍÎÆ WÀ  �� �¯ Æ WÈÎ
�
 ��������� �¯�

°ÃÍÉÌÀÙÃ ÄÃ ÍÌÐÃÎÆ ÌÐ ÈÎÙÖÈÆ ÈÌÀÖ¾ Ï ÀÌÂÌ�
ÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÙÊ ÏÀÌÂÌÊ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÚÜ )ÈÎ

�
�Ê�� ÈÌ�

��



ÉÃ¿ÉÜÐÏÝ À ÍÎÃÂÃÉ¾Ó ���� ⋅ ����������� ⋅ ����  Ð�Ê�

Æ Å¾ÀÆÏÝÐ ÌÐ ÍÃÎÆÌÂ¾ ÍÉ¾ÀÈÆ >�@ �   ÏÎÃÂËÃÊ Å¾
ÍÉ¾ÀÈÑ ÐÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ ÌÐ ÀÌÂÌÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÌÇ ÈÎÙÖ�

ÈÆ ÍÎÆËÆÊ¾ÜÐ ����������� ⋅ ���  Ð�Ê�� °ÌÁÂ¾ ÐÃÍÉÌ�
ÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ ÌÐ ÈÎÙÖÈÆ ÈÌÀÖ¾ Ï ÀÌÂÌÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÙÊ
ÏÀÌÂÌÊ ÌÍÎÃÂÃÉÝÜÐ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ

4ÈÎ�
= (���������) ⋅ ��� )ÈÎ�

� ����

­ÌÐÃÎÆ ÐÃÍÉÌÐÙ ÌÐ ÏÐÃËÌÈ Æ ÂËÆ×¾ ÈÌÀÖ¾ À ÌÈ�
ÎÑÄ¾Ü×ÑÜ ÏÎÃÂÑ Î¾ÏÏÕÆÐÙÀ¾ÃÊ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ

4¿ÌÈ�È = αÈÌÀ )ÈÌÀ (WÈÌÀ w WÀ) � ����

ÁÂÃ αÈÌÀ x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ÐÃÍÉÌÌÐÂ¾ÕÆ ÌÐ Ë¾ÎÑÄËÙÓ

ÏÐÃËÌÈ ÈÌÀÖ¾ À ÌÈÎÑÄ¾Ü×ÑÜ ÏÎÃÂÑ�  Ð��FÊ� ⋅ �¯��
)ÈÌÀ x ÍÉÌ×¾ÂÚ Ë¾ÎÑÄËÌÇ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÆ ÈÌÀÖ¾� Ê��
WÈÌÀx ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎ¾ Ë¾ÎÑÄËÌÇ ÍÌÀÃÎÓËÌÏÐÆ ÈÌÀÖ¾� �¯�

­ÎÆ WÀ  �� �¯� WÈÌÀ  ��������� �¯ ÎÃÈÌÊÃËÂÑÃÊ

ÂÉÝ Î¾ÏÕ�Ð¾ ÍÎÆËÝÐÚ αÈÌÀ Î¾ÀËÙÊ �������  Ð��Ê
� ⋅ �¯��

°ÃÍÉÌÀÙÃ ÍÌÐÃÎÆ Ï ÌÐÓÌÂÝ×ÆÊÆ Á¾Å¾ÊÆ ÊÌÄËÌ
ÌÍÎÃÂÃÉÆÐÚ ÍÌ ÒÌÎÊÑÉÃ

4Á = (�����������) ∑
�

]

,Â 8Â �
����

°ÃÍÉÌÀ¾Ý ÛËÃÎÁÆÝ� ÍÃÎÃÂ¾À¾ÃÊ¾Ý ËÃÍÌÏÎÃÂÏÐÀÃË�
ËÌ Î¾ÏÍÉ¾ÀÉÝÃÊÌÊÑ ÊÃÐ¾ÉÉÑ� ÍÎÃÂÏÐ¾ÀÉÝÃÐ ÏÌ¿ÌÇ
Î¾ÅËÌÏÐÚ ÊÃÄÂÑ ÐÃÍÉÌÀÌÇ ÛËÃÎÁÆÃÇ� ÁÃËÃÎÆÎÑÃÊÌÇ
ÂÑÁ¾ÊÆ ÍÉ¾ÅÊÌÐÎÌËÌÀ� Æ ÏÑÊÊ¾ÎËÙÊÆ ÍÌÐÃÎÝÊÆ ÐÃÍ�
ÉÌÐÙ� ±Î¾ÀËÃËÆÃ ÂÉÝ ÌÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ ÐÃÍÉÌÀÌÇ
ÛËÃÎÁÆÆ� ÍÃÎÃÂ¾À¾ÃÊÌÇ ÊÃÐ¾ÉÉÑ Ï ÑÕ�ÐÌÊ ÎÃ¾ÉÚËÙÓ
ÐÃÍÉÌÀÙÓ ÍÌÐÃÎÚ� ÆÊÃÃÐ ÀÆÂ

4Ê = :
Σ
w 4

Σ
� ����

ÁÂÃ :
Σ = ∑

�

]

,Â 8Â �

­ÎÌÀÃÎÆÊ� ÈÌÎÎÃÉÆÎÑÃÐÏÝ ÉÆ Å¾Â¾ËË¾Ý ÏÈÌÎÌÏÐÚ

Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ À ÈÌÀÖÃ ν ��&�ÊÆË� Ï ÎÃ¾ÉÚËÌÇ

ÏÈÌÎÌÏÐÚÜ νÎ � Î¾ÏÏÕÆÐ¾ËËÌÇ Ï ÑÕ�ÐÌÊ ÎÃ¾ÉÚËÌÇ ÐÃÍ�
ÉÌÀÌÇ ÛËÃÎÁÆÆ� ÍÃÎÃÂ¾À¾ÃÊÌÇ ÊÃÐ¾ÉÉÑ�

νÎ  4Ê � ��� P FÄ�� ����

ÁÂÃ FÄ x Ê¾ÏÏÌÀ¾Ý ÐÃÍÉÌ�ÊÈÌÏÐÚ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ À ÄÆÂÈÌÊ

ÏÌÏÐÌÝËÆÆ�  Ð⋅Õ��ÈÁ ⋅ �¯�� ÂÉÝ ÏÐ¾ÉÆ FÄ  

 �����  Ð⋅Õ��ÈÁ ⋅ �¯��
£ÏÉÆ ÍÌÉÑÕÃËËÌÃ ÅË¾ÕÃËÆÃ ÎÃ¾ÉÚËÌÇ ÏÈÌÎÌÏÐÆ

¿ÑÂÃÐ ÌÐÉÆÕ¾ÐÚÏÝ ÌÐ Å¾Â¾ËËÌÁÌ Æ ÍÎÆËÝÐÌÁÌ ÂÉÝ
Î¾ÏÕ�Ð¾� ÏÉÃÂÑÃÐ ÀÙ¿Î¾ÐÚ ËÌÀÙÃ Í¾Î¾ÊÃÐÎÙ ÂÑÁÆ Ë¾
ÃÃ  �³ Æ ÍÌÀÐÌÎÆÐÚ Î¾ÏÕ�Ð� Ë¾ÕÆË¾Ý Ï ÑÎ¾ÀËÃËÆÝ ����

®¾ÏÕÃÐ ÊÌÄËÌ ÏÕÆÐ¾ÐÚ Å¾ÀÃÎÖÃËËÙÊ� ÃÏÉÆ ÏÈÌ�
ÎÌÏÐÚ Ë¾ÁÎÃÀ¾ ÊÃÐ¾ÉÉ¾� Î¾ÏÏÕÆÐ¾ËË¾Ý ÍÌ ÑÎ¾ÀËÃËÆÜ
����� ¿ÑÂÃÐ Î¾ÀË¾ Å¾Â¾ËËÌÇ ÏÈÌÎÌÏÐÆ ÆÉÆ ÍÎÃÀÙÖ¾ÐÚ
Ã� ËÃ ¿ÌÉÃÃ ÕÃÊ Ë¾ ���

�� «ÃÈÌÐÌÎÙÃ ÀÌÅÊÌÄËÌÏÐÆ Ì¿Î¾¿ÌÐÈÆ ÏÐ¾ÉÆ À ÂÑÁÌÀÙÓ Æ
ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÈÌÀÖ¾Ó�ÍÃÕ¾Ó � ¡� �� ªÃÉÚËÆÈ� ¬� ¯� ¥¾¿¾�
ÎÆÉÌ� ª� ©� ¤¾ÂÈÃÀÆÕ Æ ÂÎ� �� ­ÎÌ¿É� ÏÍÃÔ� ÛÉÃÈÐÎÌÊÃ�
Ð¾ÉÉÑÎÁÆÆ � x ����� x ��� x ¯� ��w���

�� ­ÃÎÏÍÃÈÐÆÀÙ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÝ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÆÏÐÌÕËÆÈÌÀ ÐÃÍ�
ÉÌÐÙ À ¾ÁÎÃÁ¾Ð¾Ó ÀËÃÍÃÕËÌÇ Ì¿Î¾¿ÌÐÈÆ ÏÐ¾ÉÆ� ¯ÌÌ¿×ÃËÆÃ �� �
¡� �� ªÃÉÚËÆÈ� ¬� ¯�¥¾¿¾ÎÆÉÌ� �� �� ¤Â¾ËÌÀÏÈÆÇ
Æ ÂÎ� �� °¾Ê ÄÃ� x ����� x ��� x ¯� ��w���

�� ­ÃÎÏÍÃÈÐÆÀÙ ÆÏÍÌÉÚÅÌÀ¾ËÆÝ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÓ ÆÏÐÌÕËÆÈÌÀ ÐÃÍ�
ÉÌÐÙ À ¾ÁÎÃÁ¾Ð¾Ó ÀËÃÍÃÕËÌÇ Ì¿Î¾¿ÌÐÈÆ ÏÐ¾ÉÆ� ¯ÌÌ¿×ÃËÆÃ �� �
¡� �� ªÃÉÚËÆÈ� ¬� ¯� ¥¾¿¾ÎÆÉÌ� �� �� ¤Â¾ËÌÀÏÈÆÇ
Æ ÂÎ� �� °¾Ê ÄÃ� x ��� x ¯� ��w���

�� °Î�ÓÒ¾ÅËÙÃ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÃ Ë¾ÁÎÃÀ¾ÐÃÉÚËÙÃ ÈÌÊÍÉÃÈÏÙ
Æ ÍÃÎÏÍÃÈÐÆÀÙ ÆÓ ÍÎÆÊÃËÃËÆÝ� ¯ÌÌ¿×ÃËÆÃ �� � �� £� ­¾�
ÐÌË� ¼�  � ©¾Ð¾Ö� ¬� ¯� ¥¾¿¾ÎÆÉÌ Æ ÂÎ� �� °¾Ê ÄÃ� x
����� x � �� x ¯� ��w���

�� °Î�ÓÒ¾ÅËÙÃ ÍÉ¾ÅÊÃËËÙÃ Ë¾ÁÎÃÀ¾ÐÃÉÚËÙÃ ÈÌÊÍÉÃÈÏÙ
Æ ÍÃÎÏÍÃÈÐÆÀÙ ÆÓ ÍÎÆÊÃËÃËÆÝ� ¯ÌÌ¿×ÃËÆÃ �� � �� £� ­¾�
ÐÌË� ¼�  � ©¾Ð¾Ö� ¬� ¯� ¥¾¿¾ÎÆÉÌ Æ ÂÎ� �� °¾Ê ÄÃ� x
� �� x ¯� ��w���

�� ¯ÊÌÉÝÎÃËÈÌ  � ¢�� ¨ÑÅËÃÔÌÀ ©� «� »ËÃÎÁÃÐÆÕÃÏÈÆÇ ¿¾É¾ËÏ
ÂÑÁÌÀÙÓ ÏÐ¾ÉÃÍÉ¾ÀÆÉÚËÙÓ ÍÃÕÃÇ� x ª�� »ËÃÎÁÆÝ�
����� x �� Ï�

�� «ÆÈÌÉÚÏÈÆÇ ©� £�� ¯ÊÌÉÝÎÃËÈÌ  � ¢�� ¨ÑÅËÃÔÌÀ ©� «�
°ÃÍÉÌÀ¾Ý Î¾¿ÌÐ¾ ÂÑÁÌÀÙÓ ÏÐ¾ÉÃÍÉ¾ÀÆÉÚËÙÓ ÍÃÕÃÇ� x
ª�� ªÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÝ� ����� x ��� Ï�

�� ¯ÌÏÌËÈÆË ¬� ª�� ¨ÑÂÎÆË  � ��  ÌÂÌÌÓÉ¾ÄÂ¾ÃÊÙÇ ÏÀÌÂ
ÛÉÃÈÐÎÌÂÑÁÌÀÌÇ ÍÃÕÆ� x ª�� ªÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÝ� ����� x
��� Ï�

¦Ë�Ð ÛÉÃÈÐÎÌÏÀ¾ÎÈÆ ÆÊ� £� ¬� ­¾ÐÌË¾ «�« ±ÈÎ¾ÆËÙ� ¨ÆÃÀ

­ÌÏÐÑÍÆÉ¾ ����������

��




