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Постановка задачи 
Проблема измельчения минерального сырья в шаровых мельницах доста-

точно подробно освещена в специальной литературе; обзор исследований наибо-
лее полно представлен в работе Дэвиса С., Андреева С.Е., Олевского В.А. и ряда 
других авторов [1-4]. Все эти работы были опубликованы преимущественно до 
1990 года; позже этому вопросу в известной литературе уделялось недостаточно 
внимания. 

Между тем с ростом диаметра шаровых мельниц, увеличением их произво-
дительности и широким внедрением резиновых футеровок проблема кинетики 
измельчения сырья стала весьма актуальной. Рассмотрим кратко некоторые важ-
ные составляющие этой проблемы. 
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Известно [3], что рассматриваемая проблема сводится к установлению 
функциональной связи между удельной работой u затраченной на измельчение 
сырья, и удельной поверхностью F, т.е. 

( ).F f u=  
Известно также о существовании ряда гипотез, связывающих подведенную к 

мельнице работу с показателем, характеризующим результаты процесса измель-
чения: таковы гипотезы Кирпичева, Бонда, Риттингера, Ребиндера и т.д. Все они в 
той или иной степени основаны на теориях прочности твёрдых тел Кулона, Навье, 
Мора и т.д. 

Наиболее известной является гипотеза Риттингера, согласно которой вновь 
образованная поверхность при измельчении руды пропорциональна произведен-
ной работе. Позже ряд исследователей, в том числе и Бонд, считали, что гипотеза 
Риттингера не совсем полно объясняет процесс измельчения. Так, для тонкого из-
мельчения предлагается считать, что работа измельчения пропорциональна квад-
рату вновь образованной поверхности. Более подробно этот вопрос рассмотрен в 
[3]; там же делается и вывод, что для большинства материалов всё же подтвер-
ждается гипотеза Риттингера. 

Приводится также пример: для измельчения кварца на мельнице первой 
стадии измельчения авторы [3] использовали формулу типа 

0 ,F ku=  
т.н. уравнение Риттингера в первом приближении, где k – постоянная Риттингера 
(измеряется в м2/кВт·ч) и характеризует ту поверхность материала, которая обра-
зуется при затрате работы в 1 кВт·ч. Для кварца F0 = 9500u м2/т, где u измеряется в 
кВт·ч/т. 

Несмотря на усилия многих исследователей, среди которых можно назвать 
Миттагу, Тунцова А.Г., Загустина А.И., Товарова В.В. и других (обзор работ дан в 
[3]), уравнения кинетики измельчения минерального сырья, построенного с 
учётом строгих концепций механики разрушения твёрдых тел не существует.  

В тридцатых годах прошлого века была выдвинута довольно известная гипо-
теза Загустина А.И., согласно которой «увеличение содержания в измельчённом 
материале какого-либо мелкого класса в единицу времени пропорционально ос-
татку ещё не измельчённого к данному моменту класса той же крупности» (цити-
руется по [3]), т.е. зависимость остатка R на некотором сите от продолжительности 
измельчения t может быть выражена эмпирическим уравнением типа  
 0 1exp( ),R R k t=  
где R0 – суммарный остаток на некотором сите перед началом измельчения, %; 

R – то же в момент времени t, %; 
k1 – постоянная. 
Это уравнение с различными дополнениями используется в практике иссле-

дования измельчения руд до настоящего времени. 
Не оспаривая достоинства рассмотренных гипотез – их физический смысл 

вполне ясен, а математическая интерпретация отличается простотой изложения и 
подтверждена на уровне экспериментальных исследований – отметим правиль-
ность замечаний, сделанных в работе [3]. Их смысл сводится к следующему: 
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• гипотеза Риттингера «является статистической закономерностью и остаётся 
справедливой до тех пор, пока остаются неизменными все внешние условия»; 

• при вращении мельницы в результате взаимодействия частиц руды и шаров об-
разуются новые более мелкие частицы, общая поверхность которых увеличива-
ется на некоторую величину ∆F; при этом величина ∆F будет зависеть не только 
от израсходованной энергии, но и от целого ряда условий: от конструкции мель-
ницы (в основном от величины её диаметра), диаметра шаров и величины их за-
грузки, от конструкции резиновой футеровки, от содержания влаги в пульпе и от 
физико-механических характеристик руды. 

Последний фактор весьма важен по следующим причинам. В мельницу, на-
пример, второй стадии, руда поступает после целого ряда механических опера-
ций: разрушения взрывом, дроблением, измельчением в мельницах первой ста-
дии и т.д. Т.е. измельчённый материал довольно существенно отличается от ис-
ходной руды, образцы из которой подвергались лабораторным исследованиям 
для определения физико-механических характеристик. И отличие это заключается 
прежде всего в изменении структуры материала на поверхности и в объёме, т.е. 
изменении его поверхности (трещиноватости), которую можно выразить некото-
рой функцией Q(p), где p – повреждённость материала, определяемая экспери-
ментально. Для этой цели могут быть использованы прямые физические методы – 
метод инфракрасной спектроскопии, метод ЯМР и т.д. – или метод определения 
механических характеристик (в основном модуля сдвига G и Юнга E) при сдвиге 
или сжатии образцов. При этом по изменению G (или E) можно будет судить о 
степени повреждённости материала и использовать эти данные равно как и функ-
ции Q(p) в уравнении кинетики измельчения руды в шаровой мельнице с резино-
вой футеровкой. Рассмотрению такой проблемы посвящена настоящая работа. 

Математическая модель разрушения минерального сырья 
На сегодняшний день существует весьма многочисленная литература по 

разрушению горных пород, в том числе и при измельчении. Прежде чем перейти к 
изложению основного материала рассмотрим некоторые важные предпосылки, а 
основные составляющие теоретических и экспериментальных исследований мно-
гих авторов изложим в виде кратких эмпирических обобщений: 

1. В инженерной практике наиболее характерным и универсальным инфор-
мационным параметром, определяющим сопротивляемость руды измельчению, 
является эффективность измельчения, которая определяется как количество энер-
гии, израсходованной на одну тонну кондиционного продукта (например, концен-
трата): 

 
( )

э
эф

к исх

Ue
Q β β

=
−

, 

где Uэ – количество энергии, израсходованной в единицу времени, кВт·ч; 
Q – количество руды, измельчённой за промежуток времени, т; 

kβ , ucxβ  – содержание заданного класса крупности соответственно в из-
мельчённом продукте и в исходной руде, %. 
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В случае постоянного состава перерабатываемой руды минимальное значе-
ние eэф будет свидетельствовать о работе мельницы в оптимальном режиме по 
параметрам загрузки и производительности. 

2. При измельчении в мельницах разрушение руды происходит в результате 
внешнего воздействия сжимающих, растягивающих и скалывающих (сдвиговых) 
сил, соответствующих пределам прочности [σсж], [σр] и [τ] соответственно; под 
воздействием этих сил образуются новые поверхности разрушения. На практике 
трудно выделить составляющие сжатия, растяжения и сдвига в чистом виде, по-
этому наряду с терминами «разрушение при растяжении» и «разрушение при 
сжатии, сдвиге» используются термины «разрушение при срезе, раздавливании 
или раскалывании» (при испытаниях на одноосное сжатие происходит осевое рас-
калывание образцов). Выделить при этом доминирующую составляющую также 
не представляется возможным, поэтому при расчётах прочности горных пород 
обычно ориентируются на данные о прочностных характеристиках, полученных 
при лабораторных испытаниях. 

3. При анализе механизма разрушения образцов необходимо учитывать це-
лый ряд факторов: пористость, структуру материала, наличие трещиноватости, 
влаги и т.д. 

4. Применительно к процессу измельчения наиболее признанным и наибо-
лее часто употребляемым является закон Риттингера, опубликованный в 1867 го-
ду. Риттингер считал, что расход энергии U на измельчение породы пропорциона-
лен вновь образованной поверхности с площадью F и не зависит от формы меха-
низма измельчения и величины энергии удара, т.е. 

 1 1 ,
ср ср

U KF K n
d D

 = = − 
 

 

где K – коэффициент пропорциональности или показатель удельной поверхно-
стной энергоёмкости разрушения; 
Dср и dср – соответственно средние диаметры кусков породы до и после 
дробления; 
n – количество кусков породы. 
5. При анализе механизмов разрушения горных пород при измельчении в 

шаровых мельницах важную роль играет концепция квазихрупкого разрушения. 
Концепция позволяет рассматривать хрупкое и вязкое разрушение как предель-
ные случаи квазихрупкого разрушения. 

Концепция представляет собой эмпирическую закономерность, установлен-
ную экспериментально при испытаниях различных материалов, выполненных 
Г.Р. Ирвином и О.Е. Орованом [5, 6]. 

По мнению Г.П. Черепанова [5] эту концепцию можно изложить в следую-
щем виде: «Величина необратимой работы, затраченной на образование единицы 
площади свободной поверхности тела при развитии трещины, является постоян-
ной материала, не зависящей от нагрузок, формы и размеров тела». 

6. Применительно к квазихрупкому разрушению горных пород при измель-
чении поверхностная энергия может рассматриваться как энергия взаимодействия 
частиц. Если разрушение породы произошло по некоторой поверхности, на еди-
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ницу которой приходилось n0 разорванных связей с одинаковой энергией взаимо-
действия u0, то поверхностная энергия на единицу площади U будет равна 

 0 0 0

0

,u m nU
nρ

=  (1) 

где u0 – энергия взаимодействия частиц; 
m0 – масса одной частицы; 
n0 – число разорванных связей на единице поверхности; 
ρ0 – плотность породы при некоторой температуре; 
n – число частиц. 
Из формулы (1) следует, что поверхностная энергия пропорциональна энер-

гии взаимодействия частиц. 
Для улучшения технологических и экономических показателей процессов 

измельчения в барабанных мельницах используют различные приёмы. Такие как 
увеличение объёма мельниц, видоизменение профиля футеровки (конструкции) и 
применение более износостойких материалов, загрузку в мельницы самоизмель-
чения шаров и др. 

В целях снижения тонины помола увеличивают число стадий измельчения, 
или изменяют величину и направление циркулирующих нагрузок. Однако ощути-
мых эффектов все эти приёмы пока не обеспечивают. 

Одним из наиболее надёжных путей решения проблемы увеличения произ-
водительности по питанию головных мельниц и прироста по готовому классу в 
мельницах 1-й и последующих стадий измельчения, при одновременном сниже-
нии эксплуатационных затрат, является механизм создания сдвиговых напряже-
ний на основе использования резиновых футеровок волнового профиля (для 
мельниц всех стадий измельчения). 

Рассмотрим энергетическую составляющую процессов дробления и измель-
чения горных пород. 

Как отмечалось выше, многие исследователи сходятся во мнении, что при 
одной и той же степени дробления независимо от способа разрушения энергия 
разрушения для одной и той же породы остаётся постоянной. Для идеально упру-
гой породы удельная работа разрушения U0 определяется как 

 
2

0 ,
2

сжU
E

σ
=  (2) 

где σсж – напряжение при сжатии образца породы; 
E – модуль упругости породы. 
При вязких или пластических составляющих разрушения происходят допол-

нительные затраты энергии. 
Как видно, все перечисленные формулы прочности носят полуэмпириче-

ский характер, а определение входящих в них коэффициентов требует проведения 
весьма обширных экспериментальных исследований. К тому же сами коэффици-
енты носят комплексный характер, т.е. они зависят от вида механизма разрушения 
материала (или образца), от масштабного фактора, структуры материала, наличия 
влаги, трещиноватости и т.д. Поэтому они малопригодны для выбора оптимально-
го механизма разрушения горных пород. Более предпочтительными являются 
классические теории прочности, но и они вследствие природной дефектности и 
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неоднородности горных пород далеко не всегда позволяют адекватно описать 
процесс разрушения, особенно при измельчении в шаровой мельнице. Наиболее 
используемыми являются теория Кулона-Навье, теория Мора и теория трещин 
(Гриффитс, Орован, Черепанов и другие) [5]. Для железных руд наиболее подхо-
дящей является Теория Кулона-Навье. Рассмотрим её более подробно [7]. 

Кулон предложил теорию максимального касательного напряжения. Со-
гласно этой теории образец разрушится, когда максимальное касательное напря-
жение в некотором микрообъёме материала достигнет предельной величины S0. 
Эта величина S0 обычно называется прочностью материала при сдвиге. Если глав-
ные нормальные напряжения в образце σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, то максимальное касательное 
напряжение будет 

 ( )max 1 3
1 .
2

τ σ σ= −  

Критерий разрушения Кулона можно записать в виде: 

 ( )1 3 0
1 .
2

Sσ σ− ≥  

Навье несколько модифицировал теорию Кулона. Рассмотрим двумерный 
случай, когда нормальные напряжения σθ и касательные напряжения τθ действуют 
в плоскости разрушения образца горной породы. Этот случай весьма характерен 
для процесса разрушения железных руд в шаровых мельницах. 

Согласно теории Кулона-Навье разрушение образца горной породы про-
изойдёт в том случае, когда касательное напряжение, действующее в плоскости 
разрушения, достигнет величины 
 0 ,Sθ θτ µσ= +  (3) 
или 
 0 ,S θ θτ µσ= −  (4) 
где |𝜏𝜃| – абсолютное значение касательного напряжения; 

θµσ  – выражение, тождественное силе трения на наклонной плоскости с 
углом θ ; 
S0 – прочность материала при сдвиге; 
µ  – коэффициент внутреннего трения; 
θσ – нормальное напряжение на наклонной плоскости с углом θ . 

В терминах нормального и касательного напряжений критерий прочности 
Кулона-Навье может быть записан в виде: 

 ( )
( )

1 3

1 3

2cos2
,

2θ

σ σ θ
σ

σ σ
+

=
+ −

 (5) 

 ( )1 3
1 sin2 .
2θτ σ σ θ= −  (6) 

Отсюда 

 ( ) ( )( )0 1 3 1 3
1 sin2 cos2 .

2 2
S θ θ

ρτ µσ σ σ σ σ θ µ θ= − = − + + − −  (7) 

При одноосном сжатии (σ1 = С0, σ3 = 0) критерий Кулона-Навье можно запи-
сать следующим образом 
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( )

0
0 0,52

2 ( ) ,
1

S Q pC
µ µ

=
+ −

 (8) 

или 

 ( )0,52
0 0

1 1 ( ),
2

S C Q pµ µ = + − ⋅   (9) 

где С0 – прочность материала при сжатии; 
( )Q p  – некоторая функция, определяющая нарушенность структуры мате-

риала на поверхности или в объёме за счёт наличия дефектов различной 
природы, определяется экспериментально. 
Сравнивая выражения (7) и (8) можно отметить, что при µ = 1 (номинальное 

значение коэффициента внутреннего трения) прочность горной породы на сжатие 
всегда больше прочности при сдвиге, т.е. С0 > S0. Это один из весьма важных выво-
дов теории прочности Кулона-Навье, который подтверждается экспериментально. 
Для горных пород при различных видах нагружения экспериментально доказано, 
что 
 .p сжθσ τ σ< <  

При этом прочность горной породы на сжатие в 5-10 раз выше предела 
прочности на сдвиг и в 8-15 раз выше предела прочности на растяжение. 

Такая же закономерность наблюдается и при рассмотрении энергоёмкости 
разрушения горной породы: при разрушении породы сжатием энергоёмкость в 
10-20 раз (по мнению авторов работы – в 40-90 раз!) больше, чем при разрушении 
сдвиговыми или растягивающими напряжениями. 

Рассмотрим пример определения энергоёмкости при разрушении железной 
руды со следующими механическими характеристиками, полученными при экспе-
риментальных исследованиях стандартных образцов магнетитовых руд (функция 
повреждённости учитывается интегрально): 
• модуль Юнга E = 5,2·105 кгс/см2, 
• модуль сдвига G = 2,2·105 кгс/см2, 
• прочность при сжатии σсж = 398 кгс/см2, 
• прочность при сдвиге σсд = 62 кгс/см2. 
Используя выражение (2), получим: 

 398 6,4;
62

сж

сд

σ
σ

= =   
2 2

5

398 0,152;
2 2 5,2 10

сж
сжU

E
σ

= = =
⋅ ⋅

 

 
2 2

5

62 0,00874;
2 2 2,2 10

сд
сдU

G
σ

= = =
⋅ ⋅

  0,152 17,4.
0,00874

сж

сд

U
U

= =  

Как видно, энергоёмкость при разрушении образцов железной руды при де-
формациях сжатия в 17,4 раза больше, чем при разрушении сдвиговыми напря-
жениями. 

Таким образом, наиболее энергосберегающим механизмом разрушения 
железных руд являются способы и средства, в которых реализуются преимущест-
венно сдвиговые напряжения (растягивающие напряжения трудно реализовать). 
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