
УДК 512.552.4

А.С. Коротков, Л. М. Тимошкевич

Аналог теореми Смiта для злiченних графiв Кокстера

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.С. Самойленком)

Дослiджено iндекси злiченних графiв Кокстера. Доведено твердження про монотон-

нiсть iндексу i аналог теореми Смiта.

У данiй роботi спектральну теорiю злiченних графiв розумiємо в сенсi [1–3]. Для злiчен-
них графiв мають мiсце аналоги вiдомих теорем спектральної теорiї скiнченних графiв (на-
приклад, теореми парностi, див. [4]). Мета роботи — одержати деякi результати про iндекси
злiченних графiв, зокрема аналог теореми Дж. Смiта: опис злiченних графiв Кокстера, для

яких iндекс дорiвнює

√√
5 + 2. Матерiал, який стосується спектральної теорiї скiнченних

графiв, зокрема графiв Кокстера, поняття характеристичного полiному та iндексу, теореми
Дж. Смiта та iн., див., наприклад у [5–10]. Iндекси графiв мають широке коло застосувань,
зокрема, у теорiї представлень, де розглядаються умови iснування наборiв пiдпросторiв
гiльбертового простору, зв’язаних певними умовами (див. [11]).

1. Злiченнi графи Кокстера. Нагадаємо деякi означення i факти зi спектральної
теорiї злiченних графiв ([1, 2] та iн). У роботi застосовується термiнологiя теорiї графiв,
зокрема вершини та ребра графа, сумiжнi вершини, iнцидентнi вершина та ребро, степiнь
вершини, порядок графа, шлях, зв’язний граф, компоненти зв’язностi графа, цикл, дерево
тощо. Надалi пiд термiном “граф” ми розумiємо впорядковану пару (V,R), в якiй V — деяка
непорожня множина (множина вершин) i R — множина, що складається з невпорядкованих
пар рiзних елементiв V (множина ребер).

Графом Кокстера G називаємо пару (G, f), в якiй G — граф i f — вiдображення мно-
жини ребер цього графа G в множину, що складається з символу ∞ i натуральних чисел,
бiльших за 2. Будемо казати, що G — граф, пiдпорядкований графу Кокстера G = (G, f).

Для простоти сприймання граф Кокстера почасти представляють схемою, що зображує
пiдпорядкований граф, приписуючи ще над кожним ребром e число f(e), яке називати-
мемо “позначкою” на ребрi. Прийнято опускати приписування на ребрах числа 3, i такi
ребра ще називатимемо непозначеними, а ребра з позначкою, що бiльша або дорiвнює 4, —
позначеними.

Злiченним графом Кокстера називають граф зi злiченною множиною вершин. Для зруч-
ностi записiв позначимо через Fin(Γ) множину всiх скiнченних пiдграфiв графа Γ.

Зауваження 1. Звичайнi графи є пiдмножиною графiв Кокстера, для них функцiя f — це
вiдображення в число 3. Ми називатимемо граф Кокстера просто графом, якщо з контекс-
ту зрозумiло, що мова йде про графи Кокстера. Для позначення графiв Кокстера будемо
використовувати напiвжирний шрифт.

Зауваження 2. Називатимемо граф Кокстера зв’язним, деревом, циклом i т. п., якщо
пiдпорядкований граф задовольняє цi властивостi.

Вважатимемо, що ∞ > n, де n — довiльне натуральне число або символ ∞, причому рiв-
нiсть досягається тодi i лише тодi, коли n = ∞. Для злiченних графiв (V,R) вважатимемо,
що |V | = ∞.
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Нехай G = (G, f) — граф Кокстера. Граф G1 = (G1, f1) називається пiдграфом графа
G = (G, f), — якщо G1 пiдграф G, i для довiльного ребра e графа G1 має мiсце нерiвнiсть
f1(e) 6 f(e).

Для позначення того, що G1 є пiдграфом G, використовуватимемо включення: G1 ⊂ G.
Зафiксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини графа Кокстера. З кожним

графом G = (G, f) та порядком вершин пов’язують матрицю сумiжностi A(G) = (aij)
n
i,j=1,

де n = |G| — кiлькiсть вершин графа, а елементи матрицi aij = 2cos
π

k
, якщо f({i, j}) = k,

aij = 2, якщо f({i, j}) = ∞, i aij = 0, якщо вершини i та j не сполученi ребром.
Таким чином, A(G) — симетрична дiйсна матриця з нулями на головнiй дiагоналi. Якщо

граф G скiнченний, тобто |V | < ∞, то A(G) є квадратною матрицею порядку |V |. Для
злiченних графiв G матриця A(G) нескiнченна вправо i вниз. Вигляд матрицi сумiжностi
залежить вiд порядку, в якому розглядаються вершини. Однак матрицi сумiжностi одного
i того ж графа при рiзних нумерацiях вершин пов’язанi мiж собою вiдношенням подiбностi.

Нагадаємо, що спектром квадратної матрицi порядку n називається множина її власних
значень. Оскiльки матриця сумiжностi A(G) скiнченного графа G симетрична (aij = aji), то
її спектр дiйсний. Позначимо точки спектра (власнi значення матрицi) через λi (i = 1, . . . , n)
та розташуємо їх у незростаючому порядку λG = λ1 > λ2 > · · · > λn. Найбiльше власне
значення λG називають iндексом графа G. Спектр матрицi сумiжностi будемо позначати
σ(G) та називати спектром графа G. Спектр графа не залежить вiд способу нумерацiї його
вершин та є iнварiантом графа. Для характеристичного многочлена матрицi сумiжностi
cкористаємося позначенням PG(λ) = |λI − A(G)|. Поняття iндексу поширимо на злiченнi
графи таким чином:

Означення 1. Iндексом злiченного графа називається додатне число або символ ∞, ви-
значенi рiвнiстю

indΓ = sup
G∈Fin(Γ)

indG.

Твердження 1. Iндекс злiченного графа дорiвнює супремуму iндексiв його компонент
зв’язностi.

Доведення. Нехай Γ = Γ1
⊔

Γ2
⊔ · · · — розклад графа Γ на компоненти зв’язностi.

Символом
⊔

позначається диз’юнктне об’єднання (об’єднання множин, що попарно не пе-
ретинаються). Розглянемо довiльний скiнченний пiдграф G графа Γ. Має мiсце розклад

G = G1
⊔

G2
⊔ · · · , Gi ⊂ Γi, i ∈ N.

Оскiльки G скiнченний, то лише скiнченна кiлькiсть Gi 6= ∅. Тому мають мiсце рiвностi

indΓ = sup
G

indG = sup
G

sup
i∈N

indGi = sup
i∈N

sup
G

indGi = sup
i∈N

sup
Gi

indGi = sup
i∈N

indΓi.

Далi розглядатимемо лише зв’язнi графи скiнченного степеня.
Теорема 1. Нехай Γ — злiченний граф, {Γn}∞n=1 — послiдовнiсть його скiнченних пiд-

графiв, що задовольняє умови:
а) Γn ⊂ Γn+1 для всiх натуральних n;
б)

⋃

n∈N

Γn = Γ.

Тодi indΓ = lim
n→∞

indΓn.
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Рис. 1

Наслiдок 1. Нехай Γ
1, Γ2 — злiченнi графи, {Γ1

n}∞n=1, {Γ2
n}∞n=1 — послiдовностi скiнчен-

них пiдграфiв Γ
1 i Γ2 вiдповiдно. Припустимо, що цi послiдовностi задовольняють умови:

а) графи Γ
1
n та Γ

2
n iзоморфнi при кожному n ∈ N;

б) для всiх n ∈ N мають мiсце включення Γ
1
n ⊂ Γ

1
n+1, Γ

2
n ⊂ Γ

2
n+1;

в)
⋃

n∈N

Γ
1
n = Γ

1,
⋃

n∈N

Γ
2
n = Γ

2.

Тодi indΓ1 = indΓ2.
П р и к л ад 1 . Граф A∞ визначається як нескiнченний вправо ланцюг (рис. 1).
При обчисленнi iндекса цього графа як пiдграф Γn можна обрати граф An, утворений перши-

ми n вершинами. Iндекс цього графа вiдомий (див. [5, 8]) i дорiвнює

indAn = 2 cos
π

n+ 1
, n ∈ N.

При n → ∞ цей вираз прямує до 2. Отже, indA∞ = 2.
П р и к л а д 2 . Граф D∞ є нескiнченним вправо ланцюгом з розгалуженням (див. рис. 1).
Його можна розглядати як границю n-вершинних графiв Динкiна Dn, n > 4. При обчисленнi

indD∞ як Γn можна обрати пiдграф Dn, утворений першими n вершинами, n > 4. Iндекс графа
Dn дорiвнює

indDn = 2 cos
π

2(n− 1)

(див. [5, 8]). При n → ∞ маємо indDn → 2. Отже, indD∞ = 2.
П р и к л а д 3 . Позначимо AZ нескiнченну в обидвi сторони цiлочисельну пряму — граф, зоб-

ражений на рис. 1.
Як Γn можна обрати граф Динкiна An. Така сама серiя обиралася для A∞. Отже, indAZ =

= indA∞ = 2.
П р и к л а д 4 . Граф B∞ визначається як нескiнченний вправо ланцюг (див. рис. 1).
При обчисленнi iндекса цього графа як пiдграф Γn можна обрати граф Bn, утворений першими

n > 2 вершинами. Iндекс цього графа вiдомий (див. [6]) i дорiвнює

indBn = 2 cos
π

2n
, n ∈ N.

При n → ∞ цей вираз прямує до 2. Отже, indB∞ = 2.
Твердження 2. Нехай Γ — злiченний граф. Тодi indΓ 6 degΓ.
2. Операцiї на злiченних графах Кокстера. Розглянемо деякi операцiї на злiченних

графах Кокстера.
Нехай G = (G, f) — злiченний граф Кокстера.
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Рис. 2

1. Операцiя видалення вершини. Зафiксуємо вершину x графа G. Введемо до розгля-
ду граф G1 = (V1, R1), множина вершин якого V1 = V \ x, а множина ребер одержуєть-
ся з R видаленням ребер, iнцидентних вершинi x. Введемо до розгляду функцiю f1, яка
є обмеженням функцiї f на множину ребер графа G1. Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1)
позначається G − x i називається графом Кокстера, одержаним з графа G видаленням
вершини x.

2. Операцiя видалення ребра. Зафiксуємо ребро e графа G = (V,R). Розглянемо граф
G1 = (V1, R1), множина вершин якого V1 = V , а множина ребер R1 = R \ e. Введемо
в розгляд функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на множину ребер графа G1. Тодi граф
G1 = (G1, f1) позначається G − e i називається графом Кокстера, одержаним з графа G

видаленням ребра e.
3. Операцiя зменшення мiтки на ребрi. Зафiксуємо ребро e графа G = (V,R). Вве-

демо в розгляд функцiю f1, яка тотожно рiвна функцiї f на множинi ребер R \ e, а на
ребрi e f1(e) < f(e). Тодi граф G1 = (G, f1) називається графом Кокстера, одержаним
з графа G зменшенням мiтки на ребрi e. Можна сформулювати означення пiдграфа в тер-
мiнах операцiй над графами. Пiдграфом графа G будемо називати граф, який можна одер-
жати з G застосуванням операцiй видалення вершин та ребер, чи зменшенням мiтки на
ребрi.

Нагадаємо властивостi операцiй над скiнченними зв’язними графами Кокстера.
Твердження 3. Нехай Γ — скiнченний зв’язний граф. Тодi при видаленнi вершини або

ребра чи зменшеннi мiтки на ребрi Γ iндекс зменшується (див. [5, 8]).
Твердження 4. Нехай Γ — злiченний зв’язний граф. При видаленнi вершини або ребра

чи пiдрозбиттi внутрiшнього ребра Γ його iндекс не збiльшується.
Наслiдок 2. Нехай Γ1, Γ2 — злiченнi графи та Γ1 ⊆ Γ2. Тодi indΓ1 6 indΓ2.
3. Iндекси злiченних графiв, що складаються зi скiнченного графа та не-

скiнченного ланцюга. Такi графи складаються зi скiнченного графа G, нескiнченного
ланцюга та ребра {x, y}, що їх з’єднує. Граф такого виду можна задати злiченною кiль-
кiстю пар (G, x).

Теорема 2. Нехай злiченний граф (G, x) складається зi скiнченного графа та нескiн-
ченного ланцюга (рис. 2). Тодi:

1. Якщо (G, x) ∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(G, x) = 2.
2. Якщо (G, x) /∈ A∞, D∞, B∞, то ind(G, x) > 2 та є максимальним коренем рiвняння

PG−x(λ)

PG(λ)
=

λ+
√
λ2 − 4

2
.

4. Злiченнi графи Кокстера, iндекси яких належать промiжку
[

2;

√√
5 + 2

]

.

Наведемо аналог вiдомої теореми Дж. Смiта для злiченних графiв.
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Рис. 3

Рис. 4

Теорема 3. Нехай Γ — злiченний зв’язний граф. Тодi:
1) indΓ > 2;
2) якщо indΓ = 2, то Γ є одним iз таких графiв: A∞, D∞, AZ, B∞;

3) якщо indΓ ∈
(

2;

√√
5 + 2

)

, то Γ є одним iз графiв серiї: T1,k,∞, k > 2, T
4
1,k,∞,

k > 2 (рис. 3);

4) якщо indΓ =

√√
5 + 2, то Γ є одним iз графiв: T1,∞,∞, T2,2,∞, H∞, F∞ (рис. 4).

Доведення. 1. Випливає з наслiдка 2, оскiльки нескiнченний ланцюг A∞ є пiдграфом
довiльного злiченного зв’язного графа та має iндекс 2.

2. Згiдно iз теоремою Смiта, скiнченнi графи, вiдмiннi вiд графiв Динкiна–Кокстера,
мають iндекс, не менший за 2. Якщо злiченний граф мiстить вершину степеня 4 або ребро
з мiткою, строго бiльшою за 4, то вiн мiститиме i скiнченний пiдграф, iндекс якого строго
бiльший за 2. Аналогiчно, iндекс злiченного графа буде строго бiльший за 2, якщо вiн
мiстить два ребра з мiтками на них принаймнi 4. Отже, якщо indΓ = 2, то скiнченними
пiдграфами Γ можуть бути лише графи Динкiна–Кокстера An, Dn та Bn та degΓ = 2
або degΓ = 3. Легко переконатися, що цю умову задовольняють лише графи A∞, B∞, AZ

у випадку, коли degΓ = 2, та D∞ у випадку, коли degΓ = 3.
3–4. Доведення цих пунктiв теореми досить громiздке, здiйснюється методом забороне-

них пiдграфiв та перебором, з використанням теореми 1.
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Аналог теоремы Смита для счетных графов Кокстера

Исследованы индексы счетных графов Кокстера. Доказаны утверждения о монотонности

индекса и аналог теоремы Смита.

A. S. Korotkov, L. M. Tymoshkevych

Smith-type theorem for countable Coxeter graphs

Index of infinite Coxeter graphs are investigated. It proves monotony of index and Smith-like

theorem.
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