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Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë, äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå,

ïðåñëåäîâàíèå, ìíîãîçíà÷íîå îòáðàæåíèå, ÷àñòè÷íûå ñóììû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ â ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ Ë.Ñ. Ïîíò-

ðÿãèí ïðåäëîæèë äâà ïðÿìûõ ìåòîäà [1, 2]. Îíè áûëè îáîáùåíû â ðÿäå ðà-

áîò [3–8, 10–20]. Â ÷àñòíîñòè, â [3] îïèñàí ïîäõîä, êîòîðûé ñî÷åòàåò â ñåáå

ýëåìåíòû äâóõ ìåòîäîâ Ïîíòðÿãèíà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü èíòåãðàëà [3] ñ àëüòåðíèðîâàí-

íûì èíòåãðàëîì äëÿ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè

âêëþ÷åíèÿìè âèäà �( ) ( , )z t F t�� � , ãäå F — íåïðåðûâíîå êîìïàêòíîçíà÷íîå îòî-

áðàæåíèå [4]. Òèïè÷íûé èñòî÷íèê òàêèõ ñèñòåì — êâàçèëèíåéíàÿ äèôôåðåíöè-

àëüíàÿ èãðà � ( , ), ,x Cx f u u P Q� � � �� � , êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíîñèëüíà äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ �( ) exp ( ) ( , )z t tC f P�� � � [5].

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: I � [ , ]� � — ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê

âðåìåíè; � — ïîäîòðåçîê I ; | |� — äëèíà îòðåçêà � ; cl ( )�
d (ñîîòâåòñòâåííî,

Ccl ( )�
d ) — ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ (âûïóêëûõ çàìêíóòûõ) ïîäìíî-

æåñòâ �
d ; cm ( )�

d (ñîîòâåòñòâåííî, Ccm( )�
d ) — ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîì-

ïàêòíûõ (âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ) ïîäìíîæåñòâ �
d ; H z zd� � �{ � | | | }1 — åäè-

íè÷íûé çàìêíóòûé øàð â �
d ; h A B r A B rH B A rH( , ) min | , }� � � 	 � 	{ 0 —

ìåòðèêà Õàóñäîðôà; � � � � �� 
 
{ }0 1 2, , � n — ðàçáèåíèå îòðåçêà I (� �� �0

� � � � �� � � �1 2 � n , n ìîæåò çàâèñèòü îò �); � — ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèå-

íèé îòðåçêà I ; � i i i= ,[ ]� ��1 ; �i i= | |� , | | max | |� �� i — äèàìåòð ðàçáèåíèÿ �;

i

 — èíòåãðàë ïî îòðåçêó � i . Åñëè X — ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,

òî X [ ]� îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé a X( ) :� �� . Â ñëó-

÷àå � � [ , ]� � ïèøåì X [ , ]� � .

Â ðàáîòå [6] ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà, îñíîâàííàÿ

íà ôîðìóëå

0

�

 �a t M dt M( ) , ãäå M d�Ccl( )� , � �( ) :[ , ]� � 	0 � — íåîòðèöà-

òåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

0

1

�

 �a t dt( ) .

Â ðàáîòàõ [7, 8] ïðåäëîæåíû äàëüíåéøèå óñèëåíèÿ ïåðâîãî ìåòîäà, îñíîâàí-

íûå íà ðàññìîòðåíèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé A t( ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ

0

�

 �A t dt M( ) .

Âòîðîé ìåòîä Ïîíòðÿãèíà îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèè àëòåðíèðîâàííîãî èí-

òåãðàëà [1, 2]. Ïðèâåäåì åãî îïðåäåëåíèå ïðèìåíèòåëüíî ê óïðàâëÿåìûì

äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèÿì [4, 5].
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Ïóñòü çàäàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

� ( , )z F t�� � , (1)

ãäå z Q t I Qd q� � � �� �, , , ( )� cm è F I Q d: ( )� �Ccm � — íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1) çàäàåòñÿ òàêæå ïîäìíîæåñòâî M , M d� � ,

íàçûâàåìîå òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Êàæäîìó ðàçáèåíèþ � èç� ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî S ( )� , íàçûâà-

åìîå àëüòåðíèðîâàííîé ñóììîé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè S i , ââîäèìîé ðåêóððåíòíî [4]:

S M S S F t t dt S Si

Q

i

ii

0 1� �
�

�
� 	

�

�
� �

� �

�
, ( , ( )) , ( )

( ) ( )

�
�

� �

�

n i n, , , ...,�1 2 (2)

(îòíîñèòåëüíî ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ñì. [9]).

Ìíîæåñòâî W M S�
�

�

�( ) ( )�
��
� íàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàííûì èíòåãðàëîì

Ïîíòðÿãèíà [10–20].

Â äàëüíåéøåì ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè â îáîçíà÷åíèÿõ óêàçûâàåòñÿ çàâèñè-

ìîñòü àëüòåðíèîâàííûõ ñóìì è èíòåãðàëîâ íå òîëüêî îò � èëè � �, , íî è îò äðó-

ãèõ èñõîäíûõ äàííûõ, íàïðèìåð S M S P Q W M F1 ( ), ( , , ), ( , )� �
� . Êðîìå òîãî,

â ñëó÷àå I � [ , ]0 � ïèøåì W M� ( ) èëè ïðîñòî W � .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñëó÷àé íåêîìïàêòíîãî M ñâåñòè ê ñëó-

÷àþ êîìïàêòíîãî òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà, ðàññìîòðåíèå êîòîðîãî íàìíîãî

ïðîùå.

Ëåììà 1 [10]. Ïóñòü A B Hd� �cl ( ),� � . Òîãäà èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

( ) ( )A B H A H B	 � � � 	 	� � � , (3)

( * ) ( ( ) ) *A B H A H B� � � 	� � � (4)

(* — îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè [1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x A B H� 	 �( ) � . Òîãäà x a b� 	 , ãäå a A b B� �,

è x H�� , òàê ÷òî a x b H� � � 	( )� � . Ñëåäîâàòåëüíî, x A H B� � 	 	( )� � .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è âêëþ÷åíèå (4).

Ñåìåéñòâî âñåõ èçìåðèìûõ çàìêíóòîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé A d( ) : ( )� �� cl � ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

�
 �A t dt D( ) , îáîçíà÷èì � �( , )D (èçìåðèìîñòü ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå [21]). Ñëåäóþùàÿ ñõåìà ñî÷åòàåò

â ñåáå ýëåìåíòû äâóõ ìåòîäîâ Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ [3].

Ïóñòü I � �[ , ],0 � � � è

B M B A t F t dti

A i Q

0 � � 	
� �
, [ ( ) ( , )]

( )

� �
�

� ,

ãäå îáúåäèíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì A( )� �

� �� �( , )i
iB 1 , è B M B B M B Mn( , ) , ( ) ( , )� ��

�

� �� .

Ëåììà 2. Åñëè M r�cl ( )� , òî B M W M� �( ) ( )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X — ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî �
d ,

[ , ]� 	 � I è A X( ) ([ , ], )� �� � 	 . Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì
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B A t F t dt

Q

�
	

�

	

�

�� 	
�
� [ ( ) ( , )]

è ïîêàæåì, ÷òî

�
A X

B W X

( ) ([ , ], )

( )

� �

�
� � 	

�
	

�
	 , (5)

ãäå W X�
	 ( ) — àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë Ïîíòðÿãèíà.

Çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå � � 	� � � � � � �{ }t t t tm0 1 2 � — îòðåçêà [ , ]� 	 .

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

B A t F t dt A t dt
t

t

j Q j j
j

j

j

�
� 	 � �

�
�

	  
� �

1
� �

�� �[ ( ) ( , )] ( )

( )

F t t dtj( , ( ))� �

�
�

,

ãäå � j jQ( ) ( )� � � . Èç ñîîòíîøåíèÿ
�

�
��

�

�
��	 � 	

�

�

�

�� �X Y X Y( ) èìååì

B B B
t t

t

t
� �

2 1

1

2� 	 �

� 	
�

�

�
�

�

�

�
�
	

� �
 

� � �

�

1

1

2 11

1

( ) ( )

( ) ( , ( ))� �
t

t

t

A t dt F t t dt
2

2

2 	
�

�

�
�

�

�

�
�
�A t dt F t t dt( ) ( , ( ))�

� 	
�

�

�
�

�

�

�
�
	

� �
  

� � �

�

2 1

2

1

1

2( ) ( )

( ) ( , ( ))� �
t

A t dt F t t dt F ( , ( )) ( )t t dt S A t dt

t

�

�

2
2

2�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
� .

Â õîäå äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

B S A t dt
t m

t

m

m

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
� ( ) .

Èç ñîîòíîøåíèé tm � 	 è

�

	

 �A t dt X( ) ñëåäóåò B S X�
	 �� ( , ) . Â ñèëó ïðî-

èçâîëüíîñòè � è A X( ) ([ , ], )� �� � � èìååì

�
A X

B W X

( ) ([ , ], )

( )

� �

�
� � 	

�
	

�
	 .

Ïóñòü òåïåðü � � � � � �� � � � � � ��{ }0 1 2 1� n n — ïðîèçâîëüíîå ðàçáèå-

íèå îòðåçêà [ , ]0 � . Ïîêàæåì, ÷òî B M W M( , ) ( )� �� .

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (5) è ïîëóãðóïïîâî-

ãî ñâîéñòâà àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà [11–13] îáðàçóåòñÿ öåïî÷êà

ñîîòíîøåíèé

B W M B W B W W M W M1
0

2 1
0 0

1

1

2

1

2 1 2� � � ��

�

�

�

� � �
( ), ( ) ( ( )) ( ), ...

� , ( ) ( )B W M W Mn n� �
0

� � .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âëå÷åò B M W M� �( ) ( )� .

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïóñòü � � � � � � � �( ) max ( ( , ), ( , )) | | , | ||� � � � �{ }h F t F t t t1 1 1 1 1 2 1 2 — ìî-

äóëü íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F t( , )� . Åñëè 
 �� � �� I Q, , òî íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà

h F t dt F
�

�
�

�

�
��

�

( , ) , ( , ) ( )� � 
 � �� � , (6)

ãäå � — äëèíà îòðåçêà �.

Ëåììà 3. Åñëè A — ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî �
d , òî

�
�

� � � �

( ) ( )

* ( ) ( , )

� �

�

�
� 	

�

�
� �

Q

i i

ii

A H F t dt

�

2

� 	
�

�
�

�

�
�

�i Q i

A F t dt

�
�

��
1

( , ) . (7)

Â ñèëó (6)

� �

� � � �

( ) ( )

* ( ) ( , ) *

� � �

�

�
� 	 �

�
� �

�

�
�

Q

i i

i Qi

A H F t dt A

�
� �2 2� � � �i i

i

H F t dt( ) ( , )	 �

�
� �

� 	
��

� � � � 
 �

Q

i i iA H F� [ * ( ) ( , )]. (8)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè èìååì

� �
�

� � 
 �
�

�

� �

	
�

�
�

�

�
� � 	

�

�
�

�

�
�

Q i
i

Q i

A H F A F t� �
1 1

* ( ) ( , ) ( , ) .

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ ïî îòðåçêó � i , ïîëó÷àåì

� �

� � � � 
 � � �

� �

	 � 	
Q

i i i i

i Q

iA H F A F t d� �[ * ( ) ( , ) ] [( / ) ( , )2 1 t]. (9)

Èç ñîîòíîøåíèé (8), (9) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ (7).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü ��� . Ïîëîæèì

C M C C F t dt C M Ci

i Q i

i n0 11
� � 	

�

�
�

�

�
� �

�

�, ( , ) , ( , )

�
�

� �� .

Òåîðåìà 1. Åñëè M d�Ccl ( )� , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

�

�

�

�� �

� �

�
0 0

� �W M H C M H( * ) ( * ) . (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � — ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà I , óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèþ � � � �(| | ) / ( )� 2 . Ïîëîæèì S C M H0 0� � * � . Â ñîîòíîøå-

íèè (7) â êà÷åñòâå A ïðèìåì S 0 . Òîãäà

�

� � � �

( ) ( )

* ( ) ( , )

� �

�

�
�

	
�

�
� �

Q

i i

i

S H F t dt

�
�

0

1

2

� 	
�

�
�

�

�
� �

�1

0 11

�
�

� �
Q i

C F t dt C M H� ( , ) ( * ).
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Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ A B C A B C* * * ( )� 	 ïîëó÷èì

S M H C M H1
1 1

12( * ( ( ) )) ( * )� � � � �	 � .

Ïîâòîðèâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ n�1 ðàç, áóäåì èìåòü

S M H C M Hn
i i

i

n
n* ( ( ) ( * )� � � � �	

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
 2

1

.

Ïîñêîëüêó � � � �( ) (| | )i � , òî

S M H C M H( * ( (| | ) , ) ( * , )� �� � � � �	 �2 .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ � � � �(| | ) / ( )� 2 ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå S M H( * , )2� � �

� C M H( * , )� � . Îòñþäà

�

� � � �� S M H C M H( * , ) ( * , )2 � . Ñëåäîâàòåëüíî,

�

�

�

�� �

� �

�
0 0

2� �W M H C M H( * ) ( * ) . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëåììû 3 èìååì

�

�

�

�� �

� �

�
0 0

� �C M H W M H( * ) ( * ) .

Çàìåòèì, ÷òî

�

�

�

�� �

� �

�
0 0

2� �W M H W M H( * ) ( * ) . Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåí-

ñòâî (10).

Ñëåäñòâèå. Åñëè M d�Ccl ( )� , òî

�

�

�

�� �

� �

�
0 0

� �W M H B M H( * ) ( * ) . (11)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó

�z Cz u� � 	 �, (12)

ãäå z d�� , C — ( )d d� -ìàòðèöà, P d�Ccm ( )� , Q d�Ccm ( )� , òåðìèíàëü-

íîå ìíîæåñòâî M d�Ccl ( )� . Äëÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ìíî-

æåñòâà Bi îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]:

B M B A t P t Q t dti

i

i0 1� � 	 �, [ ( ) ( )]* ( )� ,

ãäå îáúåäèíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì A ti� �1 ( )

� �� �( , )i iB 1 è P t tC P Q t tC Q( ) exp( ) , ( ) exp( )� � , à ìíîæåñòâà Ci èìåþò âèä

C M C C P t Q t dti

i i
i0 1

1
� � 	

�

�
�

�

�
� �, ( ) * ( )

�
.

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà (2) ðàâíîñèëüíà êëàññè÷åñêîé ñõåìå àëüòåðíèðîâàííîãî

èíòåãðàëà [1, 2]

S M S S U Vi i i i0 1� � 	�, [ ]* ,

ãäå U tC P dt V tC Q dti

i

i

i

� � exp( ) , exp( ) .

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r è ôóíêöèÿ f I d( ) :� � � , èìåþ-

ùàÿ îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà îòðåçêå I , òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ

��� ÷àñòè÷íûå àëüòåðíèðîâàííûå ñóììû S i óäîëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

f rH S i ni
i

i( ) , , ,� � �	 � � � 0 . (13)
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü M d�Ccl ( )� è âûïîëíåíî óñëîâèå (13). Òîãäà ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî cl C M W M� �( ) ( )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

W M H C M W M� � ��( * ) ( ) ( )� � . (14)

Ïóñòü M d�Ccm ( )� è âûïîëíåíî óñëîâèå (13). Òîãäà èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò

[2, 14] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë l1 è l2 òàêèõ, ÷òî

h W M W M H[ ( ), ( * )]� � � �

� 	 �h W M S M H h S M H W M H[ ( ), ( * , )] [ ( * , ), ( * )]� �� � � � �

� 	 	l H l H1 2[| | ] | |� � � .

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü | |� �� , ïîýòîìó

h W M W M H L L l l[ ( ), ( * )] ,� � � �� � 	2 1 2 .

Ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèå (14), ïîëó÷èì h W M C M L[ ( ), ( )]� � �� .

Â ñèëó çàìêíóòîñòè W M� ( ) èìååì cl C M W M� �( ) ( )� . Ïóñòü òåïåðü

M d�cl ( )� è x W M� ( , )� . Òîãäà x W M x H� �� ( ) | | . Èç ëåììû 1 ñëåäóåò ñóùåñò-

âîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà � òàêîãî, ÷òî x W M H� �� �( ) . Îòñþäà â ñèëó äî-

êàçàííîãî x C M H C M� � �cl cl� ��( ) ( ). Ïîýòîìó W M C M� �( ) ( )� cl , à òàêæå

cl C M W M� �( ) ( )� .

Ñëåäîâàòåëüíî, clC M W M� �( ) ( )� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî

cl B M W M� �( ) ( )� .

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäó-

þùèì îáðàçîì (ñðàâíè [3, 6–8]). Åñëè M — âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

�
d è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (13), òî â èãðå (12) èç òî÷åê z0 , z W M0 �Int � ( ) , âîç-

ìîæíî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè � ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ñòðî-

áîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèè [7]. Ïðè ýòîì ïðåñëåäîâàòåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâîåãî

óïðàâëåíèÿ ïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèåé î òåêóùèõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëåíèÿ óáåãàþ-

ùåãî è òåêóùèõ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèÿõ ñèñòåìû (12) â äèñêðåòíûå ìîìåíòû

âðåìåíè.
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