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Групи, що мають велику систему пронормальних

i транзитивно нормальних пiдгруп

(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Пiдгрупа H групи G називається транзитивно нормальною в G, якщо H є нормальною

в кожнiй пiдгрупi K > H, у якiй H є субнормальною. Дослiджено радикальнi групи,

в яких нескiнченно породженi пiдгрупи транзитивно нормальнi.

Пiдгрупа H групи G є пронормальною в G, якщо для кожного елемента g ∈ G iснує такий
елемент u ∈ 〈H,Hg〉, що Hg = Hu. Пронормальнi пiдгрупи виникли в процесi вивчен-
ня таких важливих типiв пiдгруп у скiнченних (розв’язних) групах, як силовськi та хол-
лiвськi пiдгрупи, системнi нормалiзатори та пiдгрупи Картера. Сам термiн “пронормальна
пiдгрупа” належить Ф. Холлу. Пронормальнi пiдгрупи мають таку важливу властивiсть.
Нехай G — довiльна група та K — її пронормальна пiдгрупа. Якщо L — така пiдгрупа G,
що K 6 L i K є субнормальною в L, то K буде нормальною пiдгрупою в L. Цю важливу
властивiсть мають не однi пронормальнi пiдгрупи, її мають також деякi їх узагальнення.

Не так давно у роботi [1] було введено поняття транзитивно нормальної пiдгрупи. Пiд-
група H групи G називається транзитивно нормальною в G, якщо H є нормальною в ко-
жнiй пiдгрупi K > H, у якiй H є субнормальною. Як ми вже бачили, кожна пронормальна
пiдгрупа буде транзитивно нормальною, але не навпаки. Дiйсно, кожна самонормалiзовна
пiдгрупа H (тобто пiдгрупа, що збiгається зi своїм нормалiзатором), очевидно, буде тран-
зитивно нормальною. З iншого боку, пiдгрупа, яка є пронормальною та самонормалiзовною
одночасно, є абнормальною (див., наприклад, [2, § 6, тeoрeма 7]). Нагадаємо, що пiдгру-
па A групи G називається абнормальною в G, якщо x ∈ 〈A,Ax〉 для кожного елемента
x ∈ G. У цьому зв’язку слiд вiдзначити, що кожна пiдгрупа, яка мiстить у собi абнормаль-
ну пiдгрупу, є самонормалiзовною (див., наприклад, [2, § 6, тeoрeма 1]), однак не кожна
самонормалiзовна пiдгрупа має таку властивiсть.

Властивiсть транзитивної нормальностi пов’язана з iншою важливою властивiстю. Гру-
па G називається T -групою, якщо кожна її субнормальна пiдгрупа є нормальною. Iнакше
кажучи, G є T -групою, якщо в G властивiсть “бути нормальною пiдгрупою” є транзитив-
ною. Тривiальний приклад T -груп дають дедекiндовi групи, тобто групи, кожна пiдгрупа
яких є нормальною. Р. Бер [3] довiв, що довiльна дедекiндова група G або абелева, або
G = Q ×D × B, де Q — група кватернiонiв, D — елементарна абелева 2-пiдгрупа та B —
перiодична абелева група з властивiстю 2 /∈ Π(B). Структура скiнченних розв’язних T -груп
була вивчена В. Гашюцем [4]. Вiдзначимо, що не кожна пiдгрупа T -групи сама буде T -гру-
пою, так що приходимо до такого типу груп. Група G називається T̄ -групою, якщо кожна
її пiдгрупа є T -групою. Зокрема, ми бачимо, що G є T -групою тодi i тiльки тодi, коли
кожна пiдгрупа G є транзитивно нормальною в G. В. Гашюц довiв, що кожна скiнченна
розв’язна T -група буде T̄ -групою, але для нескiнченних груп це вже не так. Нескiнченнi
розв’язнi T -групи та T̄ -групи вивчались Д. Робiнсоном [5]. Зазначимо, що T̄ -групи мають
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багато пронормальних пiдгруп. Так, кожна скiнченно породжена пiдгрупа T̄ -групи є про-
нормальною. T.A. Пенг довiв [6], що скiнченна група G буде T̄ -групою тодi i тiльки тодi,
коли кожна її циклiчна пiдгрупа буде пронормальною. Цей результат був розширений на
нескiнченнi групи М.Ф. Кузенним та I.Я. Субботiним [7]. Зокрема, з їх результатiв мож-
на отримати таку характеризацiю локально розв’язних T̄ -груп: локально розв’язна група
G тодi i тiльки тодi є T̄ -групою, коли кожна її скiнченно породжена пiдгрупа є пронор-
мальною. У цьому зв’язку природно розглянути протилежну ситуацiю, тобто групи, у яких
кожна пiдгрупа, що не має скiнченної породжуючої множини (нескiнченно породжена пiд-
група), буде пронормальною.

У цiй роботi розглядається бiльш загальна ситуацiя, точнiше, групи, у яких кожна не-
скiнченно породжена пiдгрупа є транзитивно нормальною. Звичайно, таке вивчення мо-
жливе лише при наявностi деяких природних обмежень. На це вказують приклади груп,
отриманi О.Ю. Ольшанським (див. [8]). Ми використовуємо тут таке природне обмеження.
Нагадаємо, що група G називається радикальною, якщо вона має зростаючий ряд нормаль-
них пiдгруп, фактори якого локально нiльпотентнi. Стандартнi властивостi радикальних
груп можна знайти у статтi [9].

Зазначимо, що кожна перiодична радикальна група буде локально розв’язною. Перший
результат дає опис перiодичних локально розв’язних груп, у яких кожна нескiнченно поро-
джена пiдгрупа є транзитивно нормальною.

Teoрeма 1. Нехай G — локально розв’язна перiодична група, у якiй кожна нескiнченно
породжена пiдгрупа є транзитивно нормальною. Якщо G — не чернiковська група, то вона
буде T̄ -групою. Якщо G — чернiковська група, то або G буде дедекiндовою, або подiльна
частина Y групи G буде квазiциклiчною пiдгрупою, а G/Y буде скiнченною T̄ -групою.

Другий результат належить до будови локально нiльпотентних груп, в яких кожна не-
скiнченно породжена пiдгрупа є транзитивно нормальною.

Teoрeма 2. Нехай G — локально нiльпотентна група, у якiй кожна нескiнченно поро-
джена пiдгрупа є транзитивно нормальною. Тодi кожна нескiнченно породжена пiдгрупа
G є нормальною.

Групи, у яких кожна нескiнченно породжена пiдгрупа є нормальною, вивчали Л.А. Кур-
даченко, В.В. Пилаєв [10], Дж. Кутоло [11], Дж. Кутоло та Л.А. Курдаченко [12]. Зокрема,
в цих роботах отримано досить детальний опис локально розв’язних груп, що мають вка-
зану властивiсть.

Опис неперiодичних радикальних груп, у яких кожна нескiнченно породжена пiдгру-
па є транзитивно нормальною, розпадається на двi частини залежно вiд властивостей їх
локально нiльпотентного радикала. Перший випадок, який тут природно видiляється, це
випадок, коли локально нiльпотентний радикал не є мiнiмаксною пiдгрупою.

Нагадаємо, що група G називається мiнiмаксною, якщо вона має скiнченний субнор-
мальний ряд

〈1〉 = H0 ⊳ H1 ⊳ · · · ⊳ Hk = G,

фактори якого задовольняють умову мiнiмальностi або максимальностi для всiх пiдгруп.
Якщо G — радикальна мiнiмаксна група, то G має скiнченний субнормальний ряд, фактори
якого або майже полiциклiчнi, або чернiковськi групи.

Teoрeма 3. Нехай G — радикальна група, в якiй кожна нескiнченно породжена пiдгру-
па є транзитивно нормальною. Якщо G не є перiодичною, а її локально нiльпотентний
радикал не є мiнiмаксною пiдгрупою, то G є абелевою.
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Якщо G — група, то через Tor(G) позначатимемо її максимальну нормальну перiодичну
пiдгрупу. Нагадаємо, що у випадку, коли група G є локально нiльпотентною, то Tor(G)
мiстить усi її елементи скiнченного порядку, так що фактор-група G/Tor(G) є вiльною вiд
скруту. У цьому випадку Tor(G) називається перiодичною частиною групи G.

Випадок, коли локально нiльпотентний радикал є мiнiмаксною пiдгрупою, також роз-
падається на двi частини залежно вiд того, чи є його перiодична частина нескiнченною або
скiнченною.

Teoрeма 4. Нехай G — неперiодична радикальна група, в якiй кожна нескiнченно пород-
жена пiдгрупа є транзитивно нормальною. Припустимо, що її локально нiльпотентний
радикал L є мiнiмаксною пiдгрупою, у якої перiодична частина Tor(L) нескiнченна. Тодi
або G — мiнiмаксна гiперцентральна група, у якiй кожна нескiнченно породжена пiдгрупа
є нормальною, або G задовольняє такi умови:

(i) L мiстить у собi таку квазiциклiчну q-пiдгрупу Q, що G/Q — абелева та скiнченно
породжена;

(ii) G/L — скiнченна циклiчна група i її порядок дiлить q − 1;
(iii) кожна нескiнченно породжена пiдгрупа L буде G-iнварiантною;
(iv) якщо G 6= L, то G = QA для деякої пiдгрупи A, причому перетин Q

⋂
A є скiн-

ченним.
Нeхай G — група та A — її нормальна абелева пiдгрупа, вiльна вiд скруту. Будемо

говорити, що A є рацiонально незвiдною в G, якщо A/B є перiодичною для будь-якої своєї
неодиничної G-iнварiантної пiдгрупи B. Будемо говорити, що A є майже незвiдною в G,
якщо A/B є скiнченною для будь-якої своєї неодиничної G-iнварiантної пiдгрупи B.

Тeoрeма 5. Нехай G — неперiодична радикальна група, у якiй кожна нескiнченно по-
роджена пiдгрупа є транзитивно нормальною. Припустимо, що її локально нiльпотен-
тний радикал L є нескiнченно породженою мiнiмаксною пiдгрупою, у якої перiодична час-
тина Tor(L) = T скiнченна. Тодi G є групою одного з таких типiв:

(i) G — група, у якiй кожна нескiнченно породжена пiдгрупа є нормальною.
(ii) G мiстить у собi таку нормальну абелеву пiдгрупу D без скруту, що D є майже

незвiдною в G, а G/D — скiнченно породженою та майже нiльпотентною.
(iii) L мiстить у собi G-iнварiантну пiдгрупу A, що задовольняє такi умови:
A — нескiнченно породжена, вiльна вiд скруту та рацiонально незвiдна в G;
кожна власна сервантна пiдгрупа A є скiнченно породженою;
кожна пiдгрупа A є G-iнварiантною, зокрема |G : CG(A)| 6 2;
G/A — скiнченна T̄ -група.
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Группы, имеющие большую систему пронормальных и транзитивно
нормальных подгрупп

Подгруппа H группы G называется транзитивно нормальной в G, если Hявляется нормаль-

ной в каждой подгруппе K > H, в которой H является субнормальной. Исследованы ради-

кальные группы, в которых бесконечно порожденные подгруппы транзитивно нормальны.

М.М. Semko (jr.)

Groups that have a big family of pronormal and transitively normal
subgroups

The subgroup H of a group G is said to be transitively normal in G, if H is normal in every

subgroup K > H such that H is subnormal in K. The radical groups, whose not finitely generated

subgroups are transitively normal, are studied.
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