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За допомогою перетворення Коула–Хопфа встановлено зв’язок мiж групоїдами еквi-

валентностi класiв лiнеаризованих узагальнених рiвнянь Бюргерса та класiв вiдповiд-

них лiнiйних рiвнянь. Розглянуто групоїди еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь

Бюргерса з коефiцiєнтом дифузiї та його нормалiзованих пiдкласiв.

Об’єктом дослiдження роботи є узагальнення вiдомого рiвняння Бюргерса

ut + uux + uxx = 0, (1)

отриманi введенням одного або декiлькох довiльних елементiв — функцiй вiд незалежних
змiнних. Знайдено групоїди еквiвалентностi кiлькох класiв узагальнених рiвнянь Бюргер-
са, зокрема найширшого класу рiвнянь, якi лiнеаризуються до лiнiйних диференцiальних
рiвнянь. Бiльшiсть елементiв побудованої iєрархiї класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса
є нормалiзованими, що узгоджується з результатами [1].

Клас диференцiальних рiвнянь називають нормалiзованим, якщо його групоїд еквiва-
лентностi породжено його групою еквiвалентностi [1]. Групоїдом еквiвалентностi класу
диференцiальних рiвнянь називають множину допустимих перетворень у цьому класi з опе-
рацiєю композицiї перетворень [2, с. 7]. Допустиме перетворення — це сукупнiсть початко-
вого рiвняння, результуючого рiвняння i вiдображення мiж ними.

Поняття нормалiзованостi класу диференцiальних рiвнянь природне i зручне для за-
стосувань. Iєрархiї нормалiзованих пiдкласiв виникають у процесi розв’язання задач гру-
пової класифiкацiї. Кожне окреме диференцiальне рiвняння утворює нормалiзований клас;
будь-який клас усiх можливих рiвнянь фiксованого порядку з наперед визначеною кiлькiс-
тю незалежних змiнних також є нормалiзованим.

Основнi властивостi нормалiзованого класу такi: 1) розв’язання задачi повної групової
класифiкацiї для цього класу зводиться до його попередньої групової класифiкацiї; 2) мiж
випадками класифiкацiйного списку немає нiяких додаткових перетворень еквiвалентностi.
Iснують послаблення поняття нормалiзованостi. Наприклад, слабко нормалiзованi класи
мають першу з названих властивостей, але можуть втрачати другу; напiвнормалiзованi —
навпаки (строгi визначення див. у [1, 2]). Усi класи в цiй роботi нормалiзованi у звичайному
сенсi, якщо не вказано iнше.

Щоб довести нормалiзованiсть класу диференцiальних рiвнянь, потрiбно порiвняти його
групу еквiвалентностi з його групоїдом еквiвалентностi. На практицi клас є нормалiзова-
ним, якщо в процесi розв’язання визначальних рiвнянь для допустимих перетворень не
виникає нiяких класифiкуючих умов. Класифiкуючою умовою називаємо визначальне рiв-
няння, яке мiстить одночасно довiльнi елементи класу й параметри допустимих перетворень
i призводить до розгалуження процесу розв’язання визначальних рiвнянь.
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Нормалiзований надклас. Вiдомо, що t-компонента кожного точкового (i навiть кон-
тактного) перетворення мiж будь-якими двома фiксованими (1+1)-вимiрними еволюцiйни-
ми рiвняннями залежить тiльки вiд t [3, 4]. Бiльш того, як доведено в [5, лема 2], будь-яке
точкове перетворення мiж двома рiвняннями з класу

ut = F (t, x, u)uxx +G(t, x, u, ux), (2)

де F i G — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, F 6= 0, задовольняє умови

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u), TtXxUu 6= 0. (3)

Клас (2) є нормалiзованим [5], причому будь-яке контактне перетворення мiж рiвняннями
з нього породжується деяким точковим перетворенням [6], але вiн занадто широкий для
узагальнених рiвнянь Бюргерса. Доцiльно розглянути дещо вужчий клас рiвнянь

ut + F (t, x, u)uxx +H1(t, x, u)ux +H0(t, x, u) = 0, (4)

де коефiцiєнти F , H1 i H0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, причому F 6= 0.
Клас (4) є пiдкласом класу (2) i надкласом для усiх класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса,
що розглядаються у цiй роботi. Таким чином, будь-яке перетворення мiж двома фiксова-
ними рiвняннями як з класу (4), так i з кожного його пiдкласу задовольняє обмеження (3).

Щоб знайти загальний вигляд допустимих перетворень для класу (4), запишемо рiвнян-
ня з цього класу в тильдованих змiнних: ũt̃ + F̃ ũx̃x̃ + H̃1ũx̃ + H̃0 = 0. У цьому рiвняннi
замiнимо ũt̃, ũx̃ та ũx̃x̃ їхнiми виразами в термiнах нетильдованих змiнних. Використав-
ши пiдстановку ut = −Fuxx −H1ux −H0, перейдемо на многовид, визначений початковим
рiвнянням. Результат розщепимо за uxx та ux i, розв’язавши визначальнi рiвняння, маємо

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u) = U1(t, x)u + U0(t, x),

F̃ =
X2

x

Tt
F, H̃1 =

1

Tt

(
XxH

1 +XxxF − 2Xx
U1
x

U1
F +Xt

)
,

H̃0 = U1H0 +
2UxU

1
x

TtU1
F − 1

Tt
(Ut + FUxx +H1Ux),

(5)

де T = T (t), X = X(t, x), U1 = U1(t, x) та U0 = U0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв, причому TtXxU

1 6= 0. Нiяких додаткових рiвнянь (класифiкуючих умов) на
довiльнi елементи при цьому не виникає. Це означає, що всi допустимi перетворення в кла-
сi (4) породжуються перетвореннями з вiдповiдної групи еквiвалентностi. Таким чином,
клас (4) нормалiзований.

Щоб знайти загальний вигляд допустимих перетворень будь-якого пiдкласу класу (4),
достатньо надати вiдповiдних значень довiльним елементам F , H1, H0, F̃ , H̃1 та H̃0.

Лiнеаризованi узагальненi рiвняння Бюргерса. Розглянемо найширший клас уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса, якi за допомогою перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v мож-
на лiнеаризувати до лiнiйних рiвнянь вигляду

vt + a(t, x)vxx + b(t, x)vx + c(t, x)v = 0, (6)

де коефiцiєнти a, b, c пробiгають множину гладких функцiй вiд (t, x), причому a 6= 0.
Такий клас складається з рiвнянь вигляду

ut + auxx + (au+ ax + b)ux +
1

2
axu

2 + bxu+ f = 0, (7)
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де f = 2cx. Вищезгадану лiнеаризацiю неявно представлено в [7, с. 102, вправа 3]. Клас (7)
є пiдкласом класу (4), де довiльнi елементи визначено як F = a, H1 = au + ax + b та
H0 = axu

2/2 + bxu + f . Пiдставивши цi та вiдповiднi тильдованi вирази у рiвняння (5)
i розщепивши результат за u, отримаємо загальний вигляд допустимих перетворень мiж
двома рiвняннями з класу (7):

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ =
1

Xx
u+ U0(t, x),

ã =
X2

x

Tt
a, b̃ =

1

Tt
(Xxb+Xxxa−X2

xU
0a+Xt),

f̃ =
f

Tt
− (XxU

0b)x
Tt

+
(XxU

0)2 − 2(XxU
0)x

2Tt
ax +

XxU
0(XxU

0)x − (XxU
0)xx

Tt
a−

− (XxU
0)t

Tt
,

(8)

де T = T (t), X = X(t, x) та U0 = U0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв
i TtXx 6= 0. При цьому не виникло нiяких класифiкуючих умов, отже, перетворення (8)
утворюють групу еквiвалентностi класу (7) i цей клас нормалiзований.

Пiдiбравши перетворення вигляду (8), довiльнi елементи класу (7) можна вiдкалiбрува-
ти до простих фiксованих значень. Спочатку покладемо a = 1, виконавши перетворення

t̃ = t sign a(t, x), x̃ =

∫
dx√

|a(t, x)|
, ũ = u.

Таким чином, отримаємо клас рiвнянь вигляду

ut + uxx + (u+ b)ux + bxu+ f = 0, (9)

де b = b(t, x) i f = f(t, x) — довiльнi гладкi функцiї. Кожне рiвняння (9) пов’язане перетво-

ренням Коула–Хопфа з лiнiйним рiвнянням vt + vxx + bvx +

(
1

2

∫
fdx

)
v = 0.

Групоїд еквiвалентностi класу (9) можна обчислити безпосередньо або за допомогою
пiдстановки a = ã = 1 у спiввiдношення (8). Вiн породжується перетвореннями

t̃ = T (t), x̃ = ε
(√

Ttx+X0(t)
)
, ũ = ε

(
1√
Tt

u+ U0(t, x)

)
,

b̃ = ε

(
b√
Tt

+
Ttt

T
3/2
t

x+
X0

t√
Tt

− U0

)
,

f̃ = ε

(
f

T
3/2
t

− (U0b)x
Tt

+
U0U0

x√
Tt

− U0
t

Tt
− U0

xx

Tt
− TttU

0

2T 2
t

)
,

(10)

де T = T (t), X0 = X0(t) та U0 = U0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї, причому Tt > 0, ε = ±1.
З цих самих перетворень складається i група еквiвалентностi, тому клас (9) нормалiзований.
Далi вiдкалiбруємо довiльний елемент b = b(t, x) до нуля за допомогою перетворення

t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ b, f̃ = f − bt − bbx − bxx,
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що призведе до найпростiшої форми лiнеаризованих узагальнених рiвнянь Бюргерса, яка
мiстить лише одну довiльну гладку функцiю f = f(t, x):

ut + uxx + uux + f = 0. (11)

Пiдставивши b = b̃ = 0 у спiввiдношення (10), знайдемо загальний вигляд допустимих
перетворень мiж рiвняннями вигляду (11):

t̃ = T (t), x̃ = ε
(√

Ttx+X0(t)
)
, ũ = ε

(
1√
Tt

u+
Ttt

2T
3/2
t

x+
X0

t

Tt

)
,

f̃ = ε

(
1

T
3/2
t

f +
3T 2

tt − 2TtTttt

4T
7/2
t

x+
X0

t Ttt −X0
ttTt

T 3
t

)
,

де T (t) i X0(t) — довiльнi гладкi функцiї, причому Tt > 0 i ε = ±1. Клас (11) нормалiзо-
ваний. Кожне рiвняння з цього класу пов’язане перетворенням Коула–Хопфа з лiнiйним

рiвнянням vt + vxx +

(
1

2

∫
fdx

)
v = 0.

Покажемо, що цим самим перетворенням Коула–Хопфа пов’язанi й елементи групоїдiв
еквiвалентностi лiнеаризованих та вiдповiдних їм лiнiйних класiв. Групоїд еквiвалентностi
класу лiнiйних рiвнянь (6) породжується перетвореннями

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ṽ = V 1(t, x)v + V 0(t, x),

ã =
X2

x

Tt
a, b̃ =

1

Tt

(
Xxb+Xxxa− 2XxV

1
x

V 1
a+Xt

)
,

c̃ =
1

Tt

(
c− V 1

x

V 1
b+

2(V 1
x )

2 − V 1V 1
xx

(V 1)2
a− V 1

t

V 1

)
,

(12)

де T = T (t), X = X(t, x), V 1 = V 1(t, x) та V 0 = V 0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв, що задовольняють обмеження TtXxV

1 6= 0 i класифiкуючу умову
(
V 0

V 1

)

t

+ a

(
V 0

V 1

)

xx

+ b

(
V 0

V 1

)

x

+ c
V 0

V 1
= 0

(див. [8]). Це означає, що v = V 0/V 1 є розв’язком початкового рiвняння (6). Група еквi-
валентностi G∼ класу (6) складається з перетворень вигляду (12) з V 0 = 0. Клас (6) не
нормалiзований, але вiн напiвнормалiзований, тому що кожне перетворення вигляду (12)
є композицiєю перетворення лiївської симетрiї v = v+V 0/V 1 початкового рiвняння i деякого
елемента з G∼, тобто перетворення вигляду (12) з V 0 = 0.

Вiдповiднiсть мiж групоїдами (i групами) еквiвалентностi класiв (6) i (7) встановлюється
таким чином:

t̃ = t, x̃ = x, ũ = 2
ṽx̃
ṽ

=
2

Xx

V 1vx + V 1
x v + V 0

x

V 1v + V 0
=

1

Xx

(V 1u+ 2V 1
x )v + 2V 0

x

V 1v + V 0
.

Перетворення компоненти u записується в термiнах (t, x, u) тiльки при V 0 = 0. У цьому
випадку воно має вигляд

ũ =
1

Xx
u+

2V 1
x

XxV 1
, тобто U0 =

2V 1
x

XxV 1
.
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Обмеження на V 0 пов’язане iз загальним виглядом перетворень з групи еквiвалентностi
класу (6). Допустимi перетворення з V 0 6= 0 у класi (6) не мають вiдповiдникiв у групоїдi
еквiвалентностi класу (7). Таким чином, напiвнормалiзованiсть класу (6) лiнiйних рiвнянь
iндукує нормалiзованiсть класу (7) лiнеаризованих рiвнянь.

Узагальненi рiвняння Бюргерса з довiльним коефiцiєнтом дифузiї. Поклавши
в (4) F = f(t, x), H1 = u та H0 = 0, отримаємо клас узагальнених рiвнянь Бюргерса
з довiльним ненульовим гладким коефiцiєнтом f = f(t, x) при uxx:

ut + uux + f(t, x)uxx = 0. (13)

Клас (13) розглянуто, наприклад, у [9, 10]. Зауважимо, що [9] — перша публiкацiя, у якiй
вичерпно дослiджено всi допустимi перетворення для певного класу диференцiальних рiв-
нянь. Група еквiвалентностi класу (13) скiнченновимiрна i складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ũ =
κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
, f̃ =

κ2

αδ − βγ
f,

(14)

де набiр сталих (α, β, γ, δ, κ, µ0 , µ1) визначений з точнiстю до ненульового множника, при-
чому αδ − βγ 6= 0 i κ 6= 0. Вигляд цих перетворень можна вивести безпосередньо або за
допомогою пiдстановки F = f , F̃ = f̃ , H1 = u, H̃1 = ũ та H0 = H̃0 = 0 у спiввiдношен-
ня (5). Оскiльки всi перетворення мiж будь-якими двома фiксованими рiвняннями з (13)
вичерпуються перетвореннями вигляду (14), клас (13) нормалiзований.

Клас рiвнянь вигляду

ut + uux + (f(t, x)ux)x = 0, (15)

де f пробiгає множину ненульових гладких функцiй вiд (t, x), допускає перетворення

t̃ = T (t), x̃ = κ

√
|Tt|x+X0(t), ũ = κ

√
|Tt|
Tt

u+ κ

Ttt

√
|Tt|

2T 2
t

x+
X0

Tt
, f̃ = κ

2f, (16)

де κ — довiльна ненульова стала, а гладкi функцiї T та X0 вiд t задовольняють рiвняння

κ

√
|Tt|Tttfx + 2TtXtt − 2TttXt = 0. (17)

На вiдмiну вiд усiх попереднiх класiв, клас (15) не є нормалiзованим. У той же час його пiд-
клас, виокремлений нерiвнiстю fxxx 6= 0, нормалiзований. У цьому випадку рiвняння (17),
розщеплене за fx, призводить до обмежень Xtx = 0 i Ttt = 0, i групоїд еквiвалентностi
такого пiдкласу породжується перетвореннями

t̃ = c21t+ c0, x̃ = κc1x+ c2t+ c3, ũ =
κc1u+ c2t+ c3

c2
1

, f̃ = κ
2f,

де c0, c1, c2, c3 та κ — довiльнi сталi, причому κc1 6= 0. Вказанi перетворення утворюють
i групу еквiвалентностi цього пiдкласу.
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Пiдклас класу (15), визначений обмеженням fxxx = 0, тобто f = f2(t)x2+ f1(t)x+ f0(t),
має ширший групоїд еквiвалентностi: всi допустимi перетворення в цьому пiдкласi мають
вигляд (16), де функцiї T = T (t) та X0 = X0(t) задовольняють систему

4TtTttf
2 + 2TtTttt − 3T 2

tt = 0,
κ

2

√
|Tt|Tttf

1 + TtX
0

tt − TttX
0

t = 0,

де κ — довiльна ненульова стала. Хоча загальний розв’язок цiєї системи параметризований
довiльними елементами f1 i f2 нелокально, тобто

T = ±
∫ (

C2

∫
e−2

∫
f2dtdt+C1

)
−2

dt+ C0,

X0 = −κ

2

∫
Tt

∫ √
|Tt|Ttt

T 2
t

f1dtdt+C3T + C4,

де C0, . . . , C4 — довiльнi сталi, його структура однакова для всiх значень параметрiв. Iнши-
ми словами, пiдклас, видiлений з класу (15) обмеженням fxxx = 0, має нетривiальну уза-
гальнену розширену групу еквiвалентностi i нормалiзований вiдносно цiєї групи. Означення
та приклади узагальнених розширених груп еквiвалентностi див., наприклад, у [1,5,11–13].

Клас рiвнянь ut + uux + f(t)uxx = 0, який вiдрiзняється вiд класiв (13) i (15) тiльки
аргументами функцiї f i є перетином цих класiв, нормалiзований вiдносно групи еквiва-
лентностi (14) усього класу (13). Груповий аналiз цього класу проводився в [14, 15].

Таким чином, у роботi розглянуто групоїди еквiвалентностi iєрархiї нормалiзованих кла-
сiв узагальнених рiвнянь Бюргерса. Завдяки властивостi нормалiзованостi групова класи-
фiкацiя для цих класiв полегшується i може бути проведена з використанням алгебраїчного
методу. Досить неочiкуваним результатом виявилось iснування кiлькох прикладiв норма-
лiзованих класiв, групи еквiвалентностi яких є скiнченновимiрними.

Щодо зв’язку мiж класами лiнеаризованих узагальнених рiвнянь Бюргерса (7) i лiнiйних
рiвнянь (6), як i їхнiх пiдкласiв, через перетворення Коула–Хопфа, важливо пiдкреслити,
що з огляду на принцип суперпозицiї, який справедливий для розв’язкiв лiнiйних рiвнянь,
клас (6) має ширшу множину допустимих перетворень, нiж клас (7). Перетворення, пов’я-
занi з лiнiйною суперпозицiєю, залежать вiд довiльних елементiв вiдповiдного початкового
рiвняння. Цей факт порушує властивiсть нормалiзованостi класу (6), проте цей клас напiв-
нормалiзований. У той же час для лiнеаризованих рiвнянь не iснує локальних перетворень,
пов’язаних з лiнiйною суперпозицiєю, тому клас (7) нормалiзований.
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A.А. Почекета

Группоиды эквивалентности обобщенных уравнений Бюргерса

С помощью преобразования Коула–Хопфа установлена связь между группоидами эквива-

лентности классов линеаризованных обобщенных уравнений Бюргерса и классов соответст-

вующих линейных уравнений. Рассмотрены группоиды эквивалентности класса обобщенных

уравнений Бюргерса с коэффициентом диффузии и его нормализованных подклассов.

O.A. Pocheketa

Equivalence groupoids of generalized Burgers equations

A relationship between equivalence groupoids of classes of linearized generalized Burgers equa-

tions with those of classes of associated linear equations is established by means of the Hopf–Cole

transformation. The equivalence groupoid of a class of generalized Burgers equations with a diffu-

sion coefficient and those of its normalized subclasses are considered.
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