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Побудовано алгоритм асимптотичного розвитку розв’язкiв одного класу модельних не-

лiнiйних сингулярно збурених крайових задач однокомпонентного конвективно-адсорб-

цiйно-дифузiйного масопереносу в рiзнопористих середовищах. Наведено результати

комп’ютерних розрахункiв.

У зв’язку з iнтенсивним науково-технiчного прогресом однiєю iз важливих проблем стає
ефективне впровадження надсучасних нанотехнологiй i наноматерiалiв. Це, в свою чергу,
вимагає розробки i застосування нових методiв i пiдходiв до моделювання процесiв масопе-
реносу в неоднорiдних нанопористих середовищах з метою дослiдження їхньої внутрiшньої
кiнетики. Так, зокрема, задачi моделювання процесiв адсорбцiї в мiкропористих цеолiтних
каталiзаторах використовуються в технологiях сепарацiї та очищення газiв в хiмiчнiй та
нафтопереробнiй галузях, в iнженернiй екологiї тощо. Каталiтичне середовище, в якому
протiкає процес, виражається у виглядi системи мiкропористих частинок та системи мiж-
частинкових порожнин (макропор) i вiдповiдно до цього перенос розглядається як складна
система, що враховує взаємозв’язки мiж внутрiшнiми градiєнтами концентрацiй всерединi
частинок та зовнiшнiми градiєнтами мiжчастинкового простору. В роботах [1–3] розглянуто
проблеми математичного моделювання масопереносу рiзної природи в однорiдних i неодно-
рiдних пористих середовищах без урахування внутрiшньої структури пористих частинок.
У [4–7] для врахування впливу дифузiйного масопереносу на макрорiвнi використано лiнiйнi
i нелiнiйнi моделi, якi побудованi на частковому врахуваннi дифузiї в частинках або на iнте-
гральному пiдходi i не враховують структуру середовища. На сьогоднi вченими розроблено
чимало пiдходiв до моделювання процесiв масопереносу в пористих каталiтичних середови-
щах, якi дозволяють достатньою мiрою враховувати вплив масопереносу на рiвнi частинок.

© А.Я. Бомба, I.М. Присяжнюк, О.В. Присяжнюк, 2013

28 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №3



Рис. 1

Зокрема в [8, 9] розглянуто масоперенос забрудненої речовини в кристалiчних середови-
щах частинок мiкропористої структури. Актуальним є питання математичного моделю-
вання процесiв масопереносу в рiзнопористих середовищах у випадку превалювання одних
складових процесу над iншими, що приводить до появи малого параметра при вiдповiдних
членах рiвняння. В данiй роботi змодельовано сингулярно збурений процес однокомпонен-
тної конвективної дифузiї в наносередовищi з урахуванням масообмiну мiж мiкропористими
частинками та мiжчастинковим простором [9].

Постановка задачi. Розглянемо математичну модель однокомпонентного конвектив-
но-адсорбцiйно-дифузiйного масопереносу в наносередовищi частинок мiкропористої струк-
тури (рис. 1) у виглядi системи диференцiальних рiвнянь вигляду
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де l — товщина наносередовища (довжина фiльтра); R — радiус наночастинки; v(z) —
швидкiсть конвективного перенесення. Рiвняння (1) описує масоперенос у мiжчастинко-
вому просторi i мiстить у правiй частинi функцiю впливу дифузiї в пористих частинках на
дифузiю в мiжчастинковому просторi. В (2) вiдображено внутрiшньочастинковий масопе-
ренос з поточною концентрацiєю q(t, r, z), що пов’язана з концентрацiю в мiжчастинковому
просторi c(t, z) другою з крайових умов (4) — умовою рiвноваги на поверхнi частинок, де
k > 0 — константа адсорбцiйної рiвноваги. Тут σ1, σ2 — коефiцiєнти пористостi вiдповiдно
макро- та мiкросередовища.

Коефiцiєнти εD∗ та εD∗ характеризують швидкiсть протiкання процесiв дифузiйного
масопереносу в мiжчастинковому просторi та в порах частинок вiдповiдно, а коефiцiєнт
εD∗

∗
— вплив внутрiшньочастинкового дифузiйного переносу на мiжчастинковий; ε — малий

параметр (v(z) > v∗ ≫ ε > 0). Вважаємо, що всi функцiї, якi фiгурують в умовах (3)–
(5), є досить гладкими та узгодженими мiж собою вздовж ребер та кутових точок даної
областi. Зауважимо, що питання iдентифiкацiї параметрiв задач дифузiї в нанопористому
середовищi дослiджено, зокрема, в [10].
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Асимптотичне наближення розв’язку задачi шукаємо у виглядi асимптотичних рядiв

c(t, z) = c0(t, z) + εc1(t, z) + . . . εncn(t, z) + Π0(t, ξ) + εΠ1(t, ξ) + · · ·+

+ εn+1Πn+1(t, ξ) +R1
n(t, z, ε), (6)

q(t, r, z) = q0(t, r, z) + εq1(t, r, z) + · · ·+ εnqn(t, r, z) + F0(t, r, z) + ε1/2F1/2(t, r, z) +

+ ε1F1(t, r, z) + · · ·+ εj/2Fj/2(t, r, z) + · · ·+ εn+1Fn+1(t, r, z) +R2
n(t, r, z, ε), (7)

де ci(t, z), qi(t, r, z) (i = 0, n) — члени вiдповiдних регулярних частин асимптотики; Πp(t, ξ)

(p = 0, n+ 1), Fj/2(t, r, z) (j = 0, 2(n + 1)) — функцiї типу пограничного шару в околi z = l

та r = R, ξ = (l − z)ε−1 i r = (R − r)ε−1/2 — вiдповiднi регуляризуючi перетворення; R1
n,

R2
n — залишковi члени.

Пiдставляючи (6), (7) в (1)–(5) та прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях ε [5],
отримуємо для кожного i = 0, n такi задачi:

{
σ2qit(t, r, z) = gi(t, r, z),

qi(0, r, z) = hi(r, z),

де g0(t, r, z) = 0, h0(r, z) = 0, gi(t, r, z) = D∗(qi−1rr(t, r, z) − 2qi−1r(t, r, z)/r), hi(r, z) = 0
(i = 1, n);

{
v(z)ciz(t, z) + σ1cit(t, z) = ui(t, z),

ci(0, z) = w1
i (z), ci(t, 0) = w2

i (t),

якщо i 6= 0, то ui(t, z) = D∗ci−1zz(t, z)−D∗

∗(qi−1r(t, R, z)+Fi−1r(t, R, z)+ε1/2Fi−(1/2)r(t, R, z)),

w1
i (z) = 0, w2

i (t) = 0, u0(t, z) = 0, w1
0(z) = c00(z), w

2
0(t) = c∗(t);

{
D∗Πiξξ(t, ξ) + v(z)Πiξ(t, ξ) = µi(t, ξ),

Πi(t, 0) = υi(t),Πi(t, ξ)|ξ→∞ → 0,

µ0(t, ξ) = 0, µi(t, ξ) = σ1Πi−1t(t, ξ) + v′(l)ξΠi−1ξ(t, ξ) − (1/2)v′′(l)ξ2Πi−2ξ(t, ξ) + · · · + (−1)i ×

× v(i)(l)ξiΠ0ξ(t, ξ) при i = 1, n + 1, υi(t) = −ci(t, l) при i = 0, n, υn+1(t) = 0;

{
σ2Fit(t, r, z) = D∗Firr(t, r, z) + γi(t, r, z),

Fi(0, r, z) = 0, Fi(t, 0, z) = λi(t, z), Fir(t, r, z)|r→∞ = 0,

γ0(t, r, z) = 0, γi(t, r, z) = −D∗

2i∑

m=1

2rm−1

Rm
Fi−m

2
r(t, r, z) при i = 1, n + 1, λi(t, z) = k(ci(t, z) +

+ Πi(t, z)) при i = 0, n, λn+1(t, z) = k(Πn+1(t, z));




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2
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∣∣
r→∞
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Так, наприклад, при n = 1 отримуємо:

qi(t, r, z) = 0, i = 0, 1;

c0(t, z) =


 c∗

(
σ1

(
t

σ1
− f(z

))
, t > σ1f(z),

0, t < σ1f(z),

c1(t, z) =




z∫

0

u1(σ1((t/σ1)− f(z) + f(z̃)), z̃)
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dz̃, t > σ1f(z),

1
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0
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t
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dt̃, t < σ1f(z),

f(z) =

z∫

0

dz̃

v(z̃)
, f−1(z) — функцiя, обернена до функцiї f(z) стосовно змiнної z;

Π0(t, ξ) = D∗c0ξ(t, l)v
−1(l)e−
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D∗
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,

Π2(t, ξ) = ξ4e−
v(l)
D∗

ξs1 + ξ3e−
v(l)
D∗

ξs2 + ξ2e−
v(l)
D∗

ξs3 + ξe−
v(l)
D∗

ξs4 + s5,

де

s1 =
(v′(l))2

v(l)D∗
3
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(
v′(l)

2v(l)D∗

−
σ1
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v(l)D∗
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σ1v
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6v2(l)D∗
2
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(
3v′(l)
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− 1

)
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2v(l)2
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2σ1v
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1
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−
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v(l)D∗

− 1

)
v′(l)

v(l)3
c0ξ −

5σ1v
′(l)

v4(l)
c0ξt +

(
1

v(l)
− 1

)
σ2
1

v3(l)
c0ξtt,

s5=−

(
3

v(l)
+D∗

)
v′(l)D∗

v(l)4
c0ξe

−
v(l)
D∗

ξ−
5σ1v

′(l)D∗

v5(l)
c0ξte

−
v(l)
D∗

ξ+

(
1

v(l)
−1

)
σ2
1D∗

v4(l)
c0ξtte

−
v(l)
D∗

ξ+

+
D∗

∗

v(l)D∗

( ξ∫

0

F1r(t, 0, z)dξ − e−
v(l)
D∗

ξ

ξ∫

0

F1r(t, 0, z)e
v(l)
D∗

ξdξ

)
.

Поправки Fj/2(t, r, z) (j = 0, 4) шукаємо числовими методами, використовуючи неявну рiз-
ницеву схему:

η = 0, . . . ,M, zη =
ηl

M
, ρ = 0, . . . , N, rρ =

ρR

N
, d = 0, . . . ,K, td =

dT

K
,
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



σ2
Fj/2(td+1, rρ, zη)− Fj/2(td, rρ, zη)

τ
=

= D∗
Fj/2(td+1, rρ+1, zη)− 2Fj/2(td+1, rρ, zη) + Fj/2(td+1, rρ−1, zη)

h2
+

+γj/2(td+1, rρ, zη),

ρ = 1, . . . , N − 1, d = 0, . . . ,K − 1, η = 0, . . . ,M,

Fj/2(t0, rρ, zη) = 0, Fj/2(td+1, r0, zη) = λj/2(td+1, zη),

Fj/2(td+1, rN , zη)− Fj/2(td+1, rN−1, zη) = 0,

де τ = t1 − t0, h = (r1 − r0)ε
−1/2, λ0(t, z) = k(c0(t, z) + Π0(t, z)), λ1/2(t, z) = λ3/2(t, z) =

= 0, λ1(t, z) = k(c1(t, z) + Π1(t, z)), λ2(t, z) = kΠ2(t, z), γ0(t, r, z) = 0, γj/2(t, r, z) =

= −
j∑

m=1

2D∗rm−1

Rm
F1−m

2
r(t, r, z) (j = 1, 4).

Для оцiнки залишкових членiв маємо задачу:





σ1R
1
nt(t, z, ε) = εD∗R

1
nzz(t, z, ε) − v(z)R1

nz(t, z, ε) + εn+1b1(t, z, ξ, r, r, ε),

σ2R
2
nt(t, r, z, ε) = εD∗

(
R2

nrr(t, r, z, ε) +
2

r
R2

nr(t, r, z, ε)

)
+ εn+1b2(t, r, z, r, ε),

R1
n(t, 0, ε) = 0, R1

n(0, z, ε) = O(εn+1),
∂R1

n

∂z

∣∣∣∣
z=l

= O(εn+1),

∂R2
n

∂r

∣∣∣∣
r=0

= O(εn+1), R2
n(t, R, z, ε) = kR1

n(t, z, ε), R2
n(0, r, z, ε) = O(εn+1),

де b1(t, z, ξ, r, r, ε) та b2(t, r, z, r, ε) — вiдомi функцiї, якi є сумою добуткiв уже вiдомих чле-
нiв рядiв (6), (7), а також коефiцiєнтiв при ε розкладу функцiї v(l − εξ) в ряд Тейлора
в околi z = l. Вимагаючи достатньої гладкостi та узгодженостi початкових i граничних
умов [7], на основi принципу типу максимуму для рiвнянь в частинних похiдних приходимо
до справедливостi такого твердження:

R1
n(t, z, ε) = O(εn+1), R2

n(t, r, z, ε) = O(εn+1).

Наведемо результати числового експерименту при n = 1, l = 1, N = 50, R = 10−5,
M = 20, T = 2, K = 100, ε = 10−10, D∗ = 1, D∗ = 1, D∗

∗ = 0,3, σ1 = 0,7, σ2 = 0,8, v(z) = 1,

k = 0,8, c∗(t) =

{
(0,01 cos((15t + π) + 0,01))/2, t 6 π/15,
0,01, t > π/15.

На рис. 2, а зображено розподiл концентрацiї забруднюючої речовини в мiкропорi в мо-
менти часу t = 0,5, t = 0,6, t = 0,8, t = 1, t = 1,8 (кривi 1–5 вiдповiдно) з координатою
z = 0,2. Цi ж результати вiдображено на рис. 2, б при z = 0,6.

Вплив коефiцiєнта масообмiну D∗

∗ на розподiл концентрацiї забруднюючої речовини
в мiжчастинковому просторi показано на рис. 3, а. Так, крива 1 вiдображає регулярну
частину c0(t), крива 2 — c0(t) + εc1(t) при D∗

∗ = 0,3, крива 3 — c0(t) + εc1(t) при D∗

∗ = 0,5
та крива 4 — c0(t) + εc1(t) при D∗

∗ = 0,9 в момент часу t = 1,6. На рис. 3, б зображено
розподiл концентрацiї забруднюючої речовини в мiкропорi з координатою z = 0,2 в момент
часу t = 0,5 при k1 = 0,8, k2 = 0,6, k3 = 0,4, k4 = 0,2 (кривi 1–4 вiдповiдно).
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Рис. 2

Рис. 3

На закiнчення вiдзначимо, що, незважаючи на малу швидкiсть протiкання процесiв ди-
фузiйного масопереносу в порах частинок, з часом вiн досить суттєво впливає на розподiл
концентрацiї в самiй частинцi, а отже, можливим є використання розглянутого наносере-
довища для часткового очищення певної речовини вiд забруднень. Також вiдзначимо ефек-
тивнiсть використання асимптотичного методу розв’язання такого роду задач, оскiльки це
дало змогу розщепити складний процес на складовi i дослiдити кожну з них окремо. Розроб-
лений вище пiдхiд можна застосувати при розв’язаннi вiдповiдних плоских та просторових
задач. В перспективi дослiдження такого роду процесiв у випадку, коли коефiцiєнт, що
характеризує вплив внутрiшньочастинкового переносу на мiжчастинковий, не є малим.
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А.Я. Бомба, И.М. Присяжнюк, Е. В. Присяжнюк

Асимптотический метод решения одного класса модельных

сингулярно возмущенных задач процессов массопереноса

в разнопористых средах

Построен алгоритм асимптотического развития решений одного класса модельных не-

линейных сингулярно возмущенных краевых задач однокомпонентного конвективно-ад-

сорбционно-диффузионного массопереноса в разнопористых средах. Приведены результаты

компьютерных расчетов.

A. J. Bomba, I.M. Prysyazhnyuk, O.V. Prysyazhnyuk

An asymptotic method of solution of a class of model singularly

perturbed problems of mass transfer processes in heteroporous

environments

The algorithm of the asymptotic expansion of solutions of a class of model nonlinear singularly

perturbed boundary-value problems of the one-component convection-diffusion-adsorption mass tran-

sfer in heteroporous environments is constructed. The results of computer calculations are described.
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