
УДК 517.5

© 2012

В.А. Войтович, А.С. Сердюк
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Одержано асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж наближень iнтерполяцiй-

ними аналогами сум Валле Пуссена на класах 2π-перiодичних функцiй Cψβ,s та CψβHω,

якi задаються мультиплiкаторами ψ(k) i зсувами за аргументом β ∈ R, за умови,

що послiдовностi ψ(k) задовольняють умову Даламбера Dq: lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ (0, 1).

У цьому випадку функцiї iз зазначених класiв допускають регулярне продовження у фiк-

совану смугу | Im z| < ln(1/q) комплексної площини, тобто є аналiтичними функцiями.

Нехай Ls, 1 6 s <∞, — простiр сумовних у s-му степенi на (0, 2π) 2π-перiодичних функцiй

f(t) з нормою ‖f‖s =
( π∫
−π

|f(t)|sdt
)1/s

, L∞ — простiр вимiрних iстотно обмежених 2π-перiо-

дичних функцiй f(t) з нормою ‖f‖∞ = ess sup
t

|f(t)|, C — простiр неперервних 2π-перiодич-

них функцiй f(t), в якому норма задається рiвнiстю ‖f‖C = max
t

|f(t)|.

Нехай далi LψβN, N ⊂ L1, — клас 2π-перiодичних сумовних функцiй f(f ∈ L1), якi
майже для всiх x ∈ R можуть бути поданi у виглядi згортки

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫

−π

Ψβ(t)ϕ(x + t) dt, a0 ∈ R, ϕ ∈ N, ϕ ⊥ 1, (1)

з фiксованим ядром Ψβ(t), ряд Фур’є якого має вигляд

S[Ψβ(t)] =

∞∑

k=1

ψ(k) cos

(
kt+

βπ

2

)
, ψ(k) > 0, β ∈ R.

Функцiю ϕ з рiвностi (1) називають (ψ, β)-похiдною функцiї f i позначають через fψβ .
В роботi як множини N виступають множини

Us = {ϕ ∈ Ls : ‖ϕ‖s 6 1}, 1 6 s 6 ∞, (2)

а також

Hω = {ϕ ∈ C : ω(ϕ; t) 6 ω(t)}, (3)

де ω(ϕ; t) = sup{|ϕ(x1)−ϕ(x2)| : |x1−x2| 6 t, x1, x2 ∈ R} — модуль неперервностi функцiї ϕ,

а ω(t) — фiксований опуклий модуль неперервностi. Покладемо далi CψβN = C
⋂
LψβN. Для

класiв CψβN рiвнiсть (1) розумiється як рiвнiсть в кожнiй точцi x ∈ R. Класи LψβN та
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CψβN введенi О. I. Степанцем (див., наприклад, [1, с. 131–142]). Для зручностi покладемо

Cψβ,s := Cψβ Us.
При кожному фiксованому q ∈ (0, 1) через Dq позначимо множину додатних послiдов-

ностей ψ(k), k ∈ N, для яких виконується умова lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q. Основнi результати даної

роботи отриманi для класiв CψβN, що визначаються послiдовностями ψ ∈ Dq при деякому

q ∈ (0, 1). У цьому випадку (див. [1, с. 351]) множини CψβN складаються з 2π-перiодичних
функцiй f(x), що допускають регулярне продовження в смугу | Im z| 6 ln(1/q) комплексної
площини, тобто з аналiтичних функцiй.

Важливим частинним випадком класiв CψβN, для яких ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), є класи iнте-
гралiв Пуассона, що складаються з функцiй вигляду

f(x) = A0 +
1

π

π∫

−π

ϕ(x+ t)Pq,β(t) dt, A0 ∈ R, ϕ ∈ N, ϕ ⊥ 1,

де

Pq,β =
∞∑

k=1

qk cos

(
kt+

βπ

2

)
, q ∈ (0, 1), β ∈ R, —

ядро Пуассона з параметрами q та β. У цьому випадку класи CψβN позначають через CqβN.

Нехай f ∈ C i S̃n−1(f ;x) — тригонометричний полiном порядку n − 1, що iнтерполює

функцiю f(x) у точках x
(n−1)
k = 2kπ/(2n − 1), k ∈ Z, тобто такий, що

S̃n−1(f ;x
(n−1)
k ) = f(x

(n−1)
k ), k ∈ Z.

Полiном S̃n−1(f ;x) можна записати у виглядi (див., наприклад, [2, с. 13–14])

S̃n−1(f ;x) =
a
(n−1)
0

2
+
n−1∑

k=1

(a
(n−1)
k cos kx+ b

(n−1)
k sin kx), (4)

де

a
(n−1)
k =

2

2n− 1

2n−2∑

j=0

f(x
(n−1)
j ) cos kx

(n−1)
j , k = 0, 1, . . . , n− 1, (5)

b
(n−1)
k =

2

2n− 1

2n−2∑

j=0

f(x
(n−1)
j ) sin kx

(n−1)
j , k = 1, 2, . . . , n− 1, — (6)

коефiцiєнти Фур’є–Лагранжа функцiї f , за системою вузлiв x
(n−1)
k .

Позначимо через
∼

V n,p(f ;x) полiноми вигляду

Ṽn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑

k=n−p

S̃
(n−1)
k (f ;x), n, p ∈ N, p 6 n, (7)
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де S̃
(n−1)
k (f ;x) — частиннi суми порядку k полiнома S̃n−1(f ;x) виду (4), тобто

S̃
(n−1)
k (f ;x) =

a
(n−1)
0

2
+

k∑

j=1

(
a
(n−1)
j cos jx+ b

(n−1)
j sin jx

)
,

a
(n−1)
j i b

(n−1)
j означенi формулами (5) та (6) вiдповiдно. При p = 1 суми

∼

V n,p(f ;x) збiгаються

з iнтерполяцiйними полiномами
∼

Sn−1(f ;x).
Для класичних сум Валле Пуссена Vn,p(f ;x) має мiсце зображення

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑

k=n−p

Sk(f ;x), (8)

де Sk(f ;x) — частиннi суми ряду Фур’є функцiї f , тому суми (7) можна розглядати, як
iнтерполяцiйнi аналоги сум (8).

У роботi дослiджується асимптотична поведiнка при n − p → ∞ i p → ∞ величин

E(Cψβ,s; Ṽn,p;x) = sup
f∈Cψ

β,s

|f(x)− Ṽn,p(f ;x)|, (9)

E(CψβHω; Ṽn,p;x) = sup
f∈Cψ

β
Hω

|f(x)− Ṽn,p(f ;x)|, (10)

при довiльних x ∈ R, ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R.
Для формулювання основних результатiв введемо такi позначення:

Kq,p(u) = 2−1/u

∥∥∥∥

√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
u

, 1 6 u 6 ∞, q ∈ (0, 1), p ∈ N, (11)

εm = sup
k>m

∣∣∣∣
ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣. (12)

Теорема 1. Нехай ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 6 s 6 ∞, n, p ∈ N, p 6 n i ω(t) — опуклий
вгору модуль неперервностi, що задовольняє умову lim

t→0
(ω(t)/t) = ∞. Тодi для довiльного

x ∈ R при n − p → ∞ i p → ∞ мають мiсце асимптотичнi рiвностi

E(Cψβ,s; Ṽn,p;x) =
ψ(n − p+ 1)

p

(
‖ cos t‖s′

π1+
1

s′

Kq,p(s
′) +

+O(1)

(
1

(n − p+ 1)(1 − q)3
+

εn−p+1

(1− q)3
+

ψ(n)

ψ(n − p+ 1)

p

1− q

))
, (13)

E(CψβHω; Ṽ n,p;x) =
ψ(n − p+ 1)

p

(
4

π2
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)

(
ω(π)

(n−p+1)(1−q)3
+ω
( 1

n−p+1

)(
εn−p+1

(1−q)3
+

ψ(n)

ψ(n−p+1)

p

1−q

)))
, (14)
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де s′ =
s

s− 1
, K(ρ) =

π/2∫

0

dt√
1− ρ2 sin2 t

— повний елiптичний iнтеграл першого роду,

Kq,p(u) та εn−p+1 означенi рiвностями (11) та (12) вiдповiдно, а O(1) — величини, рiвно-
мiрно обмеженi за всiма розглядуваними параметрами.

Доведення. З леми 2 роботи [3, c. 287] випливає, що за умови
∞∑
k=1

ψ(k) <∞ для довiль-

ної функцiї f ∈ CψβX, де X = Ls або X = C, у кожнiй точцi x ∈ R має мiсце рiвнiсть

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x) +O(1)En(f
ψ
β )X

∞∑

k=n

ψ(k), (15)

в якiй ρn,p(f ;x) = f(x) − Vn,p(f ;x), En(ϕ)X — найкраще наближення функцiї ϕ тригоно-
метричними полiномами порядку, не вищого нiж n − 1, в метрицi простору X, а O(1) —
величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних параметрiв.

З леми 1 роботи [4, c. 379] випливає, що коли ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), то має мiсце нерiвнiсть

∞∑

k=n

ψ(k) 6 ψ(n)

(
1

1− q
+

εn
(1− q)(1− q − εn)

)
. (16)

При досить великих значеннях n маємо εn < (1 − q)/2, а отже, при n → ∞

∞∑

k=n

ψ(n) = O(1)
ψ(n)

1 − q
. (17)

Розглянувши точнi верхнi межi вiд модулiв обох частин у рiвностi (15) за класом Cψβ,s,
1 6 s 6 ∞, з урахуванням (17) отримаємо оцiнку

E(Cψβ,s; Ṽn,p;x) = E(Cψβ,s;Vn,p) +O(1)
ψ(n)

1 − q
, (18)

де E(CψβN;Vn,p) = sup
f∈Cψ

β
N

|f(x) − Vn,p(f ;x)|. З роботи [5, c. 9] випливає, що коли ψ ∈ Dq,

q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 6 s 6 ∞, n, p ∈ N та p 6 n, то при n − p → ∞ i p → ∞ має мiсце
асимптотична рiвнiсть

E(Cψβ,s;Vn,p) =

=
ψ(n − p+ 1)

p

(
‖ cos t‖s′

π1+
1

s′

Kq,p(s
′) +O(1)

(
1

(n− p+ 1)(1 − q)3
+

εn−p+1

(1− q)3

))
, (19)

де s′ = s/(s − 1), а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних
параметрiв.

Ha основi (18) та (19) отримаємо рiвнiсть (13).

Враховуючи очевиднi спiввiдношення 1 − qp 6
√

1− 2qp cos pt+ q2p 6 1 + qp, можемо
записати

Kq,p(s
′) = 2−1/s′

∥∥∥∥
1

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
s′
+O(1)

qp

(1 − q)2
. (20)
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Оскiльки 2−1/s′
∥∥∥∥

1

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
s′
>

1

(1 + q)2
, то, як випливає з (20), формула (13) є асимп-

тотичною рiвнiстю при p → ∞, n − p → ∞.
Якщо f ∈ CψβHω, то з (15) та (17) маємо

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x) +O(1)En(f
ψ
β )C

ψ(n)

1− q
. (21)

Внаслiдок нерiвностi Джексона (див., наприклад, [6, c. 61]) iснує абсолютна стала K > 0

така, що En(f
ψ
β )C 6 Kω(1/n), тому, розглянувши точнi верхнi межi вiд модулiв обох частин

рiвностi (21) за класом CψβHω, отримаємо

E(CψβHω; Ṽn,p;x) = E(CψβHω;Vn,p) +O(1)ω

(
1

n

)
ψ(n)

1− q
. (22)

З роботи [5, c. 11] випливає, що коли ψ ∈ Dq, q ∈ (0, 1), β ∈ R, n, p ∈ N, p 6 n,
а ω(t) — опуклий вгору модуль неперервностi, що задовольняє умову lim

t→0
(ω(t)/t) = ∞, то

при n − p → ∞ i p → ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E(CψβHω;Vn,p) =
ψ(n− p+ 1)

p

(
4

π2
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)

(
ω(π)

(n− p+ 1)(1− q)3
+

εn−p+1

(1− q)3
ω

(
1

n− p+ 1

)))
, (23)

де K(ρ) — повний елiптичний iнтеграл першого роду, а O(1) — величина, рiвномiрно обмеже-
на вiдносно всiх розглядуваних параметрiв. Iз (22) та (23) отримуємо рiвнiсть (14). Теорему
доведено.

У випадку класiв iнтегралiв Пуассона CqβN з теореми 1 отримуємо таке твердження.
Наслiдок 1. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 6 s 6 ∞, n, p ∈ N, p 6 n i ω(t) — опуклий вгору

модуль неперервностi, що задовольняє умову lim
t→0

(ω(t)/t) = ∞. Тодi для довiльного x ∈ R

при n − p → ∞ i p → ∞ мають мiсце асимптотичнi рiвностi

E(Cqβ,s; Ṽn,p;x) =
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′

π1+
1

s′

Kq,p(s
′) +O(1)

1

(n − p+ 1)(1 − q)3
+
pqp−1

1− q

)
,

E(CqβHω; Ṽn,p;x) =
qn−p+1

p

(
4

π2
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)

(
ω(π)

(n− p+ 1)(1 − q)3
+ ω

(
1

n− p+ 1

)
pqp−1

1− q

))
,

де s′ = s/(s − 1), K(ρ) — повний елiптичний iнтеграл першого роду, величина Kq,p(u)
означена рiвнiстю (11), а O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi за всiма розглядуваними
параметрами.
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Прикладами опуклих модулiв неперервностi ω(t), що задовольняють умову lim
t→0

(ω(t)/t) =

= ∞, є функцiї ω(t) = tα, α ∈ (0, 1), ω(t) = lnβ(t + 1), β ∈ (0, 1), та iншi. Вiдзначимо,
що у випадку ω(t) = tα, α ∈ (0, 1), класи Hω перетворюються у вiдомi класи Гельдера
порядку α, що позначаються через Hα. В цьому випадку рiвнiсть (14) набуває вигляду

E(CψβH
α; Ṽn,p;x) =

ψ(n − p+ 1)

p

(
2α+2

π2(n− p+ 1)α
1− q2p

1− q2
K(qp)

π/2∫

0

tα sin tdt+

+O(1)

(
πα

(n− p+ 1)(1− q)3
+

1

(n− p+ 1)α

(
εn−p+1

(1− q)3
+

ψ(n)

ψ(n− p+ 1)

p

1− q

)))
.
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В.А. Войтович, А. С. Сердюк

Приближение классов аналитических функций интерполяционными

аналогами сумм Валле Пуссена

Получены асимптотические равенства для точных верхних границ приближений интер-

поляционными аналогами сумм Валле Пуссена на классах 2π-периодических функций Cψβ,s
и CψβHω, которые задаются мультипликаторами ψ(k) и сдвигами по аргументу β ∈
∈ R, при условии, что последовательности ψ(k) удовлетворяют условию Даламбера Dq:
lim
k→∞

ψ(k + 1)/ψ(k) = q, q ∈ (0, 1). В этом случае функции из указанных классов допускают

регулярное продолжение в фиксированную полосу | Im z| < ln(1/q) комплексной плоскости,

т. е. они являются аналитическими функциями.

V.A. Voytovich, A. S. Serdiyk

Approximation of classes of analytic functions by interpolation analogs

of Vallée–Poussin sums

We have found asymptotic estimates for the least upper bounds of approximations by the interpola-

tion analogs of Vallée–Poussin sums on the classes of 2π-periodic functions Cψβ,s and CψβHω, that

are set by multipliers ψ(k) and by shifts by the argument βk under condition that the sequences

ψ(k) satisfy the d’Alembert condition Dq, q ∈ (0, 1). In this case, the functions of these classes

allow a regular continuation in a fixed strip | Im z| < ln(1/q) of the complex plane i. e., they are

analytic functions.
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