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Рассматривается стохастиче-

ское дифференциальное уравнение 

на плоскости с дробным броунов-

ским движением. Изучаются 

свойства оценки максимального 

правдоподобия параметра сноса, 

для ограниченного класса функций 

специального вида доказаны силь-

ная устойчивость.  
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В работе изучается задача оценивания пара-

метра сноса стохастического дифференци-

ального уравнения на плоскости с аддитив-

ным дробным броуновским полем. Анало-

гичные задачи для дробных винеровских 

процессов изучались, например, в [1] для 

случая, когда параметр Херста, принадлежит 
интервалу (1/2,1). 

Пусть на вероятностном пространст-

ве ( ), ,F PΩ  заданы действительное случай-

ное поле ( ){ }0, ≥zzx  и двухпараметриче-

ское дробное броуновское движение 

( ){ }0, ≥zzB   

( ) ( ){ } ( )22 2
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с ( )1,,
2
1

21 ∈HH , а ( ) 2, Rtsz ∈= . Будем 

предполагать, что поля ( ){ }zx  и ( ){ }zB  неза-

висимы. Допустим, что случайный процесс 

( ){ }0, ≥zzy  имеет стохастический диффе-

ренциал  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,0 ≥+= zzdBdzzxzazdy (1).  

Задача состоит в оценке неизвестной 

функции 0a  на основании наблюдений слу-

чайного поля ( ) ( )( ){ }0,, ≥zzyzx  в прямо-

угольнике [ ]2
,0 Tz ∈ . 

Сформулируем нужные нам условия на 

функцию 0a  и поле ( ){ }zx . 
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Функция 0a  является элементом множества K всех функций 
2:a R R→  

которые 2π-периодические по обеим переменным и коэффициенты Фурье кото-

рых 

( ) ( )
2
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1
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iks ilt
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= ∫ ∫ , , ,k l a K∈ ∈�  

удовлетворяют неравенствам  

( ) ( )00 0, ,kc a L c a k L≤ ≤
α

 

( ) ( )0 , , 0,l klc a l L c a k l L kl≤ ≤ ≠
β α β

  (2) 

для некоторых действительных 0, 3, 3L α β> > > . 

Множество K  компактно относительно равномерной сходимости на плос-

кости т.е. для любого его элемента существует производная второго порядка на 

плоскости. Для функции a K∈  введем норму ( )
2

2

0 0

1
,

4
a a s t dsdt

π π

π

2 2

= ∫ ∫ . 

Функция a K∈  называется внутренней точкой множества K , если нера-

венства (2) выполняются для некоторого L L<% . 

2. Существует такая постоянная c , что при всех 0z ≥  ( )( )
2

E x z c≤ . 

3. Траектории поля ( )x z  непрерывно дифференцированы по обеим пере-

менным с вероятностью 1. 

4. Поле ( )( ){ }2
, 0x z z ≥  стационарно в широком смысле. 

Обозначим через ( ),r s t  корреляционную функцию поля ( )( )
2

x z : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 20 0 0r z E x z Ex x Ex   = − −     

5. При некоторых 1 0L >  и 0γ >  справедливо неравенство  

( ) 1
1

0 0

T T

r z dz L T
γ−≤∫ ∫ .      

Для произвольной непрерывно дифференцируемой по z  функции 
2:x R C→ , при выполнении условий 3 и 4, с помощью формулы интегрирова-

ния по частям определим стохастический интеграл 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , ,

s t

I s t a u v x u v dB u v= ∫ ∫ . 

При этом 
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и к тому же  
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Вернемся к оцениванию функции 0a . В качестве оценки рассмотрим эле-

мент Ta , который является какой-нибудь функцией из K , максимизирующей 

функционал  

 ( ) ( ) ( ) ( )
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на множестве K . Поскольку накладывается условие 1, то максимум функцио-

нала TQ  на K  достигается и такая оценка существует с вероятностью 1. Функ-

ционал TQ  может быть представлен также в виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
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1
, , , ,
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Лемма 1. Пусть справедливы условия 1 - 4.  
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Доказательство. Обозначим 
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1
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Из разложения в ряд Фурье получаем 
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Откуда, используя неравенство Коши-Буняковского и свойства стохастического 

интеграла, получаем что 
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Здесь при , 0k j =  множители j
α

 и k
β

, соответственно, заменяются на 1. Та-

ким образом,  
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Выберем p  таким образом, чтобы ( )( )1 22 1 1 1p H H− − >  и рассмотрим после-

довательность 
p

nT n= . Принимая во внимание лемму Бореля – Кантелли полу-
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Для 0T  имеем 
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Рассмотрим поведение случайной величины nζ . 
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Это означает, что { }lim 0 1n
n

P ζ
→∞

= = . Таким образом доказано утверждение 

Лемма 2. В условиях 1-6  
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Замечание 1. В условиях леммы 1 
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Лемма 3. [1] Пусть ( ) ( ){ }2, , ,u v u v Rξ ∈  - действительное однородное 

случайное поле со средним ( ), 0E u vξ =  и ковариационной функцией 

( ) ( ) ( ){ } ( ) 2, , 0,0 , ,r u v E u v u v Rξ ξ= ∈ , такой, что для всех 1T >  справедливо 
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с некоторыми положительными L  и δ . Тогда  
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Теорема 1. В условиях 1 – 6 справедливо соотношение 
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Доказательство. По определению оценки Ta  ( ) ( )supT T T
a K

Q a Q a
∈

= , поэтому 
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Из последнего равенства следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )02

0 0

1
max , , , ,

T T

T
a K

a s t a s t x s t B ds dt
T∈

− +  ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

02

0 0

1
max , , , 0,0

2

T T

T
a K

a s t a s t x s t Ex dsdt
T∈

 + − − ≥    ∫ ∫  

( )
( ) ( )

2
2

02

0 0

0,0
, ,

2

T T

T

Ex
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T
≥ −  ∫ ∫  .   (4) 

Оба слагаемых левой части неравенства (4) стремятся к 0 при T → ∞  с ве-

роятностью 1: первое в силу леммы 1, а второе в силу леммы 2. Поэтому 



Е.Н. ДЕРИЕВА, С.П. ШПИГА, А.П. КНОПОВ 

86 Теорія оптимальних рішень. 2012 

( ) ( )
2
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Таким образом, имеем  

( ) ( ){ }0lim , , 0 1T
T

P a s t a s t
→∞

− = = . 

Используя компактность множества K относительно равномерной сходимости и 

неравенство Гельдера из (5), получаем утверждение теоремы. 
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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ОЦIНКИ ПАРАМЕТРУ ЗНОСУ СДР НА ПЛОЩИНI З 

ДРОБОВИМ БРОУНIВСКИМ РУХОМ 

Розглядається стохастичне диференційне рівняння на площині з дробовим броунівським ру-

хом. Вивчаються властивості оцінки максимальної вірогідності параметру зносу, для обме-

женого класу функцій спеціального вигляду доведено сильна стійкість.  
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ON SOME PROPERTIES OF AN ESTIMATOR FOR THE DRIFT COEFFICIENT OF A 

STOCHACTIC DIFFERENTIAL EQUATION ON THE PLANE WITH FBM  

A stochastic differential equation with respect to fBm on the plane is considered. We study the max-

imum likelihood estimator for the drift coefficient. We assume that the coefficient belongs to a giv-

en compact set of functions and prove the strong consistency of the estimator.  
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