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Рассматривается использование 

схем декомпозиции по перемен-

ным для решения блочных нели-

нейных задач выпуклого програм-

мирования со связывающими пе-

ременными. Описываются проце-

дуры вычисления ε-субградиентов 

функций координирующей задачи 

на основании приближенных ре-

шений подзадач отдельных бло-

ков. Приводятся описания моди-

фикаций известных методов. Рас-

сматриваются процедуры оцени-

вания величины ε.. Обсуждаются 

результаты вычислительных экс-

периментов.  
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К блочным нелинейным задачам выпуклого 

программирования со связывающими пере-
менными сводятся многие задачи, в частно-

сти, возникающие в ходе моделирования 
сложных технических объектов [1]. Эффек-
тивным подходом к решению таких задач 

является использование схем декомпозиции 

по переменным – применение некоторых ме-
тодов оптимизации к специально сформули-

рованной координирующей задаче, на каж-

дой итерации которых решаются подзадачи 

для каждого блока. Свойства функций, вхо-

дящих в координирующую задачу, исследо-

вались в разных работах, в частности в [2]. 

При этом предполагалось, что подзадачи для 
каждого блока решаются точно. Вопросам 

вычисления ε-субградиентов функций коор-

динирующей задачи на основании прибли-

женных решений подзадач посвящены рабо-

ты [3, 4]. При вычислении ε-субградиентов 
для решения каждой подзадачи должны ис-
пользоваться методы, генерирующие под-

последовательность допустимых точек, схо-

дящуюся к решению подзадачи. 

Функции, входящие в координирующую 

задачу, в общем случае определены на огра-
ниченных множествах, которые описывают-
ся неявно. С этим связаны сложности при 

использовании методов оптимизации. 

 В работе рассматривается регуляризация 
исходной задачи, при которой функции 

                                                           
1
  Работа выполнена при частичной финансовой 

поддержке Украинского научно-технологического 

центра (грант № 1625). 
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координирующей задачи определены при любых значениях связывающих пере-
менных, приводятся описания модификаций известных методов [7, 8], генери-

рующих требуемую подпоследовательность допустимых точек, а также резуль-
таты вычислительных экспериментов. Рассматриваются процедуры оценивания 
величины ε. 

 

1.  Рассмотрим блочную задачу математического программирования со свя-
зывающими переменными:  
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где qW  – множество тех значений вектора y, для которых решение оптимизаци-

онной задачи  в (2) существует. 
В схемах декомпозиции решается следующая  задача, которая эквивалентна 

исходной задаче (1) : найти 
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Свойства функций )(yqΦ  исследовались в [2]. Процедуры, позволяющие 

вычислять ε-субградиенты функций )(yqΦ  на основании приближенного ре-

шения оптимизационной задачи  в (2), рассматривались в [3, 4]. В работе [3] 

предложена регуляризация задачи (1), позволяющая определить функции, ана-

логичные )( y
qΦ , принимающие конечные значения на всем пространстве EL

.  

 

2.  При описании свойств функций )(yqΦ , ),( qi
q xyf , множеств 

)(, yDW qq  индекс q , если это не вызывает неоднозначности, опускается. 
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Пусть { }IixyfxyD
i ,...,1,0),(:),( =≤=  - непустое замкнутое множество. 

Предполагается, что i
fD domint⊂ , Ii ,...,0= .  

Теорема 1 [3]. Пусть Iifxy
i ,...,0,domint),( =∈ , Wy int∈ , )(yDx ∈ , 

для множества )(yD  выполняется условие Слейтера, в точке ),( xy  вычислены 

iε -субградиенты ),( i
x

i
y

i
ggg =  функций 

i
f , Ii ,...,1,0=  такие, что для не-

которых чисел Iiu i ,...,1, = , выполняется условие 
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Пусть )(yDx ∈ , задана совокупность { }mxxx ,...,, 21  точек из N
E , в ка-

ждой точке ),( kxy  вычислены значения ),( k
iik

xyff =  и субградиенты  

),( ik
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Рассмотрим линейную аппроксимацию задачи (2)  при фиксированном 

yy = : найти 
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при ограничениях 
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Теорема 2 [4]. Пусть ∗ξ  - оптимальное значение, iku  - оптимальные зна-

чения двойственных переменных, Iimk ,...,0,,...,1 == , задачи (5) - (7). Тогда   
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Приведенная теорема позволяет строить правила остановки в алгоритмах 
приближенного  решения задачи (2). Используемые алгоритмы должны форми-

ровать подпоследовательность допустимых точек, сходящуюся к решению зада-
чи (2). Совокупность { }mxxx ,...,, 21  может формироваться из точек, генери-

руемых используемым алгоритмом. Часто возникает необходимость добавления 
дополнительных точек, улучшающих аппроксимацию задачи (2). 
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Для формирования дополнительных точек модифицируем метод Келли [5]. 

Рассмотрим функцию  

{ }Iixyfxyfx
i ,...,1),,(,),(max)( 0 =ξ−=ϕ ∗ .                      (8) 

Обозначим 
∗

x  решение задачи (5) - (7), )(xgϕ  - субградиент функции ϕ  в 

точке x . Для простоты будем предполагать, что функции ,,...,0, Iif i =  не-

прерывно дифференцируемы. 

Лемма 1.  ,0)),(( ≤−∗
kk xxxgϕ },...,1{ mk ∈ . 

Доказательство. Очевидно, что 0)( ≥kxϕ . Более того, если 0)( =kxϕ , то 

kx  - решение задачи (2). Пусть максимум в (8) достигается на ),,(
*

k
i

xyf  
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xyf . Утверждение леммы следует из (7), по-

скольку ∗
x  - допустимая точка. Аналогично для случая, когда максимум в (8) 

достигается на *0 ),( ξ−kxyf . Лемма доказана. 
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Доказательство. Пусть максимум функции (8) в точке ~
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рассматривается случай, когда максимум в (8) достигается на *~0 ),( ξ−xyf . 

Лемма доказана. 

Пусть для точки mx  выполняется условие 0)),(( ** ≤− xxxg mϕ . Тогда от-

резок ],[ ∗
xxm  содержит минимум функции ϕ  по направлению, определяемо-

му этим отрезком. В модифицированном методе Келли на каждой итерации в 

совокупность { }mxxx ,...,, 21  вместо точки 
∗

x  добавляется точка ~
x , удовле-

творяющая условиям леммы 2. Для выбора точки 
~

x  осуществляется поиск на 

отрезке ],[ ∗
xxm  для минимизации величины mxx −~

. 
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При практическом формировании линейной аппроксимации в задачу (5)-(7) 

включаются только наиболее существенные ограничения. Правила, которые при 

этом используются, являются эвристическими, однако позволяют существенно 
понизить размерность генерируемой задачи. 

3. Рассмотрим модификацию  [7] метода линеаризации, формирующую схо-
дящуюся подпоследовательность допустимых точек задачи (2).  

Точки,  генерируемые обычным методом линеаризации, являются допусти-

мыми для линейной аппроксимации задачи (2). Поскольку допустимая область, 
задаваемая ограничениями (7), «шире», чем исходная допустимая область, зада-

ваемая функциями ),( xyf
i , Ii ,...,1= , то  генерируемая последовательность то-

чек { }mxxx ,...,, 21  лежит, как правило, вне допустимой области нелинеаризи-

рованной задачи. Чтобы получить подпоследовательность точек, лежащую в 
допустимой области и сходящуюся к решению задачи, применяется комбиниро-
ванный метод [6], включающий как составную часть метод линеаризации. 

Приведем алгоритм рассматриваемого метода. 
Выберем начальную точку 1x , зададим 01 >N , положим 2/1 γε = , 

}{ 11 xX = , где γ  - константа в условии Слейтера. 

Точка 1+kx , множество 1+kX  и значения 11, ++ εkkN  определяются на k-м ша-

ге по результату решения задачи  
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m
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Пусть kk
kx 211 ,, ξξ+  – решение задачи (8). Выполним регулировку 1: 

}{ 11 ++ ∪= kkk xXX ; 

kk NN 21 =+ , если k
k ε−>ξ2 , иначе kk NN =+1 ; 

2/1 kk ε=ε + , если 0)}();...;(max{
1 <xfxf

m
, иначе kk ε=ε +1 . 

Лемма 3[6]. Описанный процесс при 01 >ε  порождает подпоследователь-

ность точек ...,2,1,)( =jx jp , сходящуюся к решению задачи и такую, что 

0)( )( <jp
ik

xf , для всех Ii ,...,1= . 
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4. Для регуляризации исходной задачи (1) вводятся вспомогательные пере-

менные  Qqvvv q

L

qq ,...,1,),...,( 1 == , и  рассматривается следующая задача [3]: 

найти  

                    ∑ ∑
= = 








−+
Q

q

L

l

q

llq

qq

q
vyx

vyMxvf
1 1

0

,,

||),(min                          (10) 

при ограничениях  

                 QqIixvf q

qqi

q ,...,1,,...,1,0),( ==≤ ,                               (11) 

где QqEv
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Если задача (1) имеет решение, то при достаточно больших положительных 
значениях Mq, q = 1,…,Q, решения задач (1) и (10), (11) совпадают.  

Обозначим qNLqqqq EEzxvz ×∈= ),,( . При фиксированных значениях  

y задача (10), (11) распадается на подзадачи   
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Пусть системы ограничений задач (12) совместны и эти задачи имеют ре-

шение при 0=qM , тогда функции )( y
qΨ  определены при любых y, а коорди-

нирующая задача 


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- задача выпуклого программирования без ограничений. 

5. Предварительные вычислительные эксперименты по использованию 

предлагаемого подхода проводились при решении тестовых задач, являющихся 
модификацией известной трудной задачи из [6]. Содержательно рассматривае-
мые задачи заключаются в поиске минимума потенциальной энергии для цепоч-
ки, подвешенной за крайние звенья. В модифицированной задаче рассматрива-
ется несколько цепочек, имеющих одно общее звено. Крайние звенья зафикси-

рованы, требуется найти минимум потенциальной энергии. При фиксированном 

положении общего звена задача распадается на подзадачи для каждой отдель-
ной цепочки. Рассматриваемая задача является задачей квадратичного програм-

мирования. 
Результаты этих экспериментов показали: 

при  приближении  к  оптимуму  подзадачи  (12)  линейные  аппроксимации 

(5)-(7) становятся плохо обусловленными, что приводит к большим погрешно-
стям при использовании программных средств линейного программирования; 
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для данного класса тестовых задач трудоемкость решения подзадач (12) 

достаточно высокая и это требует разработки специальных алгоритмов повы-

шенной эффективности. 

Для преодоления указанных проблем: 

в случае плохой обусловленности линейной аппроксимации (5) - (7) необхо-
димо переходить на другие алгоритмы вычисления ε -субградиентов функций 

)( y
qΨ ; 

для повышения эффективности алгоритмов решения подзадач (12) на теку-
щей итерации необходимо использовать аппроксимации, полученные на преды-

дущих итерациях. 
В целом использование предлагаемой схемы декомпозиции целесообразно в 

случаях, когда исходная задача (1) распадается на подзадачи, большинство из 
которых имеют специальную структуру и эффективные алгоритмы решения, а 
подзадач общего вида немного и их размерность невелика. 

Ю.П. Лаптін, М.Г. Журбенко, В.М. Кузьменко  

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ БЛОЧНИХ НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ ЗІ ЗВ’ЯЗУЮЧИМИ 

ЗМІННИМИ 

Розглядається використання схем декомпозиції за змінними для розв’язування блокових 
нелінійних задач опуклого програмування із зв’язуючими змінними. Описуються проце-
дури обчислення ε-субградієнтів функцій координуючої задачі на підставі наближених 
розв’язків підзадач окремих блоків. Наводяться описи модифікацій відомих методів, а 
також результати обчислювальних експериментів 

Yu.P.Laptin, N.G. Zhurbenko, V.N. Kuzmenko 

SOLVING BLOCK NONLINEAR OPTIMIZATION PROBLEMS WITH CONNECTIVE 

VARIABLES  

Using of decomposition in variables is considered for nonlinear convex block problems with coor-

dinating variables. There are described procedures for calculating of ε-subgradient for functions of 

master problem. These procedures use approximate solutions of subproblems for individual blocks. 

Modifications of well-known optimization methods are described. Results of numerical experiments 

are discussed.  
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