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Вероятностные модели определения положительной 
разности случайных объемов наличия  и отправки 

грузов  из терминала 
 

Запропоновані моделі визначення ймовірністних 
розподілів додатної різниці із двух незалежних випадкових 
обсягів  вантажів, розподілених по різним законам. 
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Ключові слова: автомобільні перевезення, випадкові 
обсяги вантажів, закони розподілу, ймовірністні моделі. 

 
Предложены  модели определения вероятностных 

распределений положительной разности из двух 
независимых случайных величин объемов грузов, 
распределенных по различным законам . 

Ключевые слова: автомобильные перевозки, 
случайные объемы грузов, законы распределения,  
вероятностные модели.   

 
 The models of determination of probabilistic divisions of 

positive difference are offered  from two independent casual sizes 
of volumes of loads, distributed on the different laws of division. 

Keywords: motor-car transportations, casual volumes 
of loads, laws of division,  probabilistic models.   

 
Актуальность. В решении проблемы оптимального 

планирования перевозок грузов из грузообразующего 
пункта (терминала, склада, грузовой автостанции) особое 
место занимают стохастические модели,  среди которых  
наиболее общими являются  модели,  базирующиеся на 
системах массового обслуживания и вероятностных 
законах распределения. Математические основы теории 
маcсового обслуживания описаны в работах Б.В. Гнеденко 
и И.Н. Коваленко [1,2], а использование  вероятностных 
распределений в [3,4,5] . 

В основу разработки  вероятностных моделей при 
перевозке грузов автотранспортом  из грузообразующего 
пункта [6.7]    положено использование  разности  из 
случайных величин наличия объемов и отправки грузов.   

Целью статьи  является разработка  вероятностных 
моделей  определения  положительной разности  из двух 
случайных величин, при различных их законах 
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распределения и их практического использования на 
автотранспорте.  

Постановка задачи. Пусть (Х,Y)  является системой  
непрерывных случайных величин  с плотностью   f(x,y), а  
случайная величина  Z равна разности двух случайных 
величин   X -Y,  т.  е. 

Z = X - Y.                                      (1) 

В общем случае плотность распределения случайной 
величины  Z  равна  [3]  

)2()()),(()( ∫ ∫
∞
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+=−= dxxzyfdxzxxfzg  

Если случайные величины   Х  и Y  независимы, то 
плотность распределения разности    будет равна 
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В  рамках создания методологических основ 
планирования перевозок грузов на автотранспорте в [6,7] 
описаны модели  распределения случайных величин 
разности в чистом виде для определения объемов грузов, 
формируемых в грузообразующем пункте, при  различных 
законах  поступления и отправки. 

Следует особо отметить, что использование 
распределения разности случайных величин в чистом виде  
несколько ограничено  из-за возможных завышенных 
оценок  и  больший  практический интерес представляет 
величина положительной разности (ξ-η)+. 

Описание математических моделей.      Пусть ξ   
объем груза, а η  грузоподъемность транспорта. Тогда 
(ξ-η)+  количество груза, на перевозку которого не 
хватило транспорта.  
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Будем рассматривать  fY (y) -  плотность (ξ - η) и  g(z) 
- плотность (ξ -η)+ . 

Тогда  

g(z)= fY (y)     при    z > 0;                            (4) 

∫
∞

+ −=≤==−
0
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Таким образом, случайная величина нужна только 
для того, чтобы перейти к  (ξ-η)+. 

Вариант 1. Пусть заданы  независимые случайные 
величины ξ и η, распределенные по показательному закону 
с параметрами λ1 и λ2. 

Тогда при  y>0  
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В частности , при    λ1 = λ2    P{(ξ-η)+ =0}=1/2. 

Вариант 2. Пусть заданы  независимые случайные 
величины ξ и η, которые распределенные по нормальному 

 закону с параметрами α1,σ1
2 и α2,σ2

2 . 

Тогда случайная величина (ξ-η) будет распределена  по 
нормальному закону с параметрами  α1 – α2  и  σ1

2 + σ2
2 

 Можно записать 
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где w нормальная случайная величина с параметрами 
0,1. 
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В частности, при     a1=  a2       P{( ξ-η)+  >0}= 1/2. 

Рассмотрим  более общий подход к определению 
распределения  положительной разности двух случайных 
величин  X и Y.  

Пусть выполняются   автомобильные перевозки 
грузов из заданного пункта (терминал, грузовая 
автостанция, склад, …). Задана случайная величина 
наличия  объемов груза  X и грузоподъемность  транспорта 
Y. 

Запишем уравнение   случайной величины разности 
Z(остаток груза) при условии, что она должна быть 
положительной: 
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Определим аналитические выражения  для 
распределения случайной величины Z  и ее 
математического ожидания: 
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Пусть   v= FY(y),  u=1-Fx (y+z),  тогда dv = fy(y)dy,  
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du= - fx (y+z) du, 
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Математическое ожидание 

)].,[min(][.))(1)((1()(1[

])(1[))](1(1[)()](1[)(][

0 0

000

YXMXMdyyFyFdyyF

dyyFyFdyyFyFdzzZPZM

XYX

XyYx

−=−−−−=

=−−−=−=>=

∫ ∫

∫∫∫

∞ ∞

∞∞∞

 

         Таким образом, 
Z = (X - Y)+ = X – min (X,Y).                             (13) 

Действительно,  если X < Y, то   min (X , Y) = X,    
Z=X-X=0; 
если  X ≥ Y,  то min(X,Y)=Y,   Z=X-Y. 

Вариант 3.     Пусть случайные величины  X и Y  
распределены по показательным законам 
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Известно, что плотность min (X,Y)  равна 
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Вариант 4.  Пусть случайные величины 
распределены  по показательному и равномерному 
законам: 
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Введя новые переменные 
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Вариант 5. Пусть случайные величины  

распределены по равномерным законам:  
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Рассмотрим два случая. 

Случай 1:  a <  b: 








≥

<<−−
=>

,,0

,0),1)(1(
)),(min(

azесли

azесли
b

z

a

z
zYXP (19) 

).
3

1(
262322

|)
322

()1()1)(1()],([

222

00

3222

0

b

aa

b

aa

b

a

b

aa
a

ab

z

b

z

a

z
adz

ab

z

b

z

a

z
dz

b

z

a

z
YXninM

aaa

−=−=+−−=

=+−−=+−−=−−= ∫∫ (

(20) 
Математическое ожидание равно 

.
6

)
3

1(
22

][
2

b

a

b

aaa
ZM =−−=            (21) 

Случай 2:   a > b: 
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Вариант 6. Пусть   случайные величины   X и Y 
независимы и распределены по закону Пуассона [4] с 
параметрами  a1, a2.  Закон распределения их разности  
Z=Z-Y  может принимать как положительные, так и 
отрицательные значения. Вероятность того, что Z примет 
значения  k ≥ 0 равна  сумме вероятности  того, что X и Y 
примут два значения различающиеся по k . 

При k ≥ 0  
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Вероятность того, что Z   примет отрицательное 
значение  (- k)  будет 
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Выводы. Предложен комплекс вероятностных  
моделей  для определения  распределений положительной 
разности  от двух независимых  случайных величин 
наличия и  отправки грузов  из терминала. Модели 
разработаны для следующих законов: показательный с 
показательным; нормальный с нормальным; 
показательный с равномерным; равномерный с 
равномерным; Пуассона с Пуассоном. Выполненные 
исследования предназначены для оптимального 
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планирования автомобильных перевозок грузов из 
терминала. 
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дослідження проблем формального опису 
макроекономічних систем. Описано математичну модель 


