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УДК 519.6 

О.М. Литвин, С.Ю. Матвєєва 
Метод відновлення поверхні між смугами за допомогою інформації  
про поверхню на взаємно перпендикулярних смугах 

Предложен метод восстановления поверхности между полосами, основанный на использовании ермитовой сплайн-интерлина-
ции. На полосах считается известной информация о поверхности, полученной при помощи космической или аэрофотосъемки 
или радиолокатора. Полосы считаются взаимно перпендикулярными и параллельными осям координат. Исследована погреш-
ность приближения функции между полосами. 

A method of restoration of a surface between the strips, based on the use of a Hermite spline-interlineation is suggested. On the strips 
the information on a surface received by means of a space either air photography, or a radar is considered the known one. The strips are 
considered mutually perpendicular, parallel to axes of co-ordinates. The error of approach of the function between strips is investigated. 

Запропоновано метод відновлення поверхні між смугами, оснований на використанні ермітової сплайн-інтерлінації. На смугах 
вважається відомою інформація про поверхню, отримана за допомогою космічної або аерофотозйомки, або радіолокатора. 
Смуги вважаються взаємно перпендикулярними та паралельними осям координат. Досліджено похибку наближення функції 
між смугами. 
 

Вступ. У дослідженнях поверхні планети ви-
користовується аерофотозйомка, а також фото-
графії поверхні, отримані зі штучних супутни-
ків Землі, які пролітають над Землею на різних 
орбітах, тобто дозволяють отримувати інформа-
цію про поверхню лише на смугах, що знахо-
дяться під курсом літака або під орбітою штуч-
ного супутника. Не зважаючи на значні досяг-
нення в опису поверхні за даними аерофото-
зйомки та за допомогою радіолокаційних да-
них зі штучних супутників планет, не визначе-
ною залишається побудова та дослідження ма-
тематичних моделей поверхонь планет у ви-
гляді, що безпосередньо вносить експеримен-
тальні дані у відповідні формули. 

Формулювання задачі 
Метод відновлення поверхні між паралельни-

ми та перетинними смугами для випадку непе-
рервних поверхонь, за умови, що інформацію про 
поверхню (інтенсивність освітлення, віддаль від 
радіолокатора до точок смуги) задано на кожній 
із вказаних смуг, досліджено в роботах [1–4]. 

В даній статті в припущенні, що досліджу-
вана поверхня має неперервні частинні похідні 
до порядку )0(,2 NN  включно, запропонова-
но і досліджено загальний метод відновлення 
поверхні між взаємно перпендикулярними сму-
гами. При цьому відновлена поверхня зберігає 
клас диференційованості до порядку N включ-
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но у всій області дослідження сформульовані і 
доведені теореми про апроксимативні власти-
вості введених операторів наближення. Дослі-
джена оцінка похибки, що виникає за умови 
заміни реальної поверхні поверхнею z = u (x, y) 
де u (x, y) – запропоноване наближення функції 
f (x, y), що входить до опису реальної поверхні 
z = f (x, y). 

Основні твердження роботи 
Виберемо на поверхні деяку систему декар-

тових координат Oxyz. Вважатимемо, що зада-
но систему горизонтальних смуг 

 2, 1 1, [ , ] , 1,l l l nD y x l n         , 

а також систему вертикальних смуг 

  1, 1 1, , , 1,k k k nD x y k m         . 

Поверхня  : z = f (x, y), яку потрібно відно-
вити, вважається відомою лише на вказаних 
смугах, тобто 

1, 1 1α β
( , ) ( , ),α β , γ δ

k k
k k k nx

f x y f x y x y  
     , 

2, 1 1γ δ
( , ) ( , ), γ δ ,α β

l l
l l l my

f x y f x y y x  
     . 

Тут z – віддаль від деякої площини z = 0 до 
 в точці (x, y). 

При цьому вважаємо, що 

1 1α β α β , 1,k k k k k m     , 

1 1γ δ γ δ , 1,l l l l l n      

і 

1, ( , ) 0, α або βk k kf x y x x   , 

2, ( , ) 0, γ або δl l lf x y y y   . 
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Введемо до розгляду оператори 
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На їх основі побудуємо оператор 
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Теорема 1. Якщо 

   2 ,2
1 1 1 1( , ) ( ), , β ,N N

m nf x y C D D        , то 

)(),( , DCyxOf NN . 

Доведення. Відзначимо властивості опера-
торів ),(1,,1 yxfE kk  : 
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Оператор ),(,2,1 yxfEE lk у кожному елементі 

[ ,β ] [ , ]k k l l     є оператором двовимірної чо-

тириточкової ермітової інтерполяції з власти-
востями: 

1, 2,

( , )

( , )

( , )

( , ),0 ,
k l

p r

k lp r

p r
k l

E E f x y
x y

f r p N



 




 

    

 

1, 2,

( , )

( , )

( , )

( , ),0 ,
k l

p r

k lp r

p r
k l

E E f x y
x y

f r p N



 




 

    

 

1, 2,

( , )

( , )

( , )

( , ),0 ,
k l

p r

k lp r

p r
k l

E E f x y
x y

f r p N



 




 

    

 

1, 2,

( , )

( , )

( , )

( , ),0 ,
k l

p r

k lp r

p r
k l

E E f x y
x y

f r p N



 




 

    

 

Тому оператор ),(,,2,1 yxfE lk  має наступні 

властивості: 
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Отже, оператор Оf (x, y) має наступні влас-
тивості: 

 він визначений в усіх точках області D = 

1 1 1 1[ , ] [ , ]m n       ; 

 зберігає неперервність частинних похідних 
по х і по у від функції ),( yxf до порядку N при 
переході від горизонтальних або вертикальних 
смуг до кожного прямокутника D1,k  D2,l. 

Тобто, )(),( , DCyxOf NN . Теорему 1 дове-
дено. 

Теорема 2. У припущеннях теореми 1 для 
похибки наближення функції f (x, y)оператором 

),( yxOf справедливе наступне представлення: 
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де І – тотожний оператор. 
Доведення. Доведення цієї теореми відбу-

вається у два етапи. На першому етапі слід 
врахувати, що на смугах D1,k або D2,l оператор 
Оf (x, y) збігається з функцією f (x, y). Тобто 
Оf (x, y) збігається також з функцією f (x, y) і на 
перетині цих смуг. Тому в точках вказаних 
смуг, а також в точках їх перетину, виконува-
тиметься рівність 

lk DDyxyxfyxOf ,2,1),(),,(),(  . 

Звідси маємо, що 

lk DDyxyxOfyxf ,2,1),(,0),(),(  . 

Тобто першу частину цієї теореми доведено. 
Для доведення другої частини достатньо зга-

дати, що в точках (x, y)  D1,k  D2,l виконуєть-
ся рівність 
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де ),(,,2,1 yxfE lk  задається у вигляді мішаної ер-

мітової інтерполяції в кожному з прямокутників 
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що і доводить друге твердження теореми 2. 
Теорему 2 доведено. 
Теорема 3. Для оцінки похибки наближення 

диференційованих функцій f (x, y) справедливе 
наступне співвідношення 
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Доведення. Як витікає з теореми 1, опера-
тор Оf (x, y) в точках області D1,k  D2,l є опера-
тором ермітової інтерлінації функції f (x, y) та її 
немішаних частинних похідних до порядку N 
на чотирьох лініях x = k, x = k+1 та y = l, y = l+1. 

Як відомо [6, с. 158, формула (3.2.6)] для 
наближення диференційованих функцій за до-
помогою оператора Оf (x, y) існує наступне ін-
тегральне представлення для залишку набли-
ження 
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При цьому для залишку можна написати на-
ступну рівність: 
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Це дозволяє отримати наступну оцінку 
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Отже, теорему 3 доведено. 

Приклад 
Відновимо запропонованим методом повер-

хню, задану лише на чотирьох смугах (двох 
вертикальних і двох горизонтальних). 

       
     V11             V12                   F11 

a                  b                                         c 

 
             F12 

 d 

Рис. 1. Графічне зображення поверхні, заданої матрицями:  
а – V11; b – V12; c –  F11; d – F12 

Розмірність матриць V11100600, V12100600, 
F11200400, F12200400, не дозволяє в даній публі-
кації навести ці матриці. 

 
         FN 

Рис. 2. Зображення поверхні заданою матрицею–оригіналом FN 

 
              C 

Рис. 3. Зображення поверхні на чотирьох заданих смугах од-
ночасно 

Висновки. Отже, в даній статті запропоно-
вано загальний метод відновлення поверхні три-
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вимірного тіла на основі даних про поверхню 
заданих лише на системі горизонтальних та вер-
тикальних смуг. Досліджено похибку, яка ви-
никає при наближенні поверхні формулами ін-
терлінації в кожній прямокутній області, розмі-
щеній між двома горизонтальними та двома вер-
тикальними сусідніми смугами. Оцінки похиб- 

 
             F 

Рис. 4. Зображення відтвореної поверхні за даними зображен-
нями на чотирьох смугах 

ки отримано в припущенні, що для опису до-
сліджуваної поверхні ),( yxfz   використову-
ється функція ),( yxf з неперервними частин-
ними похідними порядків )1(2 N по x  та 

)1(2 N  по y . Випадок, коли функція ),( yxf  
є недиференційованою, має досліджуватись за 

допомогою модулів неперервності, а не час-
тинних похідних. Приклад демонструє достат-
ню для практики точність без використання 
похідних в ермітовій інтерлінації. Аналіз ре-
зультатів обчислюваного експерименту під-
тверджує, що точність відновлення поверхні 
між смугами буде покращуватись, якщо від-
даль між ними буде зменшуватись. 
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О.Н. Литвин, С.Ю. Матвеева 

Метод возобновления поверхности между полосами с помощью информации  
о поверхности на взаимно перпендикулярных полосах 

Введение. При исследовании поверхности планеты ис-
пользуется аэрофотосъемка, а также фотографии поверх-
ности, полученные с помощью искусственных спутников 
Земли, пролетающих над Землей на разных орбитах, т.е. 
позволяют получать информацию о поверхности лишь 
на полосах, которые находятся под курсом самолета или 
под орбитой искусственного спутника. Несмотря на зна-
чительные достижения в описании поверхности по дан-
ным аэрофотосъемки и с помощью радиолокационных 
данных с искусственных спутников планет, не решен-

ным остается построение и исследование математичес-
ких моделей поверхностей планет в виде, который непо-
средственно вносит экспериментальные данные в соот-
ветствующие формулы. 

Формулировка задачи 
Метод возобновления поверхности между параллель-

ными и пересекающимися полосами для случая непре-
рывных поверхностей при условии, что информация о 
поверхности (интенсивность освещения, расстояние от 
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радиолокатора к точкам полосы) задается на каждой из 
указанных полос, исследован в работах [1–4]. 

В данной статье, в предположении, что исследуемая 
поверхность имеет непрерывные производные частей 
порядка 2 , ( 0)N N   включительно, предложен и иссле-

дован общий метод возобновления поверхности между 
взаимно перпендикулярными полосами. При этом во-
зобновленная поверхность хранит класс дифференциро-
ванности порядка N включительно во всей области ис-
следования сформулированные и доказанные теоремы 
об аппроксимативных свойствах введенных операторов 
приближения. Исследована оценка погрешности, возни-
кающая при замене реальной поверхности поверхно-
стью ( , )z u x y , где ( , )u x y  – предложенное приближе-

ние функции ( , )f x y , входящей в описание реальной по-
верхности ( , )z f x y . 

Основные утверждения работы 
Выберем на поверхности некоторую систему декарто-

вых координат Oxyz . Примем, что задана система гори-

зонтальных полос 

 2, 1 1, [ , ] , 1,l l l nD y x l n         , 

а также система вертикальных полос 

  1, 1 1, , , 1,k k k nD x y k m         . 

Поверхность : ( , )z f x y  , которую предстоит во-

зобновить, считается известной лишь на указанных по-
лосах, т.е. 

 1, 1 1( , ) ( , ), ,
k k k k k nxf x y f x y x y   

         , 

2, 1 1( , ) ( , ), ,
l l l l l myf x y f x y y x   

         . 

Здесь z – расстояние от некоторой плоскости 0z   к 
  в точке ( , )x y . 

При этом считаем, что 

1 1, 1,k k k k k m         , 1 1, 1,l l l l l n         , 

и 

1, ( , ) 0, або ,k k kf x y x x     2, ( , ) 0, або .l l lf x y y y      

Введем к рассмотрению операторы 

1, 1 1
1

1, , 1 1

( , ), ;
( , )

( , ), ;1 1
k k k n

k k k k

f x y x y
L f x y

E f x y x k m


 

       
        

 

и 

2

2, 1 1

2, , 1 1 1 1

( , )

( , ), ;
,

( , ), ; ; 1, 1

l l l m

l l l l m

L f x y
f x y y x

E f x y y x l n


  



        
         

 

где 

1, , 1

( ,0) ( ,0)
1, , 1 2, 1,

0

( , )

( , ) ( ) ( , ) ( )

k k

N
s s

k k s k k s
s

E f x y

f y x f y x



 




       
 

( ) ( )
1, , , 2, 1, 1 ,( ) ; ( )p p

k s k p s k s k p s         

( ) ( )
1, , 1 2, 1,( ) 0; ( ) 0,0 ,p p

k s k k s k s q N       

2, , 1

(0, ) (0, )
1, , 1 2, 1,

0

( , )

( , ) ( ) ( , ) ( )

l l

N
p p

l l p l l p
p

E f x y

f x y f x y



 




       
 

( ) ( )
1, , , 1, , 1( ) ; ( ) 0r r

l p l r p l p l       
( ) ( )
2, 1, 2, 1, 1 ,( ) 0; ( ) ,0 ,r r

l p l l p l r p r p n          . 

На их основе построим оператор 

  
 

1, 1, 1 1

2, 2, 1 1

1,2, , 1, 2,

( , )

( , ), , , , 1,

( , ), , [ , ] , 1,

( , ), ( , ) , 1, , 1,

k k k k n

l l l l n

k l k l

Of x y

f x y D x y k m

f x y D y x l n

E f x y x y D D k m l n







         
         
    

 

1,2, , 1, , 1 2, , 1 1, , 1 2, , 1( , ) ( , )k l k k l l k k l lE f x y E E E E f x y         

Теорема 1. Если  2 ,2
1 1( , ) ( ), ,N N

mf x y C D D       

 1 1, n   , то  ,( , ) ( )N NOf x y C D . 

Доказательство. Отметим свойства операторов 

1, , 1 ( , )k kE f x y : 

 ( ,0)
1, 1 1 1( , ) ( , ),

k

p
p

k k np
x

E f x y f y y
x  




     


 

 ( ,0)
1, 1 1( , ) ( , ),

k

p
p

k k np
x

E f x y f y y
x 




     


 

и 2, , 1 ( , )l lE f x y : 

 (0, )
2, 1 1 1( , ) ( , ),

l

r
r

l l mr
y

E f x y f x x
y  




     


 

 (0, )
2, 1 1( , ) ( , ),

l

r
r

l l mr
y

E f x y f x x
y 




     


. 

Оператор 1, 2, ( , )k lE E f x y  в каждом элементе [ , ]k k    

[ , ]l l    является оператором двумерной четырехточеч-

ной эрмитовой интерполяции со свойствами: 

( , )
1, 2,

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k l k lp r E E f x y f r p N
x y



 


    

 
 

( , )
1, 2,

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k l k lp r E E f x y f r p N
x y



 


    

 
 

( , )
1, 2,

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k l k lp r E E f x y f r p N
x y



 


    

 
 

( , )
1, 2,

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k l k lp r E E f x y f r p N
x y



 


    

 
 

Поэтому оператор 1,2, , ( , )k lE f x y  имеет следующие 

свойства: 
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( ,0)
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

k

p
p

k l k np
x

E f x y f y y p N
x 




       


 

( ,0)
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

k

p
p

k l k np
x

E f x y f y y p N
x 




       


 

(0, )
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

l

r
r

k l l mr
y

E f x y f x x r N
y 




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
 

(0, )
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

l

r
r

k l l mr
y

E f x y f x x r N
y 




       


 

Таким образом, оператор O f (x, y) имеет следующие 
свойства: 

 он определен во всех точках области 1 1[ , ]mD      

1 1[ , ]n   ; 

 сохраняет непрерывность частных производных по 
х и по у от функции f (x, y) порядка N при переходе от 
горизонтальных или вертикальных полос к каждому 
прямоугольнику 1, 2,k lD D , т.е. ,( , ) ( )N NOf x y C D . 

Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. В предположениях теоремы 1 для по-

грешности приближения функции f (x, y) оператором 
O f (x, y) справедливо следующее представление 

1, 2,

1,2, , 1, 2,

0, ( , )
[ ] ( , )

[ ( , ) ( , )], ( , )
k l

k l k l

x y D D
I O f x y

f x y E f x y x y D D
 

     
, 

где I – тождественной оператор. 
Доказательство. Доказательство этой теоремы про-

водится в два этапа. На первом этапе следует учесть, что 
на полосах 1,kD  или 2,lD  оператор O f (x, y) совпадает с 

функцией f (x, y), т.е. O f (x, y) совпадает также с функци-
ей f (x, y) и на пересечении этих полос. Поэтому в точках 
указанных полос, а также в точках их пересечения, бу-
дет выполняться равенство 

1, 2,( , ) ( , ), ( , ) k lOf x y f x y x y D D   . 

Отсюда следует, что 

1, 2,( , ) ( , ) 0, ( , ) k lf x y Of x y x y D D    . 

Значит, первая часть этой теоремы доказана. 
Для доказательства второй части достаточно вспом-

нить, что в точках 1, 2,( , ) k lx y D D   выполняется равен-

ство 

1,2, ,( , ) ( , ), 1, , 1,k lOf x y E f x y k m l n   , 

где 1,2, , ( , )k lE f x y  задается в виде мешаной эрмитовой ин-

терполяции в каждом из прямоугольников 1[ ]k kx       

1[ ], 1, 1, 1, 1l ly k m l n         . 

Поэтому действительно 

1,2, ,

1 1

( , ) ( , ) ( , ), ( , )

[ ] [ ],
k l

k k l l

f x y Of x y E f x y x y
x y 

  

         
 

что и доказывает второе утверждение теоремы 2. 
Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Для оценки погрешности приближения 
дифференцированных функций f (x, y) справедливо сле-
дующее соотношение: 

( )

2( 1) 2( 1)
(2( 1),2( 1))1 2

4( 1)( )

1
,

(2( 1))!(2( 1))! 2

C D

N N
N N

NC D

f Of

f
N N

 
 



 

 


 

 

где 

1 1, 1, 1
1 1
max ,k k k kk m   

       , 

2 2, 2, 1
1 1
max ,l l l ll n   

        . 

При этом 
1 2( )

0
i jC D D

f Of


  . 

Доказательство. Как следует из теоремы 1, оператор 
O f (x, y) в точках области D1,k  D2,l является оператором 
эрмитовой интерлинации функции f (x, y) и ее немеша-
ных частных производных порядка N на четырех линиях 
x = k, x = k+1 и y = l, y = l+1. 

Как известно [6, с. 158, формула (3.2.6)] для прибли-
жения дифференцированных функций с помощью опе-
ратора O f (x, y) существует следующее интегральное пред-
ставление для остатка приближения 

1 1
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При этом для остатка можно написать следующее ра-
венство: 
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(x, y)  D1,k  D2,l,  

1 1, , 1, 1, 1, 1k k l l k m l n               . 

Это позволяет получить следующую оценку: 
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 2( 1) 2( 1)
1 2 4( 1)

1
.

2
N N

N
 

    

Таким образом, теорема 3 доказана. 
Пример 
Возобновим предложенным методом поверхность, 

заданную лишь на четырех полосах (двух вертикальных 
и двух горизонтальных). 

   
                          V11            V12            F11 

      а          b                  c 

 
                  F12 

d 
Рис. 1. Графическое изображение поверхности, заданной мат-

рицами: а – V11; b – V12; c – F11; d – F12 

Размерность матриц V11100600, V12100600, F11200400, 
F12200400 не позволяет в данной публикации привести 
эти матрицы. 

 
        FN 

Рис. 2. Изображение поверхности, заданной матрицей–ориги-
налом FN 

Заключение. Итак, в данной статье предложен общий 
метод возобновления поверхности трехмерного тела на 
основе данных о поверхности, заданных лишь на систе-
ме горизонтальных и вертикальных полос. Исследована 
погрешность, возникающая при приближении поверх-
ности  формулами  интерполяции в каждой  прямоуголь- 

-ной области, размещенной между двумя горизонталь-
ными и двумя вертикальными соседними полосами. 
Оценки погрешности получены в предположении, что 
для описания исследуемой поверхности ( , )z f x y  ис-

пользуется функция ( , )f x y  с непрерывными частными 

производными порядков 2( 1)N   по х и 2( 1)N   по у. 
Случай, когда функция ( , )f x y  недифференцированная, 

должен исследоваться с помощью модулей непрерывно-
сти, а  не  частных  производных.  Приведенный  пример 

 
                                                  C 

Рис. 3. Изображение поверхности на четырех заданных поло-
сах одновременно. 

 
                                                 F 

Рис. 4. Изображение воссозданной поверхности по данным 
изображениям на четырех полосах. 

демонстрирует достаточную для практики точность без 
использования производных в эрмитовой интерлинации. 
Анализ результатов вычисляемого эксперимента под-
тверждает, что точность возобновления поверхности меж-
ду полосами будет улучшаться, если расстояние между 
ними будет уменьшаться. 

 
 
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