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Об одном подходе к построению выпуклой 
оболочки конечного множества точек в nR  
В статье предложен метод построения выпуклой оболочки конечного множества точек в nR , позволяющий 
решать задачи, не требующие описания всех подграней границы выпуклой оболочки. Описаны основные 
процедуры построения выпуклой оболочки, представленной в виде n-политопа, заданного пересечением 
замкнутых полупространств. Приведены численные результаты работы метода при n = 4; 5. 

Введение 
Задача построения выпуклой оболочки не только является центральной в целом 

ряде приложений, но и позволяет разрешить ряд вопросов вычислительной геометрии, 
на первый взгляд не связанных с ней. Построение выпуклой оболочки конечного 
множества точек, и особенно в случае точек на плоскости и в пространстве, уже доволь-
но широко и глубоко исследовано [1] и имеет приложения, например, в распознавании 
образов, обработке изображений, а также в задачах компоновки и раскроя материалов, 
в задачах статистики [1]. 

Для построения выпуклой оболочки конечного множества точек в )3( nRn  в 
настоящее время известно сравнительно небольшое количество методов (среди них ме-
тоды «заворачивания подарка», «под-над», «случайного поиска» («quick-hull») [1-5], 
некоторые из которых основаны на теореме (McMullen, Shephard [6]) о том, что вы-
пулая оболочка конечного множества точек в nR  является выпуклым n-мерным поли-
топом. И наоборот, каждый выпуклый n-мерный политоп является выпуклой оболочкой 
некоторого конечного множества точек. 

Определение. Выпуклым n-мерным политопом (в дальнейшем – n-политопом) 
назовем непустое континуальное ограниченное n-мерное полиэдральное множество, 
при условии, что это множество не является подмножеством никакого пространства 
меньшей размерности [1], [7], [8]. 

Одной из особенностей известных в настоящее время методов построения выпук-
лой оболочки конечного множества точек в )3( nRn  является необходимость полного 
описания её границы (графа граней). Процедура описания подграней не вызывает за-
труднений в предположении симплициальности результирующего n-политопа. Заметим, 
что в общем случае процедура описания подграней усложняется и существенно влия-
ет на временную сложность алгоритма. 

Однако существует ряд задач, в которых не требуется описание всех подграней 
границы выпуклой оболочки конечного множества точек в )3( nRn . К таким, напри-
мер, относится задача, первоначально описанная как «задача о плавающих курсах валют», 
возникающая в целом ряде приложений – в статистике, экономике, исследовании опе-
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раций и т.п. Математическая постановка данной задачи (её ещё называют «задачей о 
максимумах») заключается в определении всех максимальных элементов некоторого 
конечного множества S точек из nR  для заданного отношения доминирования [1].  

Целью данной работы является разработка метода построения выпуклой оболочки 
конечного множества точек в nR , являющегося в некотором смысле модификацией 
метода «под-над» и позволяющего решать задачи, не требующие описания всех подгра-
ней границы выпуклой оболочки.  

При этом под «построением выпуклой оболочки» в данной работе будем под-
разумевать построение её в виде n-политопа, представленного в виде пересечения 
замкнутых полупространств. 

Постановка задачи. Имеется множество },...,,{ 21 mAAAA   из m точек в ариф-
метическом евклидовом пространстве nR  ( 1 nm ). Заданы координаты каждой 
точки ),...,,( 21 iniii xxxA , i = 1,2,…,m. Необходимо построить выпуклую оболочку conv(A) 
точечного множества А, представленную в виде пересечения замкнутых полупро-
странств. 

Основная идея предлагаемого метода включает в себя построение на точках мно-
жества А исходной выпуклой оболочки S1 (n-мерного симплекса (в дальнейшем – n-симп-
лекса) S1) и построение последовательности выпуклых оболочек Sh+1 (n-политопов 
Sh+1), h = 1,2,…,h0 – 1, таких, что )conv(... 021 ASSS h  . При этом 1S h   

}){(conv 0AS h  , где AA 0  – точка с максимальным отклонением от гиперплоскос-

ти выбранной гиперграни n-политопа Sh. Если не существует ни одной внешней к 0hS  
точки, следовательно, данный n-политоп и является выпуклой оболочкой множества А. 

Процесс построения выпуклой оболочки множества точек А включает в себя сле-
дующие этапы. 

1. Построение исходной выпуклой оболочки – n-симплекса S1. 
2. Исключение из множества А точек, которые являются внутренними или гранич-

ными (но не являются вершинами) n-политопа Sh, h = 1,2,…,h0, N0 h . 
3. Построение набора n-симплексов на точках выбранной гиперграни n-политопа 

Sh (вершинах Sh), h = 1,2,…,h0, и точке А0 – точке с максимальным отклонением от 
гиперплоскости выбранной гиперграни. Информация о каждом n-симплексе включает в 
себя список вершин и гиперплоскостей, формирующих его границу. 

4. Построение с помощью полученных в п. 3 гиперплоскостей границ n-сим-
плексов расширенной выпуклой оболочки – n-политопа 1

0conv( { }),h hS S A    такого, 

что 1,...,2,1, 0
1   hhSS hh . 

При этом под «построением n-политопа» подразумевается описание его с помо-
щью неположительно ориентированных гиперплоскостей, т.е. представление n-поли-
топа в виде пересечения полупространств, ограниченных этими гиперплоскостями. 

Гиперплоскость, с помощью которой формируется граница некоторого замкнутого 
выпуклого точечного множества nRT  , будем называть неположительно ориентирован-
ной относительно множества Т, если любая точка множества Т имеет неположительное 
отклонение от этой гиперплоскости. 

Заметим, что одним из условий того, что conv(A) – это выпуклая оболочка мно-
жества точек А в пространстве nR , является следующее:  

nRA )(conv , 1,)(conv  nkRA k . 
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Опишем подробнее основные процедуры построения выпуклой оболочки задан-
ного множества точек в nR . 

1. Построение n-симплекса S1. Формируем множество габаритных точек AE   
по следующему правилу. 

Точка AExxxA n  ),...,,( 21 , если выполняются условия: 

1) },...,2,1{
),,...,,min(
),,...,,max(

21

21 nk
xxx
xxx

x
mkkk

mkkk
k 




 ; 

2) },...,2,1{, 21 mmm   



 },...,2,1{

),,...,,min(
),,...,,max(

:
21

21
21

nk
xxx
xxx

xx
mkkk

mkkk
kmkm  

,
1kmk xx   если 21 kk  , и ,

2kmk xx   если 21 kk  , где )( 21 kk  – количество осей k, 

},...,2,1{ nk , на которых для точки kmx
1

 ( kmx
2

) выполняется условие 1); 
3) jiji AAj iEAA     при   , . 
Пусть e – число элементов в множестве E, ne 2 . При ne   строим гиперплоскость 

  [9]: 0... 02211  axaxaxa nn  – одну из n
eC  возможных гиперплоскостей, про-

ходящую через n точек множества Е, где 
)!(!

!
nen

eC n
e 
  – число комбинаций из e 

элементов по n. Аналогично при e < n строим одну из n
mC  возможных гиперплоскостей, 

проходящую через n точек множества А. 
Заметим, что если ни одну гиперплоскость, проходящую через n точек множест-

ва Е (или А), построить нельзя, следовательно, все точки множества А принадлежат 
k-мерной плоскости, т.е. kRA )(conv  ( 2 nk ). 

Пусть 
nAAA ,...,, 21  – точки множества Е (или А), на которых построена гипер-

плоскость  . Находим точку AxxxA n ),...,,( 002010 , для которой выполняются следую-
щие условия: 

 02211

,...,2,1

00022011 ...max...)(
0

axaxaxaaxaxaxa innii

mi
AA

nnA
i






 ,  

0)(
0

 A . 
Если такой точки не существует, то это значит, что все точки множества А при-

надлежат гиперплоскости  , т.е. 1)(conv  nRA , следовательно выпуклая оболочка в 
nR  не может быть построена. 

В противном случае формируем множество точек 1 2 1{ , ,..., }nA A A A       1 2 0{ , ,..., , }A A A A    

1 2 0{ , ,..., , }nA A A A   и строим )~conv(A  – n-симплекс S1. 

Процедура построения n-симплекса S1 – выпуклой оболочки множества 1
1}~{~ 
 n

jjAA , 
)~,...,~,~(~

21 jnjjj xxxA  состоит в следующем: 
1.1. Из точек множества A~  сгенерировать (n+1) наборов по n точек. 
1.2. Построить на n точках AAAA t

n
tt ~~,...,~,~
21   каждого t-го набора, t = 1,2,…,n + 1, 

гиперплоскости 0...   : 02211  t
n

t
n

tt
t axaxaxa . 
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Заметим, что 
  tnt :}1,...,2,1{ . 

1.3. Задать построенным гиперплоскостям 1,...,2,1 ,  ntt  неположительную 
ориентацию относительно множества A~ . Для этого для каждого }1,...,2,1{  nt  необ-
ходимо: 

а) выбрать точку nqAAAxxxA t
qn ,...,2,1,~:~),...,,( 21  ; 

б) вычислить величину t
n

t
n

tt
tA axaxaxa 02211 ...)(   ; 

в) если 0)(  tA  , знаки коэффициентов и свободного члена в уравнении ги-
перплоскости t  поменять на противоположные, т.е. nkaa t

k
t
k ,...,1,0 ,  . 

В итоге получим набор из (n + 1) неположительно ориентированных гиперплос-
костей, описывающих )~conv(A  – n-симплекс S1, вершинами которого служат точки 
множества A~ . 

2. Исключение из множества А точек, которые являются внутренними или гра-
ничными (но не являются вершинами) n-политопа Sh, h = 1,2,…,h0. Пусть ABh   – 
множество точек, полученное после исключения из рассмотрения некоторых точек 
множества А на этапах 1,2,…,h – 1; hA  – множество вершин n-политопа Sh, h = 2,…,h0 
(при h = 1 AA ~1  ). Исключаем из рассмотрения те точки множества 1hB  (при h = 1 

AB 0 ), которые принадлежат множеству hh AS \ , используя следующее правило. 
Точка ),...,,( 21 nxxxA   исключается из рассмотрения, если выполняется одно из 

условий: 
а) h

tA ft ,...,2,1  ,0)(   , где hf  – количество гиперплоскостей, участвую-

щих в построении границы n-политопа hS  (и при h = 1 11  nf ); 
б) },...,2,1{ ,0)( h

lA fl  , и количество l0 таких гиперплоскостей l  меньше n, 

а для всех остальных ( 0lf h  ) гиперплоскостей },...,2,1{,0)( h
lA fl  . 

Формируем множество  1
0N

\ , 1, 2,...,h h
j j

B B A h h


  , где j – количество точек 

вида A  . 
Заметим, что при выполнении условий  
                  0)(  lA  , при nl 0 , 

               0)(  lA   для всех остальных ( 0lf h  ) гиперплоскостей, 

 
(1) 

точка A   является вершиной n-политопа hS . 
3. Построение n-политопа Sh+1, h = 1,2,…,h0 – 1. Пусть 

h

h
f
ttSH 1}{    – множество 

гиперплоскостей t , hft ,...,2,1 , определяющих границу n-политопа hS .  

Рассмотрим некоторую гиперплоскость t , },...,2,1{ hft  , для которой необхо-
димо выполнить следующие действия. 

3.1. Выбрать точку h
n BxxxA ),...,,( 002010  с максимальным отклонением от ги-

перплоскости t , т.е. такую, что 

 t
in

t
ni

t
i

t

mi
BA

t
n

t
n

tt
tA axaxaxaaxaxaxa

h
i

02211

},...,2,1{

00022011 ...max...)(
0






 . 
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3.2. Если 0)(
0

tA  , то гиперплоскость t  является опорной к множеству А и 

входит в описание выпуклой оболочки этого множества. Геометрически это означает, 
что все точки AAi   лежат по одну сторону от t  и ( ) 0,

iA t    1,2,...,i m . В этом 

случае информация о гиперплоскости t  включается в Hconv(A) – множество опорных 
гиперплоскостей и в Pconv(A) – множество точек, на которых эти гиперплоскости были 
построены.  

Если 0)(
0

tA  , и существуют такие гиперплоскости mqH hSq ,...,2,1,*  , 

nm  , что 0)( *
0

qA  , а для всех остальных ( mf h  ) гиперплоскостей hSw H*  

выполняется условие mfw h
wA  ,...,2,1,0)( *

0
  (т.е. 0A  принадлежит гиперграни, 

через которую проходит гиперплоскость t ), то в этом случае необходимо перейти к 
рассмотрению следующей гиперграни и соответствующей ей гиперплоскости и пов-
торить процедуру, начиная с шага 3.1. 

Если 0)(
0

tA   или 0)(
0

tA   (и существует хотя бы одна гиперплоскость 

},,...,2,1{,* h
Sk fkH h   такая, что 0)( *

0
kA  ), то среди гиперплоскостей  ,...,, 21  

hf,...,  выбираем те (при условии их существования), например, *
1

*
1 ,..., g , hfg  , для 

которых выполняется условие trgrrA    ,1,...,2,1  ,0)( *
0
 .  

Пусть },,...,{},,...,{ *
1

*
1

**
1

*
10 tgggAH     и 

g

s

s
AA PP

1
00


 , где s

AP
0

 – мно-

жество точек из hA  (вершин n-политопа Sh), через которые проходит гиперплоскость 
*
s , s = 1,2,…,g. Пусть s

s
A gP 

0
 – мощность множества s

AP
0

, gPA 
0

 – мощность 

множества 
0AP , тогда gg

g

s
s 

1
. 

3.3. Сформировать   ( 



g

s

n
g s

C
1

 ) множеств }ˆ,...,ˆ,ˆ{ˆ )1(21  ndddd AAAA  следую-

щим образом: s
Adndd PAAA

0
ˆ,...,ˆ,ˆ 21  , },...,2,1{ gs , и 0)1(ˆ AA nd  , ,...,2,1d . По-

строить )ˆconv( dA  (n-симплекс dŜ ), ,...,2,1d , используя процедуру 1. 

3.4. Для построения n-политопа 











 


1

1 ˆ
d

d
hh SSconvS  необходимо: 

а) сформировать множество 0H  – множество всех построенных гиперплоскос-

тей, участвующих в формировании 


1
ˆ

d
dS , из которого исключены те гиперплоскости 

~ , которые не являются опорными для множества точек hAA }{ 0 , т.е. для которых не 

выполняется условие: 0)~(  }{~ ~0   A
hAAA . Заметим, что )1(0  nH ; 
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б) сформировать множество гиперплоскостей 1hSH  следующим образом: 1H hS   

0HH hS  , 1
1


h

S fH h . Гиперплоскости из 1hSH  будут участвовать в формиро-

вании границы n-политопа Sh+1. Заметим, что при формировании множества 1hSH  
возможно совпадение некоторых гиперплоскостей, например i  и j . Это означает, 
что гиперплоскость i  (или j ) проходит в общем случае через k (k > n) точек мно-
жества А. Гипергрань n-политопа Sh+1, лежащая в гиперплоскости i  (или j ) в общем 
случае является несимплициальным (n – 1) – политопом S. Для определения вершин 
(n – 1) – политопа S, которые одновременно являются вершинами n-политопа Sh+1, 
можно воспользоваться условием (1); 

в) используя процедуру 2, сформировать множество точек 1hA , элементами 
которого являются вершины n-политопа Sh+1 . 

В итоге получим описание n-политопа Sh+1. 
Процесс построения conv(A) прекращается после конечного числа итераций 0h , 

когда не существует ни одной внешней к текущему n-политопу 0hS  точки из А, или, 
что то же самое, выполняется условие 00 hh BA  . Информация о построенной выпук-
лой оболочке представляет собой систему линейных неравенств, каждое из которых 
описывает полупространство, определяемое соответствующей ориентированной опор-
ной гиперплоскостью (элементы множества Hconv(A)), а также набор точек, через которые 
эти гиперплоскости проходять – вершины n-политопа 0hS  (элементы множества Pconv(A)). 

Численные результаты. В табл. 1 приведены результаты построения выпуклой 
оболочки конечного множества точек в пространстве ,nR  при n = 4; 5. Здесь m – коли-
чество точек множества А, v – количество точек, на которых построена conv(A) (т.е. 
количество вершин n-политопа 0hS ), f – количество опорных гиперплоскостей n-поли-
топа 0hS . Заметим, что координаты 1 2( , ,..., ),i i i inA x x x  1,2,...,i m , точек множества А 
выбираются случайным образом при условии, что ikx N, [1,100]ikx  , k = 1,2,…,n. 

Таблица 1 – Результаты построения выпуклой оболочки в nR  
n m v f 

15 13 41 
20 14 45 
30 22 81 
40 27 113 
50 28 112 
60 38 180 

4 

70 43 194 
15 14 68 
20 19 144 
30 29 286 
40 36 384 
50 40 438 
60 49 562 

5 

70 53 631 
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Выводы 
В данной статье авторами предложен метод построения выпуклой оболочки ко-

нечного множества точек в nR , главные особенности которого состоят в следующем: 
1) результатом работы метода является построенная выпуклая оболочка – n-

политоп, представленный в виде пересечения замкнутых полупространств; 
2) в методе не требуется описание всех l-граней n-политопа (l = 1,2,…,n – 2), 

достаточно только нахождение опорных гиперплоскостей, участвующих в его пред-
ставлении, что существенно уменьшает трудоемкость метода; 

3) разработано правило, в соответствии с которым точки, заведомо не являющиеся 
вершинами выпуклой оболочки, исключаются из рассмотрения в ходе работы мето-
да, что также положительно влияет на его трудоемкость. 
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М.І. Гіль, М.С. Софронова 
Про один підхід до побудови опуклої оболонки кінцевої множини точок в nR  
У статті запропоновано метод побудови опуклої оболонки кінцевої множини точок в nR , що дозволяє 
вирішувати завдання, які не вимагають опису всіх підграней границі опуклої оболонки. Описано основні 
процедури побудови опуклої оболонки, представленої у вигляді n-політопа, що заданий перетином 
замкнутих півпросторів. Наведено чисельні результати роботи методу при n = 4; 5. 
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About Оne Аpproach to Сonstruction of a Сonvex Нull of Рoints Finite Set in nR  
In article the method of construction of a convex hull of points finite set in nR , allowing is offered to solve 
problems not requiring descriptions all subfaces of border of a convex hull. The basic procedures of construction of a 
convex hull submitted as n-polytope, given by crossing closed half-spaces are described. The numerical results 
of operation of a method at n = 4; 5 are received. 
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