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Рассматривается аналитическое описание формы низкоэнергетического завала функций распределения 
электронов и позитронов, рождаемых в магнитосфере пульсара, которое хорошо согласуется с известными 
результатами численного моделирования каскада. Показано, что положение максимума распределения, как 
функция параметров пульсаров, может быть найдено теоретически из анализа процессов излучения кри-
визны и рождения пар фотонами излучения кривизны и синхрофотонами.

PACS: 94.30.-d 

1. ВВЕДЕНИЕ
Как принято считать, активность пульсара связа-

на с ультрарелятивистской электронно-позитронной 
плазмой, которая формируется в области полярной 
шапки нейтронной звезды и движется вдоль откры-
тых магнитных силовых линий (Рис.1) [1,2].

Рис.1. Схема магнитосферы пульсара
Генерация  плазмы  определяется  вращением  ней-
тронной  звезды  в  сверхсильном  магнитном  поле 
(порядка  Гс1210 ).  Она обусловлена ускорением ча-
стиц в вакуумном зазоре над полярной шапкой звез-
ды − области открытых силовых линий. Процесс ро-
ждения  вторичной  плазмы  (Рис.2) происходит 
несколькими стадиями:

ускорение электронов, вырываемых из поверхно-
сти нейтронной звезды, в продольном (по отноше-
нию к магнитному) электрическом поле зазора; 

испускание первичными электронами, движущи-
мися вдоль искривленных силовых линий магнитно-
го  поля,  жесткого  излучения  кривизны,  максимум 
энергии  которого  приходится  на  частоты 

c
3
prcrcr R2/c3,3.0~ Γ=ωω ,  где  −Γ pr гамма-фактор пер-

вичного электрона, а −cR  радиус кривизны магнит-
ной силовой линии;

рождение электронно-позитронных пар фотона-
ми излучения кривизны (пары 1-го поколения);

генерация жестких фотонов синхротронного из-
лучения  электронами  и  позитронами  1-го  поколе-
ния;

рождение электронно-позитронных пар  синхро-
фотонами (пары 2-го поколения). И дальнейшее раз-
витие каскада, рождающего электрон-позитронную 
плазму.

Рис.2. Схема рождения пар 1-го и 2-го поколений
Численные расчеты процесса генерации вторич-

ной плазмы методом Монте-Карло [3] (Рис.3) пока-
зали,  что  распределение  )(f Γ  частиц  вторичной 
плазмы  имеет  характерный  максимум 

32
0 10...10~Γ , ниже которого при малых Γ  функ-

ция распределения быстро спадает. 

Рис.3. Численное моделирование каскада [3]. Пунк-
тир показывает низкоэнергетическое поведение

2 2
0exp( / )− Γ Γ  и степенную асимптотику 2−Γ
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Ее  достаточно  удовлетворительно  можно  ап-
проксимировать функцией ( )p

0 )/(exp ΓΓ− , где пара-
метр 0.2p8.1 ≤≤ , его точное нахождение из Рис.3 
не возможно ввиду недостаточной точности числен-
ного  расчета  [3].  При  больших  гамма-факторах 
функция распределения убывает по степенному за-
кону. Степенные асимптотики функций распределе-
ний частиц 1-го и 2-го поколений были найдены в 
работе [4] путем решения кинетических уравнений 
для электронов, позитронов и фотонов. Для 1-го по-
коления  плазмы  степенная  асимптотика  функции 
распределения есть

3/2)( −Γ∝ΓIf ,             (1.1)
а для второго – 

2/5)( −Γ∝ΓIIf .                           (1.2)
Из асимптотик (1.1) и (1.2) следует, что интегралы 

∫
Γ

Γ

ΓΓ
max

min

)( df и ∫
Γ

Γ

ΓΓΓ
max

min

)( df ,  определяющие  концентра-

цию частиц и плотность энергии плазмы, для 1-го 
поколения садятся на верхний предел, а для 2-го - на 
нижний.  Таким  образом,  в  плазме  2-го  поколения 
основное число частиц и энергия сосредоточены в 
области  малых  гамма-факторов.  Поэтому  знание 
функции распределения в этой области весьма су-
щественно.  Заметим,  что,  согласно [4],  концентра-
ция частиц 2-го поколения значительно превышает 
концентрацию первичных электронов и пар 1-го по-
коления. 

Целью данной работы является нахождение вида 
функций распределения частиц 1-го и 2-го поколе-
ний в области малых значений гамма-факторов. Мы 
покажем,  что  аппроксимация  ( )22

0 /exp ΓΓ−  может 
быть получена аналитически.
2. УСКОРЕНИЕ ПЕРВИЧНЫХ ЭЛЕКТРО-

НОВ В ЗАЗОРЕ И ОЦЕНКА ЭНЕРГИЙ 
УСКОРЕННЫХ ЧАСТИЦ

Как  показали  Голдрайх  и  Джулиан  [1],  про-
странство вблизи нейтронной звезды должно быть 
заполнено  плазмой,  твердотельно  вращающейся 
вместе  со  звездой.  Как  хорошо  известно,  твердо-
тельное вращение возможно лишь на расстояниях от 
оси вращения, меньших радиуса светового цилиндра 

Ω= /cR L  − в  области  замкнутых  силовых  линий. 
Вращение  нейтронной  звезды,  обладающей  силь-
ным магнитным полем, создает электрическое поле 
(поле  коротации)  c/]B],r,[[)r(E


Ω−= ,  ортогональ-

ное  магнитному  полю  B


.  Дрейф  заряженных  ча-

стиц в скрещенных полях )r(E


 и B


 как раз приво-

дит  к  движению  со  скоростью  ]r,[)r(v  Ω= ,  т.е.  к 
твердотельному  вращению  плазмы  в  области  зам-
кнутых  силовых  линий.  Плотность  заряда  плазмы 
тогда  πρ 4/)r(Ediv


=  равна  плотности  Гол-

драйха-Джулиана c2/BGJ πρ


Ω−= .
В области открытых силовых линий твердотель-

ное вращение невозможно и плотность заряда долж-

на отличаться от GJρ . В этой области вблизи от по-
верхности звезды возникает зазор, в котором имеет-
ся продольное электрическое поле. Продольное поле 
возникает вследствие того, что в области открытых 
силовых линий однозарядная релятивистская плазма 
не в состоянии удовлетворить условию GJe ρρ = , где

−eρ плотность  заряда  первичных  частиц  [1].  Ве-
личина продольного поля и его зависимость от высо-
ты h  над поверхностью нейтронной звезды обсужда-
лась в ряде работ в различных предположениях о ра-
боте выхода частиц из поверхности пульсара [1,2]. В 
модели Рудермана-Сазерленда с затрудненным выхо-
дом частиц из поверхности пульсара продольное поле 
описывается  формулой  c/)hh(B2)h(E cs|| −Ω= , 

где  −sB  значение магнитного поля вблизи поверх-
ности нейтронной звезды, −ch высота зазора, которая 
определяется  началом  рождения  электронно-пози-
тронных пар. В модели Аронса со свободным выхо-
дом электронов продольное электрическое поле в за-
зоре  ведет  себя  как  )hh(h)h(E c|| −∝ ,  так  что 

0)h(E)0(E c|||| == .  Обращение  поля  в  нуль  при 

chh =  в этих моделях связано с тем, что в области 
chh ≥  начинается рождение пар фотонами излучения 

кривизны (фронт образования частиц, вызванный из-
лучением кривизны), так что продольное поле быстро 
спадает с увеличением высоты [5]. Высота зазора ch , 
как и продольное поле, зависит от угловой координа-
ты PC/ θθξ = , где c/R НЗPC Ω≈θ − угловой ради-
ус полярной шапки. Угол θ  представляет собой угол 
между  магнитной  осью  и  прямой,  проведенной  из 
центра пульсара в точку наблюдения поля, координа-
та  ξ  изменяется в пределах полярной шапки и при-
нимает значения в интервале 10 ≤≤ ξ . 

В области зазора chh0 ≤≤  продольное поле как 
функцию h  иξ  можно представить в виде 

)1()(
3

)( 2
|| ξ−−

Ω
≈ hhh

cR
BhE c
НЗ

s .          (2.1)

Зависимость гамма-фактора prΓ первичного электро-
на от высоты h  определяется уравнением [1]

4
22

2

||2 3
2)( pr

c

pr

Rmc
ehE

mc
e

dh
d

Γ−=
Γ

,        (2.2)

где первый член есть энергия, приобретаемая за еди-
ницу  времени  в  продольном  электрическом  поле 

)h(E||  (2.1), а второй есть энергия, теряемая вслед-
ствие  излучения  кривизны. Несмотря  на  нелиней-
ность уравнения (2.2), можно сделать заключение о 
величине длины ускорения первичной частицы, на 
которой набирается энергия  pr

2mc Γ .  при малых  prΓ  
можно  пренебречь  вторым  членом  в  левой  части 
(2.2), и мы получаем

( ) НЗ
3

c
2

spr Rmc/h2h3hBe3)h( −Ω=Γ ,
это соответствует одному только ускорению в поле 
(2.1). С ростом prΓ  быстро возрастают потери энер-
гии на излучение кривизны. Оценим высоту CRh , на 
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которой потери энергии становятся существенными. 
Записав  22

c
2

disdis
4
prpr e2/Rmc3h,h/dh/d =Γ≈Γ ,  полу-

чим  отсюда,  что  ( ) 3/1
dispr h/h≈Γ .  Тогда  из  (2.2)  в 

предположении  cCR hh < <  найдем,  что 
3

CRc
3/4

CR
3/1

dis h~/hhhh ≈− , где sНЗ
33 Be3/Rmch~ Ω= . Отсюда 

находим 
7/327/127/333/1

32
3

~











Ω










=










≈

cH

НЗ

e

c

c

dis
CR h

cR
r
R

h
hhh

ω
,    (2.3)

где  mc/eB,mc/er sH
22

e == ω .  Приведем  здесь  чис-
ленные оценки, приняв параметры пульсара 1.0=P с, 

Гс107B 12
s ⋅= ,  см102м200h 4

c ⋅=≈ .  Для  величины 
CRh  получим  м120hCR ≈ ,  численное  интегрирова-

ние  уравнения  (2.5)  дает  зависимость  )h(prpr Γ=Γ , 
показанную на Рис.4. 

Рис.4. Зависимость гамма-фактора первичной ча-
стицы от высоты над поверхностью пульсара. Па-

раметры пульсара:
1.0=P с, 12107 ⋅=B Гс, 6.0=ξ

Функция  ( )praccacc ss Γ= ,  получаемая  обращением 
этой зависимости, есть длина ускорения до гамма-
фактора prΓ . Видно, что длина ускорения до гамма-
факторов 7102 ⋅≥Γ , при которых доминируют поте-
ри на излучение кривизны, вполне удовлетворитель-
но  соответствует  полученным  выше  порядковым 
оценкам.

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО 
ПОВЕДЕНИЯ ЭЛЕКТРОННО-

ПОЗИТРОННОЙ ПЛАЗМЫ, 
ПОРОЖДАЕМОЙ ФОТОНАМИ 

ИЗЛУЧЕНИЯ КРИВИЗНЫ И 
СИНХРОФОТОНАМИ

Рассмотрим процесс генерации электронно-пози-
тронной плазмы в области над внутренним зазором 
пульсара. Функция распределения рождающихся ча-
стиц в рассматриваемой области определяется кине-
тическим уравнением [4]

kdkzkNkw
z
fc 3),,(),,(),(∫ ΓΚ=

∂
∂ βββγ ,    (3.1)

где  −= 2mc/k ω безразмерное  волновое  число 
фотона,  порождающего  пару,  −β угол  между  им-
пульсом фотона и магнитным полем, −),k(w βγ ве-
роятность  рождения  пары  фотоном,  −)z,,k(N β
функция  распределения  фотонов.  Функция 

),,k( ΓΚ β описывает распределение энергии перво-

начального фотона между рождающимися электро-
ном  и  позитроном.  В  полях 

e/cmB,B1.0 32
кркр =<Β ,  характерных для пуль-

саров,  электрон  и  позитрон  рождаются  на  возбу-
жденных уровнях Ландау, и практически мгновенно 
переходят  в  основное  состояние,  излучая  синхро-
фотоны.  При  этом гамма-фактор  “высветившейся” 
частицы Γ  определяется углом β  фотона, который 
породил данную частицу 

βsin
1=Γ ,                          (3.2)

в этом случае имеем  )sin/1(),,k( βδβ −Γ=ΓΚ . 
Вероятность рождения пары запишем в виде [6]






 ′−Θ=

−
Byye

k
cw y

2
3

2
3

2

2/5 
α

γ ,             (3.3)

( mc/ = ) где введены удобные обозначения

крB
BBkBy =′′= ,sin

4
3 β .                (3.4)

Тета-функция в (3.3) отвечает пороговому условию 
рождения пары 2sink ≥β . 

Рассмотрим образование пар  1-го  поколения;  в 
этом  случае  в  уравнение  (3.1)  нужно  подставить 
функцию  распределения  фотонов  излучения  кри-
визны [4]

)()(),(2 zckkyI
k
k

k
constN z

c
CR Θ





Φ= ,        (3.5)

где  ζζ dKxx
x
∫
∞

=Φ )()( 3/5 ,  cprc Rk 2/3 3Γ=   причем 

−см10~R 7
c радиус кривизны магнитной силовой 

линии, а функции ),( kyI  и ),( yzc  имеют вид

,2exp)(

2/3,)(
62

exp

,2/3,1
),(

2/3

2

dx
x

xy

Byy
kB

R

By
kyI

y

B

c

∫
′






 −=









′≥





′

−

′<
=

ϕ

ϕα
   (3.6)








′
−Θ= y

Bk
Rzyzc c

3
4

),( .               (3.7)

Из (3.5) следует, что при ckk <  спектр фотонов из-

лучения  кривизны  степенной:  3/5
CR k/1~)k(N . 

Экспоненциальный  спад  распределения  фотонов 
(3.5)  при  2/B3y ′>  объясняется  тем,  что  в  этом 
случае возникает убыль фотонов за счет интенсив-
ного рождения пар. Согласно [4], рождение пар ста-
новится существенным при )k(yy *≈ , где

   





′

=Λ
Λ

≈
2*

62
ln

2
1)(,

)(
1)(

kB
Rk

k
ky c



α
.     (3.8)

Подставляя  выражения  (3.2)-(3.5)  в  уравнение 
(3.1) и произведя интегрирование (по k  интегриро-
вание тривиально в силу наличия  δ -функции), по-
лучим для распределения частиц плазмы 1-го поко-
ления
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






Λ
=

Λ′
Γ=

Λ
Γ=

∂
∂ zy

B
kN

Rz
f

CR
c

I ,1,
3
44

2 .     (3.9)

При  этом  возникает  следующая  неявная  зависи-
мость между )(ΓΛ  и Γ , следующая из (3.8)

ΛΓ=
′

Λ e
632
BR3 c


α

.              (3.10)

Мы видим, что низкоэнергетическое поведение рас-
пределения  рожденных  частиц  (1-го  поколения) 
определяется, согласно (3.6) и (3.9), экспоненциаль-
ным множителем

             













ΓΛΓ

ΓΛΒ ′
−

)(
1)(

632
R9exp 2

2
c ϕα


.      (3.11)

Функцию )y(ϕ можно представить в виде

( ) ( )

∫
∞

−−

−
′

−

=



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причем  последними  двумя  членами  можно  прене-
бречь при 1B3/4 > >′  и 12y/2 > >Λ= . Тогда

( ) Λ−′
−

Λ
−Λ−′−′= 2

2
B3
4

e
2

)1(B34eB
8
3)y(ϕ .    (3.13)

При этом (3.11) представляется в виде произведения 
двух множителей, один из которых имеет вид
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а другой представляет собой медленно меняющуюся 
функцию Γ . 

Выражение (3.14) решает поставленную задачу – 
оно описывает низкоэнергетическое поведение рас-
пределения частиц вторичной плазмы 1-го поколе-
ния. Его можно несколько упростить, если учесть, 
что основное количество рождающихся пар 1-го по-
коления  сосредоточено  вблизи  высокоэнергетиче-
ского  края  спектра.  Такие  частицы  порождаются 
фотонами излучения кривизны с характерными без-
размерными  волновыми  числами 

c
3
prcrm R2/~k3.0~k Γ , в этом случае можно заме-

нить медленно меняющуюся функцию )(ΓΛ  посто-
янным значением )k( mΛ . Тогда распределение ча-
стиц 1-го поколения будет иметь вид
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причем
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0 BRek cB
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−


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Рассмотрим теперь низкоэнергетическое поведе-
ние распределения частиц 2-го поколения.  В этом 
случае в уравнение (3.1) нужно подставить функцию 
распределения синхрофотонов. Спектр синхрофото-
нов, порождаемых парами 1-го поколения, является 
степенным 2/7

SR k/1~)k(N  [4], так что степенная 

асимптотика функции распределения рожденных ча-
стиц определяется выражением (1.2). Функция рас-
пределения  синхрофотонов  содержит  зависимость 
от  y ,  аналогичную функции  )k,y(I  (3.6), разница 
состоит лишь в том, что функция  )y(ϕ  теперь не 
описывается  формулой  (3.12).  Экспоненциальный 
множитель останется и в этом случае, так что нужно 
лишь найти положение максимума функции распре-
деления, аналогичное (3.16) для пар 1-го поколения. 
Проводить все вычисления заново нет необходимо-
сти.  Положение  максимума распределения  частиц 
2-го поколения можно связать с наиболее вероят-
ным значением гамма-факторов частиц 1-го поко-
ления. Его легко вычислить, исходя из условия ро-
ждения пар )k(yy *≈ , которое применимо и к син-
хрофотонам.  Отсюда  находим,  воспользовавшись 
определением y , 

)(3
4sin

kB
k

Λ′
≈β .                   (3.17)

Применив это соотношение при mkk ~ , найдем, 
что  соответствующий  угол,  необходимый  для  ро-
ждения  пар,  есть  1)k(k3/4 mmm < <ΛΒ ′≈β .  Ис-
пользуя (3.2), получим

)k(kB
4
31
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m

)I(
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β .             (3.18)

Максимум  синхротронного  излучения  частиц  1-го 
поколения с )I(
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Применив условие (3.17)  к  рождению пар  син-
хрофотонами,  найдем  необходимое  значение  угла 

)k(k3/4 SRSRSR ΛΒ ′≈= ββ .  Подставив  сюда 
(3.19), получим окончательно
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Функция распределения частиц 2-го поколения то-
гда будет
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В  этом  случае  большинство  рождающихся  частиц 
имеют гамма-факторы )(

0~ IIΓΓ . 

ВЫВОДЫ
Рассмотрено  низкоэнергетическое  поведение 

функций распределений частиц 1-го и 2-го поколе-
ний  − электронов  и  позитронов,  рождающихся  в 
магнитосфере  пульсара.  Показано,  что  при  малых 
значениях гамма-факторов ( )I(

0Γ<Γ  для частиц 1-го 

поколения и  )II(
0Γ<Γ  для 2-го) функции распреде-

ления  содержат  экспоненциальные  множители 
2 2
0exp( / )− Γ Γ ,  описывающие  убывание  распреде-

лений в  сторону  малых  энергий.  Такое  поведение 
распределения вторичных частиц согласуется с ре-
зультатами численного моделирования каскада ме-
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тодом Монте-Карло [5]. Большинство частиц плаз-
мы 2-го поколения содержится именно в низкоэнер-
гетической области, т.е. при )II(

0~ ΓΓ ; они в основ-
ном и определяют концентрацию рожденной плаз-
мы. Изучение функции распределения частиц, поро-
ждаемых в области над внутренним зазором важно, 
в частности, для нахождения обратного потока ча-
стиц, определяющего ток, протекающий через зазор, 
интенсивность аннигиляционной линии,  возникаю-
щей при энергии 255 кэВ за счет аннигиляции воз-
вратного потока быстрых позитронов с электронами 
поверхности нейтронной звезды [7]. 

Авторы  выражают  благодарность  В.С.  Бескину 
за полезное обсуждение.
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LOW-ENERGY BEHAVIOR OF SECONDARY PLASMA PARTICLE DISTRIBUTION FUNCTION 
IN PULSAR MAGNETOSPHERES

V.M. Kontorovich, A.B. Flanchik
This paper deals with an analytical description of the form of low-energy cut-off of the electron and positron dis-

tribution functions which is in a good agreement with the known results of the numerical cascade simulation. We 
have shown that the maximum position of the distribution function as the function of the pulsar parameters can be 
found theoretically from an analysis of the curvature radiation and the pair production by curvature photons and syn-
chrophotons.

НИЗЬКОЕНЕРГЕТИЧНА ПОВЕДІНКА ФУНКЦІЇ РОЗПОДІЛУ ЧАСТИНОК ВТОРИННОЇ 
ПЛАЗМИ В МАГНІТОСФЕРАХ ПУЛЬСАРІВ

В.М. Конторович, О.Б. Фланчик
У  роботі  розглянутий  аналітичний  опис  форми  низькоенергетичного  завалу  функцій  розподілу 

електронів і позитронів, що народились у магнітосфері пульсару, котрий добре узгоджується з відомими 
результатами чисельного моделювання каскаду. Показано, що положення максимуму розподілу як функція 
параметрів  пульсарів  може  бути  знайдено  теоретично  з  аналізу  процесів  виникнення  кривизни  та 
народження пар фотонами випромінювання кривизни та синхрофотонами.
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