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Исследованы процессы возбуждения кильватерного поля электронными сгустками и их последовательно-
стью в прямоугольном диэлектрическом волноводе. Кильватерное поле, представляющее собой излучение Ва-
вилова-Черенкова, в прямоугольной геометрии состоит из двумерного набора эквидистантных радиальных 
гармоник. Рассмотрена возможность увеличения амплитуды кильватерного поля при сложении полей эквиди-
стантных гармоник, реализуемая для одномерной плоской геометрии в отличие от неэквидистантной цилин-
дрической. Изучены особенности возбуждения, связанные с входной границей - возникновение гасящей волны 
и переходного излучения. Получено точное аналитическое выражение для переходного и черенковского излу-
чений. Численно исследовано пространственное распределение поля, возбуждаемое сгустком конечных разме-
ров. Изучено возбуждение кильватерного поля периодической последовательностью сгустков. Определены ха-
рактеристики кильватерного поля для параметров планируемого Брукхэвенского эксперимента [1].

1. ВВЕДЕНИЕ
Среди новых методов ускорения перспективны-

ми представляются кильватерные методы, в частно-
сти ускорение частиц кильватерным полем,  возбу-
ждаемым  прямоугольными  релятивистскими  элек-
тронными сгустками сечения 10×150 мкм, длитель-
ностью  3.5 фс,  энергией  500 МэВ  и  зарядом 
1...3 пКл каждый в прямоугольном диэлектрическом 
волноводе [1]. Теоретические исследования диэлек-
трического  кильватерного  метода  [2-4]  показали, 
что для плоской геометрии [2], в отличие от цилин-
дрической [3,4],  возбуждаются эквидистантные ра-
диальные гармоники. Так как убывание амплитуд с 
номером возбуждаемых гармоник слабое, их сложе-
ние для плоской геометрии приводит к локализации 
кильватерного поля, которое представляет собой ре-
гулярную последовательность знакопеременных им-
пульсов  большой  амплитуды.  В  цилиндрическом 
случае из-за неэквидистантности гармоник регуляр-
ность  импульсов  быстро  нарушается.  В  планируе-
мом Брукхэвенском эксперименте [1] приближени-
ем плоской геометрии выбрана прямоугольная гео-
метрия,  вытянутая  по  одному  из  поперечных 
направлений.  Этот  случай  требует  отдельного 
рассмотрения,  проведенного  в  настоящей  работе, 
для выяснения эффективности сложения полей гар-
моник в двумерной геометрии по сравнению с плос-
кой.

Вторая  цель  представленных  исследований  за-
ключается в выяснении явлений, вызываемых неиз-
бежной в эксперименте входной границей,  т.е.  по-
луограниченной  диэлектрической  структурой.  На 
входе в прямоугольный диэлектрический волновод, 
так же как и в цилиндрическом случае [5], во-пер-
вых, возбудится переходное излучение и, во-вторых, 
возбужденное черенковское излучение будет выно-
ситься от входа с групповой скоростью, что приве-

дет к возникновению так называемой гасящей вол-
ны [6] и в случае последовательности сгустков огра-
ничит  число  когерентно-излучающих  сгустков.  В 
работе получены аналитические выражения для ин-
терферирующих черенковского и переходного излу-
чения в случае точечного электронного сгустка. Для 
сгустка  конечных  размеров  с  использованием  ла-
гранжевых переменных численно определена топо-
графия возбуждаемого кильватерного поля.  Иссле-
дован процесс возбуждения кильватерного поля по-
следовательностью сгустков с  параметрами плани-
руемого Брукхэвенского эксперимента [1].

2. КИЛЬВАТЕРНОЕ ПОЛЕ, 
ВОЗБУЖДАЕМОЕ ТОЧЕЧНЫМ 

СГУСТКОМ
Рассмотрим прямоугольный металлический вол-

новод шириной b  и высотой d . Волновод заполнен 
однородным диэлектриком с диэлектрической про-
ницаемостью ε . В продольном направлении волно-
вод занимает область ∞<≤ z0 . С торца 0z =  он за-
корочен  металлической  стенкой.  Будем  предпола-
гать, что в волновод со стороны торца влетает и за-
тем движется с постоянной скоростью 0v  вдоль оси 
волновода моноэнергетический точечный электрон-
ный  сгусток.  Распределение  плотности  заряда  и 
плотности тока такого сгустка записывается в виде:

( ) ( ) ( ) / ,L L L L z LNe x x y y t t v j e vρ δ δ δ ρ= − − − − = Ч
r r

, (1)
где  e−  – заряд электрона,  N – число электронов в 
сгустке, ( )0 0 0, , ,Lx t x y z , ( )0 0 0, , ,Ly t x y z , ( )0 0 0, , ,Lv t x y z – 
лагранжевы  скорость  и  координаты  сгустка,  соот-
ветственно,  ( )0 0 0, , ,Lt t x y z  –  лагранжево  время 
сгустка, 0t  – момент влета сгустка в волновод, 0 0,x y  
–  начальные координаты сгустка,  zer  –  единичный 
орт вдоль оси z .
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В  приближении  равномерного  движения  ско-
рость  и  поперечные  координаты  сгустка  постоян-
ные:  0Lv v= ,  0Lx x= ,  0Ly y= ,  а  лагранжево  время 

0 0/Lt t z v= + .
Решая волновое уравнение  c учетом граничных 

условий на боковых стенках волновода:
( ) ( ) ( ) ( ) 000 ======== dyEyEbxExE zzzz ,

а также с учетом граничных условий на торце вол-
новода: ( ) ( )0 0 0x yE z E z= = = = , получаем выражение 
для Фурье-компонент продольной и поперечной со-
ставляющих электрического поля:
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где ( ) ( )2 22 2 2

,
/ / /

k l
k c k b l dz ε ω π π= − − .

Так как ускоряющим полем в нашей системе бу-
дет служить только продольная составляющая элек-

трического поля, остановимся в дальнейшем на по-
лучении выражения именно для нее.

Выполняя  обратное  преобразование  Фурье  для 
zEω , получаем:
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Интеграл (6) описывает кильватерное поле заря-
да, движущегося в бесконечном волноводе. Он лег-
ко вычисляется по теории вычетов и равен

( ) ( )1 0 0 0 0 02 cos / /I i t t z v t t z vπ ωй щ= − − − Θ − −л ы , (8)

где ( )xΘ − функция Хевисайда.
Интеграл (7) соответствует свободным собствен-

ным колебаниям прямоугольного волновода,  появ-
ляющимся из-за ограниченности системы по z. Учет 
этого  дополнительного  слагаемого  позволяет 
удовлетворить граничному условию на торцевой ме-
таллической стенке.  Как будет показано далее,  (7) 
дает  «гасящую  волну»  и  переходное  излучение. 
Аналитическое  вычисление  такого  типа  интеграла 
подробно рассмотрено в [5]. Он равен

( ) ( )2 2 2 2 12 , ,I i U r y y U r y yπ й щ= −л ы , (9)

где  ( )2 ,U ry y  – функция Ломмеля от двух аргумен-
тов, определяемая как 
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Введенные  переменные  определяются  следую-
щим образом:
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Введем  /phv c ε= ,  2
0/grv c vε= .  При 

0 0pht t z v− − і  выполняются следующие соотноше-
ния: 10 1r<Ј  и 20 1rЈ Ј  при 0 0grt t z v− − Ј , 2 1r >  
при  0 0grt t z v− − > .  Отсюда  и  (10)  при 

00 ≥−− phvztt  и  00 ≤−− grvztt  можно  запи-
сать, что:
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Соответственно при 00 >−− grvztt  имеем
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Первое слагаемое в правой части (12) описывает 
существующую в  области  ( )00 grz t t v< < −  электро-
магнитную волну, которая совпадает с полем излу-
чения Вавилова-Черенкова (8), взятым с противопо-
ложным знаком. Это «гасящая волна», компенсиру-
ющая  черенковское  излучение  в  соответствующей 
области  z .  Оставшиеся  слагаемые в  (12)  соответ-
ствуют той  части  переходного  излучения,  которая 
распространяется  со  скоростью меньшей,  чем  grv . 
Выражение (12) соответствует более быстрой части 
переходного излучения.
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Подставим (9) и (8) в (5) с учетом (11) и (12). В 
результате поле, которое создает в полубесконечном 
волноводе точечный заряд, движущийся с постоян-
ной скоростью, удобно записать в виде суперпози-
ции ограниченного в пространстве поля излучения 
Вавилова-Черенкова cher

zE  и поля переходного излу-
чения cher
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Кильватерное  поле  Вавилова-Черенкова  (14)  с 
учетом  «гасящей  волны»  отлично  от  нуля  при 
( ) ( )0 0 0grt t v z t t v− < −Ј . В пределах этой области оги-
бающая  черенковского  сигнала  постоянна  (см. 
рис.1,б). Величина grv  есть не что иное, как группо-
вая  скорость  синхронной  со  сгустком  электромаг-
нитной  волны.  Плоскость  ( )0

gr
grz t t v= −  является 

задним  фронтом  кильватерного  поля.  Этот  фронт 
перемещается вслед за сгустком с групповой скоро-
стью.

Поле переходного излучения (14) существует в 
области  ( )00 phz t t v< −Ј .  Величина  phv  есть  наи-
большая скорость распространения электромагнит-
ного сигнала в диэлектрическом волноводе. Именно 
с  этой  скоростью  распространяется  наиболее  бы-
страя высокочастотная часть переходного сигнала – 
так  называемый  «предвестник».  Огибающая  пере-
ходного  сигнала  максимальна  вблизи  заднего 
фронта (линия 1 на рис.1,в) и убывает по мере уда-
ления от него. В предвестнике (линия 2 на рис.1,в) 
она стремится к нулю. Вблизи задней стенки огиба-
ющая мала, но отлична от нуля и убывает со време-
нем. Переходное поле (14) терпит скачок на плоско-
сти  заднего  фронта  (см.  рис.1,в).  Это  объясняется 
тем,  что  мы искусственно  разделили  непрерывное 
суммарное поле (13) на составляющие, при этом вы-
деленное поле Вавилова-Черенкова (14) при перехо-
де через плоскость заднего фронта также обращает-
ся скачком в нуль.

В результате в фиксированный момент времени 
t  пространственная структура результирующего 
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Рис.1. Структура первой гармоники продольной 
составляющей кильватерного поля, возбуждае-
мого бесконечно коротким точечным зарядом в 

прямоугольном волноводе: суммарное поле zE  (а);
cher
zE  (б); trans

zE  (c). Цифры у кривых: 1 – grz z= ; 2 – 
phz z= ; 3 – положение заряда. Время наблюдения 

260tнс= , 0 0t = , 9γ = , 3ε =
поля  имеет  вид,  изображенный  на  рис.1,а.  Перед 
сгустком поле равно нулю. Левее ( )0

ph
phz t t v= −  (ли-

ния  2)  огибающая  поля  начинает  убывать,  при 
grzz =  (линия 1) она равна половине черенковского 

излучения. В области grzz < <  поле мало и убывает 
со временем.

3. СГУСТОК КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ
В качестве заряженного сгустка конечных разме-

ров выберем прямоугольный сгусток с размерами 0b  
по  ширине  и  0d  по  высоте  с  длительностью  bt  (

0/b bt L v= , где bL  – длина сгустка; полагаем, что ско-
рость  0v –  постоянна  и  одинакова  у  всех  частиц 
сгустка) (рис. 2).

Распределение плотности заряда в сгустке будем 
считать однородным как по поперечным, так и по 
продольным  координатам.  Такой  сгусток  может 
быть представлен в виде набора точечных сгустков, 
равномерно заполняющих объем сгустка конечных 
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размеров.  Тогда  поле,  возбуждаемое  сгустком  ко-
нечных размеров, можно записать в виде

( ) ( )0 0 0, , , , , , , , ,z z i i i
i

E t x y r E t x y r t x y= е ,

где  элементарное  поле  ( )0 0 0, , , , , ,z i i iE t x y r t x y  макро-
частицы  с  номером  i  определяется  выражениями 
(14)–(16).

Рис.2. Схема рассматриваемой модели
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Рис.3. Структура продольного электрического 
кильватерного поля, возбуждаемого на оси полу-

бесконечного волновода одним заряженным 
сгустком. Учтено 50 гармоник по x, 50 по y. 

b0=10-3 cм, d0=0.15 cм, tb=3.5 фс, заряд сгустка – 
1 нКл, энергия – 500 МэВ, b=18.8⋅10-3 cм, 

d=0.15 cм, ε=3. Центр сгустка расположен на 
оси волновода. Время наблюдения 32 пс

Суммирование  по  поперечным  координатам 
можно  заменить  аналитическим  интегрированием 
выражений (15), (16) по 0 ,x 0y . 

На рис.3 представлено продольное распределение 
кильватерного поля  zE  вдоль оси волновода, возбу-
ждаемого в полубесконечном диэлектрическом вол-
новоде релятивистским электронным сгустком.

Интерференция большого числа гармоник приво-
дит к появлению острых пиков поля, амплитуда ко-
торых  значительно  превышает  амплитуду  какой-
либо одной гармоники. Четко видно, что область, в 
которой огибающая кильватерного поля максималь-
на, заключена между заряженным сгустком и дви-
жущейся вслед за ним границей – задним фронтом 
излучения. Позади заднего фронта поле значительно 
меньше, чем перед ним, и имеет другую структуру.

4. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ СГУСТКОВ
Перспективным  методом  получения  кильватер-

ных полей большой амплитуды является использо-
вание цепочки коротких сгустков малой плотности, 
организованной  таким  образом,  чтобы  поля  от 
отдельных  сгустков  складывались  когерентно. 
Рассмотрим последовательность из 15 сгустков. Из 
рис.4  видно,  что  поле  растет,  а  затем  убывает, 
причем за  последним сгустком (линия 1)  скорость 
убывания поля возрастает до задней границы волно-
вого пакета, за которой поле стремится к нулю. Ли-
ния  2  соответствует  положению  заднего  фронта 
кильватерного  поля,  возбуждаемого  головным 
сгустком последовательности, и определяет количе-
ство сгустков, поля от которых могут складываться 
когерентно. Отсюда, амплитуда поля в фиксирован-
ный момент времени будет достигать максимально-
го значения в точке

gr
grz v t=

и не будет увеличиваться с ростом числа сгустков 
при количестве сгустков, равным

( )0max 1grt v v
N

z

−
≈ +

∆
,

где  z∆  –  расстояние между соседними сгустками 
последовательности.
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Рис.4. Структура продольного электрического 
поля, возбуждаемого на оси полубесконечного 

волновода 15 заряженными сгустками. Учтено 
50 гармоник по x , одна по y
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Рис.5. Распределение продольного электрическо-
го кильватерного поля по ширине волновода.  
Пунктирной линией обозначено положение 
сгустка, штрихпунктирной – ось волновода

На рис.5 приведено распределение продольного 
электрического  поля  возбуждаемого  одним 
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сгустком, по ширине волновода. Характер распреде-
ления поля от большего количества сгустков, оче-
видно, останется аналогичным. Здесь учтено 50 гар-
моник по x  и y . Поле вычисляется в максимуме в 

0.64z = см. Как видно, поле достигает максимально-
го значения на оси волновода, при этом оно локали-
зовано  на  расстояниях  от  оси  порядка  размера 
сгустка и быстро спадает в направлении стенок.

Наконец, рассмотрим распределение продольно-
го электрического поля по высоте (рис.6). Парамет-
ры те же, что и на рис.5. Распределение амплитуды 
поля практически однородно по высоте волновода.

Со временем максимум поля будет расти и пере-
мещаться  вслед  за  сгустками  с  групповой  скоро-
стью. Для системы конечной длины максимум поля 
достигается  в  конце  в  момент  времени  /sys grt L v= , 
где sysL  – длина системы. Таким образом, в рассмат-
риваемой нами замедляющей системе max 13N ≈ .
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Рис.6. Распределение продольного электриче-
ского кильватерного поля по ширине волновода, 
возбуждаемого одним заряженным сгустком

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе проведено 3-мерное исследование воз-

буждения переходного и черенковского излучений в 
полуограниченном диэлектрическом волноводе пря-
моугольного сечения электронными релятивистски-
ми сгустками или их последовательностью.

С применением метода Фурье и методов функ-
ции  комплексного  переменного  найдены  точные 
аналитические решения для полей как переходного, 
так и черенковского излучений. Продольная струк-
тура аксиального электрического поля имеет вид пе-
риодических  четко  выраженных  узких  пиков.  Это 
происходит  из-за  интерференции  большого  числа 
поперечных гармоник. Поперечная структура киль-

ватерного  поля  практически  полностью  повторяет 
поперечную форму сгустка. Определены степень ло-
кализации и увеличение амплитуды кильватерного 
поля,  обусловленные  суперпозицией  большого  ко-
личества  поперечных  мод.  Показано  увеличение 
кильватерного поля при когерентном сложении по-
лей  регулярной  последовательности  электронных 
сгустков.  Исследованы явления,  возникающие  при 
наличии входной границы, – возбуждение переход-
ного излучения и ограничение на число когерентно-
возбуждающих сгустков. Последнее связано с ухо-
дом от входа с групповой скоростью возбужденного 
излучения.  Наибольшая  амплитуда  продольного 
электрического  поля  достигается  вблизи  заднего 
фронта, движущегося с групповой скоростью. Мак-
симально достижимое поле определяется параметра-
ми  волновода  и  цепочки  сгустков,  определяющих 
число когерентно-излучающих сгустков.

Для  параметров  планируемого  Брукхэвенского 
эксперимента [1] получены величины черенковских 
(кильватерных) полей порядка 3 МэВ/м.

Как следует из рис 5,6 возбуждаемое поле сосре-
доточено в области, занятой электронным сгустком. 
Это позволяет надеяться на уменьшение требований 
к пробою диэлектрика. Однако для окончательного 
вывода необходимо решить эту задачу при наличии 
вакуумного  пролетного  канала  для  электронного 
сгустка. Более того, это необходимо и для адекват-
ности реальному эксперименту.

Работа выполнена при поддержке гранта ДФФД 
№02.07/325.

ЛИТЕРАТУРА
1. T.C. Marshal,  C. Wang,  J.L. Hirshfield  //  Phys.  

Rev. ST-Accel. And Beams 4, 121301 2001.
2. T.B. Zhang, J.L.Hirshfield, T.C. Marshal, B. Hafizi 

// Phys. Rev. 1997, E 56, p.4647-4655.
3. V. Kiselev, A. Linnik, I. Onishchenko, G. Sotnikov 

et  al.  Dielectric  Wake-Field  Generator  //  12th In-
tern.  Conf.  jn  High-Power  Particle  Beams.  
BEAMS’98, Haifa,  Israel,  June  7-12,1998,  v.I, 
p.756-759.

4. S.Y. Park and J.L. Hirshfield //  Phys. Rev. 2000, E 
62, 1266.

5. I.N. Onishchenko, D.Yu. Sidorenko, G.V. Sotnikov 
// Physical Review E 65. 2002, p.066501-1-11.

6. Е.Л. Бурштейн,  Г.В. Воскресенский  //  ЖТФ. 
1963, 33, c.34.

EXCITATION OF CHERENKOV RADIATION IN SEMI-INFINITE DIELECTRIC WAVEGUIDE OF 
RECTANGULAR CROSS-SECTION BY A SEQUENCE OF ELECTRON BUNCHES 

N.І.Оnishchenko, G.V.Sotnikov 
Process of wakefield excitation by an electron bunch and by a sequence of bunches in rectangular dielectric 

waveguide is investigated for electron acceleration with high accelerating rate.

ЗБУДЖЕННЯ ЧЕРЕНКОВСЬКОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ В НАПІВОБМЕЖЕНОМУ ДІЕЛЕК-
ТРИЧНОМУ ХВИЛЕВОДІ ПРЯМОКУТНОГО ПЕРЕРІЗУ ПОСЛІДОВНІСТЮ ЕЛЕКТРОННИХ 
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М.І.Онищенко, Г.В.Сотніков 
Досліджені  процеси  збудження  кільватерного  поля  електронними  згустками  та  їх  послідовністю  в 

прямокутному діелектричному хвилеводі.
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