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Дослiджено лiнiйнi гiбриднi автомати, що заданi на конусi. Для дослiдження стiйко-

стi їх розв’язкiв прийнято використовувати метод функцiй Ляпунова, який вимагає

побудови матриць з певними властивостями. Отримано необхiднi i достатнi умови

iснування додатної на конусi матрицi H такої, що матриця AT H + HA вiд’ємна.

Одним з методiв дослiдження стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь є другий метод
Ляпунова. Наведемо класичну теорему.

Теорема 1. Система диференцiальних рiвнянь

ẋ(t) = Ax(t), (1)

де A — матриця розмiрностi n×n, x(t) ∈ R
n, є асимптотично стiйкою тодi i лише тодi,

коли iснує додатно визначений розв’язок H матричного рiвняння Ляпунова

AT H + HA = −C

для будь-якої додатно визначеної матрицi C.
У роботах [1–3] розглядається використання функцiй Ляпунова для дослiдження гiб-

ридних автоматiв та систем iз перемиканнями.
Розглянемо систему iз перемиканням

ẋ = Aix, x ∈ R
n, (2)

де Ai — матрицi розмiрностi n × n, i : [0,∞) → {1, 2}. Необхiдно дослiдити на стiйкiсть
систему (2). У лiтературi описано декiлька пiдходiв до дослiдження стiйкостi. Один iз них
заснований на побудовi для кожної iз матриць Ai вiдповiдного розв’язку матричного рiв-
няння Ляпунова [4].

Нехай задано систему вигляду

ẋ = Aix, Cix > 0. (3)

Конуси {x : Cix > 0} не обов’язково покривають увесь фазовий простiр. У [5] поставлено
вiдкриту проблему побудови необхiдних i достатнiх умов iснування додатно визначеного
розв’язку рiвняння Ляпунова на конусi {x : Cix > 0}.

Мета роботи формулюється таким чином. Нехай задано матрицю A розмiрностi n × n

i конус {x : x > 0}. Треба визначити необхiднi i достатнi умови iснування додатної на конусi
матрицi H такої, що матриця AT H + HA вiд’ємна.

За допомогою простих перетворень систему (3) можна звести до системи, в якої конуси
будуть мати вигляд {x : x > 0}. Введемо такi позначення. N — фiксоване натуральне число;
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SN×N — множина дiйсних симетричних матриць розмiрностi n; cl X — замикання множини
X ⊆ R

N ; A > 0 (A > 0) — матриця А має невiд’ємнi (додатнi) елементи; intR X — вiдносна
внутрiшнiсть множини X ⊆ R

N ; ImA X = {Ax|x ∈ X} — образ множини X ⊆ R
N ; ‖ · ‖ —

евклiдова норма в R
N ; 〈X〉 — лiнiйна оболонка пiдмножини X ⊆ R

N ; dim L — розмiрнiсть
векторного пiдпростору R

N ; SN — одинична сфера в R
N ; ei = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0)T — i-й орт

в R
N .
Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

ẋ = Ax,

де A ∈ R
N×N .

Означення 1. Система (1) має стiйке тривiальне положення рiвноваги на замкненому
опуклому конусi X ⊆ R

N , якщо ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (x(0) ∈ Oε(0)
⋂

X ⇒ ∀t : 0 < t < sup{τ >

> 0 | x(τ) ∈ X} x(t) ∈ Oδ(0)).
Наведемо без доведення вiдому лему.
Лема 1. Нехай опуклi конуси X, Y ⊆ R

N такi, що cl(X)
⋂

cl(Y ) = {0}. Тодi iснує
p ∈ R

N , для якого виконується

∀x ∈ cl(X) \ {0}, y ∈ cl(Y ) \ {0} pT x < 0 < pT y.

Наслiдок. Нехай опуклi конуси X, Y ⊆ R
N такi, що cl(X)

⋂
cl(Y ) = {0}. Тодi iснує

невироджена матриця C ∈ R
N×N така, що

∀x ∈ cl(X) \ {0}, y ∈ cl(Y ) \ {0} Cx < 0 < Cy.

Доведення. Будемо розглядати випадок X 6= {0}, Y 6= {0}, оскiльки у випадку рiвностi
одного з конусiв {0} доведення проводиться аналогiчно. У результатi застосування леми до
опуклих конусiв X та Y отримаємо

∀x ∈ cl(X) \ {0}, y ∈ cl(Y ) \ {0} pT x < 0 < pTy

для деякого p ∈ R
N . Покладемо

C(ε) = (p, p, . . . , p)T + εE, ε ∈ R.

Тодi

∀x ∈ cl X
⋂

SN , y ∈ cl Y
⋂

SN C(0)x < 0 < C(0)y.

Оскiльки непорожнi множини cl X
⋂

SN , clY
⋂

SN компактнi, то iснують a0, b0 ∈ R

такi, що

max
x∈cl X

⋂
S

max
i=1,...,N

eT
i C(0)x < a0 < 0 < b0 < min

y∈cl Y
⋂

S
min

i=1,...,N
eT
i C(0)y.

На пiдставi неперервностi за ε, x функцiї max
i=1,...,N

eT
i C(ε)x iснує ε∗ > 0, для якого ви-

конується

∀x ∈ cl X
⋂

SN , y ∈ cl Y
⋂

SN ,
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маємо

max
i=1,...,N

eT
i C(ε∗)x 6 a0 < 0 < b0 6 min

i=1,...,N
eT
i C(ε∗)y.

I, як наслiдок,

∀x ∈ clX \ {0}, y ∈ cl Y \ {0} C(ε∗)x < 0 < C(ε∗)y.

Тодi можна покласти C = C(ε∗). Наслiдок доведено.
Лема 2. Нехай X ⊆ R

N — опуклий конус, A ∈ R
N×N — матриця i cl X

⋂
ImA cl X =

= {0}. Тодi iснує невироджена H ∈ SN×N така, що

∀x ∈ clX \ {0} xT Hx > 0 i xT (AT H + HA)x 6 0.

Доведення. Застосуємо наслiдок з попередньої леми до конусiв X та ImA X. Отрима-
ємо, що

∀x ∈ cl(X) \ {0}, y ∈ ImA cl(X) \ {0} Cx < 0 < Cy

для деякої невиродженої матрицi C. Покладемо H = CTC. Тодi при довiльному x ∈ cl X\{0}
має мiсце

xT Hx = ‖Cx‖2 > 0

i

xT (AT H + HA)x = 2xT CTCAx = 2(Cx)T (CAx) 6 0,

оскiльки Ax ∈ cl ImA X та Cx < 0 6 C(Ax).
Отже матриця H шукана. Лему доведено.
З наведеної леми можна отримати критерiй iснування додатної квадратичної функцiї

Ляпунова для системи (1) на конусi {x ∈ R
N : x > 0}.

Теорема 1. Необхiдною i достатньою умовою для iснування невиродженої матрицi
H ∈ Sn×n такої, що H > 0 i AT H + HA < 0 є ∀x > 0, x 6= 0, Ax 6> 0.

Доведення. Необхiднiсть випливає з того, що припустивши iснування x0 > 0, x0 6= 0,
для якого Ax0 > 0, отримаємо xT

0 (AT H + HA)x0 = 2(Hx0, Ax0) > 0, оскiльки Hx0 > 0,
Ax0 > 0 i обидва не дорiвнюють нулю, що суперечить умовi AT H + HA < 0. Достатнiсть
випливає з леми 2. Теорему доведено.

Наслiдок. Нехай A ∈ R
N×N — невироджена матриця i система (1) має стiйке тривi-

альне положення рiвноваги на замкненому опуклому конусi X. Шляхом зведення до дiйсної
канонiчної форми матрицю А можна подати у виглядi

A = T (A1 ⊕ A2)T
−1,

де T ∈ R
N×N — невироджена матриця, A1 ∈ R

k×k, −A2 ∈ R
l×l — гурвiцевi матрицi

(допускається k = 0, якщо A гурвiцева).
Виконаємо замiну змiнних x = Ty. Оскiльки для системи з гурвiцевою матрицею завжди

iснує квадратична функцiя Ляпунова на всьому просторi, для системи (1) iснує квадратична
функцiя Ляпунова на X тодi i лише тодi, коли для системи

ẏ = A2y

iснує квадратична функцiя Ляпунова на Pr2 ImT−1 X.
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Згiдно з лемою 2 така функцiя буде iснувати, якщо

ImA Pr2 ImT−1 X
⋂

Pr2 ImT−1 X = {0}.

Розглянемо систему

ẋ = Ax, Gx > 0, (4)

де A, G ∈ R
n×n, A невироджена. Зробимо невироджену замiну змiнних y = (y1, . . . , yn)T =

= Tx таку, що для деяких iндексiв 0 6 i < j 6 n + 1 має мiсце Gx > 0 ⇔ y1, . . . , yi > 0,
yj, . . . , yn = 0.

Можна без обмеження загальностi вважати, що обмежень yj, . . . , yn = 0 немає. Тодi
система (4) рiвносильна системi

ẏ = TAT−1y = Ay, y1, . . . , yi > 0. (5)

Якщо в результатi цих дiй i = n, тобто на всi змiннi yi накладається умова невiд’ємностi,
то можна застосувати твердження: якщо ∀ y > 0, y 6= 0 має мiсце Ay 6> 0, то iснує квадра-
тична форма yT Hy, H ∈ Sn×n, така, що для довiльного y > 0, y 6= 0 має мiсце yT Hy > 0

i yT (A
T
H + HA)y < 0, тобто для довiльного x такого, що Gx > 0 виконується:

1) xT T THTx > 0;
2) xT T T ((TAT T−1)T H + HTAT−1)Tx = xT (AT T THT + T T HTA)x < 0 i квадратична

форма xT T THTx може виступати як функцiя Ляпунова на Gx > 0.
Можна навести приклад, який демонструє можливiсть ситуацiї, коли стан лiнiйного

гiбридного автомата «локально стiйкий» (гiбридний автомат завжди перебуває в цьому
станi скiнченний час, пiсля чого залишає цей стан), але при цьому не iснує вiдповiдної
стану квадратичної функцiї Ляпунова. Зауважимо, що неквадратичну функцiю Ляпунова
побудувати можна.

Введемо такi позначення. Для невиродженого лiнiйного оператора A на R
N позначимо

DA
n (X) =

n⋂
i=0

ImA−i X, n > 0; dA
n (X) = dim〈DA

n (X)〉, n > 0; νA(X) — найменше n > 0, для

якого DA
n (X) = {0}, або ∞, якщо такого не iснує.

Верхнi iндекси будемо опускати, коли вважаємо A фiксованим. Мають мiсце такi влас-
тивостi:

1) X ⊆ Y ⇒ Dn(X) ⊆ Dn(Y );
2) Dn(X

⋃
Y ) ⊇ Dn(X)

⋃
Dn(Y );

3) Dn(X
⋂

Y ) = Dn(X)
⋂

Dn(Y );
4) Dn(X \ Y ) ⊆ Dn(X) \ Y ;
5) Dm(Dn(X)) = Dm+n(X);
6) X — ЗОК/СЗОК ⇒ Dn(X) — ЗОК/СЗОК (ЗОК — замкнений опуклий конус).
Лема 3. Нехай A ∈ R

N×N , −A є гурвiцевою матрицею i система (1) на ЗОК X ⊆ R
N

має стiйке тривiальне положення рiвноваги. Тодi νA(X) < ∞.
Доведення. Припустимо супротивне: ∀n ∈ N Dn(X) мiстить ненульовий вектор. Тодi

послiдовнiсть множин Dn(X)
⋂

SN є послiдовнiстю вкладених непорожнiх компактiв, тому
∃ a ∈ SN

⋂ ⋂
n>0

Dn(X) = SN

⋂ ⋂
n>0

ImA−n X, звiдки ∀n ∈ N Ana ∈ X. З цього випливає, що

∀ t > 0, n ∈ N cn(t) =
n∑

i=0

ti

i!
(Aia) ∈ X,
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а отже,

exp(At)a = lim
n→∞

cn(t) ∈ X.

Таким чином, iснує ненульова (бо a ∈ S) траєкторiя x∗(t) = exp(At)a вихiдної системи, що
лежить в X для t > 0.

Оскiльки −A гурвiцева, то ‖x∗(t)‖ необмежена, що суперечить припущенню про стiй-
кiсть системи на X. Лему доведено.

Лема 4. Нехай X ⊆ R
N — замкнений опуклий конус зi скiнченною множиною твiрних

у R
N i νA(X) = n + 1. Тодi iснують замкненi опуклi конуси зi скiнченною множиною

твiрних Xj , j = 1, . . . ,m, такi, що
m⋃

j=1
Xj = X i dn(Xj) < dn(X).

Доведення. Покладемо X1 = Dn(X), Y = X \ intR Dn(X); X = X1
⋃

Y . Тодi
dn(X1) = 0 < dn(X), оскiльки D1(X1) = Dn+1(X) = {0}, i dn(Y ) < dn(X), оскiльки
Dn(X \ intR Dn(X)) ⊆ Dn(X) \ intR Dn(X). Оскiльки X — замкнений опуклий конус зi
скiнченною множиною твiрних у R

N , то Y можна подати об’єднанням елементiв скiнчен-
ної множини замкнених опуклих конусiв зi скiнченною множиною твiрних X2, . . . ,Xm, для
яких dn(Xj) 6 dn(Y ) < dn(X). Лему доведено.

Наслiдок. Нехай X ⊆ R
N — замкнений опуклий конус зi скiнченною множиною твiр-

них у R
N i νA(X) < ∞. Тодi iснують замкненi опуклi конуси зi скiнченною множиною

твiрних Xj , j = 1, . . . ,m, такi, що
m⋃

j=1
Xj = X i ν(Xj) 6 1.

Доведення. Доведемо лему iндукцiєю за параметром

r(X) = (ν(X), dν(X)−1(X)) ∈ N
2
0.

Тут d−1 ≡ 0. Будемо вважати множину N2
0 лексикографiчно (цiлком) впорядкованою. При

r(X) = (0, d) та r(X) = (1, d) твердження очевидне. Припустимо, що лему доведено у випад-
ку r(X) < r0 i доведемо у випадку r(X) = r0. За лемою 4 подамо X у виглядi скiнченного
об’єднання замкнених опуклих конусiв зi скiнченною множиною твiрних Yj , j = 1, . . . ,m,
для яких dν(X)−1(Yj) < dν(X)−1(X). Тодi для кожного j можливi два випадки:

1) якщо dν(X)−1(Yj) = 0, то ν(Yj) < ν(X) i r(Yj) < r(X);
2) iнакше ν(Yj) > ν(X)−1, тому ν(Yj) = ν(X) i dν(Yj)−1(Yj) < dν(X)−1(X) i r(Yj) < r(X).

В обох випадках r(Yj) < r0 i за припущенням iндукцiї кожну з множин Yj можна подати
скiнченним об’єднанням замкнених опуклих конусiв Xi

j, для яких ν(X1
j ) 6 1. Наслiдок

доведено.
Теорема 2. Нехай A ∈ R

N×N невироджена i система (1) на замкненому опуклому
конусi зi скiнченною множиною твiрних X ⊆ R

N має стiйке тривiальне положення
рiвноваги. Тодi iснують замкненi опуклi конуси зi скiнченною множиною твiрних Xj,

j = 1, . . . ,m, такi, що
m⋃

j=1
Xj = X i на кожному Xj iснує квадратична функцiя Ляпунова

для системи (1).
Доведення. Шляхом зведення до дiйсної канонiчної форми матрицю A подамо у ви-

глядi

A = T−1(A1 ⊕ A2)T,
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де A1 ∈ R
N1×N1 , A2 ∈ R

N2×N2 , T ∈ R
N×N — невиродженi матрицi, A1 i −A2 — гурвiцевi

матрицi.
Тому без обмеження загальностi можна вважати, що A = A1⊕A2. За теоремою Ляпунова

iснує додатно визначена квадратична форма

V (x1) = xT
1 H1x1, H1 ∈ R

N1×N1 ,

яка є функцiєю Ляпунова для системи

ẋ1 = A1x1

на R
N1 .

Позначимо через Pr2 проектування на пiдпростiр 〈eN1+1, . . . , eN2
〉 простору R

N . Тодi
Pr2 X є замкнений опуклий конус у R

N2 , на якому система ẋ2 = A2x2 має стiйке тривiальне
положення рiвноваги. За наслiдком з леми 4, лемами 3 та 2, iснують замкненi опуклi конуси

зi скiнченною множиною твiрних X2
1 , . . . ,X2

m ⊆ R
N2 такi, що

m⋃
j=1

X2
j = Pr2 X i на кожному

з них iснує функцiя Ляпунова Vj(x2) = xT
2 H2

j x2 для системи

ẋ2 = A2x2.

Покладемо замкненi опуклi конуси зi скiнченною множиною твiрних таким чином:

Xj = X
⋂

(RN × X2
j ), j = 1, . . . ,m,

m⋃

j=1

Xj = X.

Перевiримо, що для кожного j квадратична форма

Vj(x) = xT Hjx
T , j = 1, . . . ,m,

де Hj = H1⊕H2
j , буде функцiєю Ляпунова для системи ẋ = Ax на вiдповiдному замкненому

опуклому конусi зi скiнченною множиною твiрних Xj .
1. Якщо x = (x1, x2) ∈ Xj \ {0}, то V (x) = V1(x1) + V2(x2) > 0, оскiльки x2 ∈ Pr2 X.
2. Якщо в деякий момент t траєкторiя x(t) = (x1(t), x2(t)) ∈ Xj , то V̇ (x(t)) = V̇1(x1(t))+

+ V̇2(x2(t)) 6 0, причому строго менше нуля, якщо N1 > 0.
Теорему доведено.
Таким чином, лема 2, теорема 1 та наслiдки з неї за певних умов гарантують iснування

квадратичної функцiї Ляпунова для локально стiйкого стану. Проте можна побудувати
приклад локально стiйкого стану (з iнварiантною множиною у виглядi замкнених опуклих
конусiв), для якого квадратичної функцiї Ляпунова не iснує. Незважаючи на це, теорема 2
показує, що при достатньо загальних умовах локально стiйкий стан гiбридного автомата
можна розщепити на скiнченну множину станiв, на кожному з яких iснує квадратична
функцiя Ляпунова.
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On the existence criterion of copositive solutions of the Lyapunov

equation

Linear hybrid automats which are defined on a cone are described. To study the solution stability,

it is accepted to use the method of Lyapunov functions which requires the construction of matrices

with certain properties. The necessary and sufficient conditions of existence of a matrix H positive

on a cone such that the matrix AT H + HA is negative are obtained.
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