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U ramkah klasiqno� elektrodinamiki doslid�ena problema re�
akci� vipromin�vann� ta �� vpliv na ruh zamkneno� sistemi dvoh
toqkovih zar�div� V interferenci�ni� qastini tenzora gustini
energi��impul�su Maksvella vidilena radiaci�na komponenta� �ka
viznaqa� tu qastinu vipromin�vann�� wo pokida� ra�on vza�modi�
i mo�e fiksuvatis� viddalenimi detektorami� Inxa� priqastinko�
va komponenta tenzora Maksvella� formu� neviddil�ni vid zar�div
elektromagnetni �hmarinki�� Vona da� vklad u masu ko�nogo �z
zar�div ta modifiku� �hni 	�impul�si� �Dalekos��ne� vipromin��
vann� perenosit� energi�� impul�s ta moment impul�su� zabira�
�qi �h vid zar�div� Z analizu rivn�n� balansu zbere�uvanih ve�
liqin zamkneno� sistemi 
qastinki pl�s pole� vipliva� vidome
rivn�nn� Lorenca�Diraka� wo opisu� ruh zar�du v poli inxogo za�
r�du z urahuvann�m reakci� vipromin�vann��

�� VSTUP

Inici�ovane Lorencom ta Abragamom doslid�enn� vipromin�vann� za�
r�d�enih qastinok privertalo uvagu doslidnikiv vprodov� us�ogo
minulogo stolitt�� Li�nard ������ ta Gevisa�d ������ uzagal�nili
Larmorivs�ki� viraz dl� potu�nosti vipromin�vann� priskorenogo
nerel�tivists�kogo zar�du na vipadok dovil�nih xvidkoste�� U ���	 r�
Xott opisav vipromin�vann� elektrona
 wo ruha�t�s� po kolu ���� U
svo�� klasiqni� roboti ��� Dirak vstanoviv
 �k generovane toqkovim
zar�dom vipromin�vann� modifiku� tra�ktori� �ogo ruhu� Elektro�
magnetni hvili zabira�t� u zar�d�eno� qastinki energi� ta impul�s

spovil�n��qi ��� Same radiaci�ni vtrati obme�u�t� veliqinu ener�
gi�
 �ku mo�na nadati zar�d�enim qastinkam u kolovih priskor��
vaqah� Xvin�er �
� doslidiv kutovi�
 spektral�ni� ta spektral�no�
kutovi� rozpodil vipromin�vann� zar�du ta vstanoviv
 wo ul�trare�
l�tivistiqni� elektron vipromin�� v napr�mi
 wo zb�ga�t�s� z napr��
mom �ogo xvidkosti �t�zv� �pro�ektorni� efekt���

Vipromin�vann�
 generovane priskorenimi zar�dami
 prinosit�
tako� i korist�� Strumin� elektroniv
 wo ruha�t�s� po sinuso�di

PACS numbers� ������De� ������Gh� ������Cp
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pid vplivom periodiqnogo magnetnogo pol�
 slu�it� roboqim instru�
mentom u t�zv� lazerah na �vil�nih� elektronah� Ci pristro� vigid�
no vidrizn��t�s� vid optiqnih lazeriv �de elektroni �priv��zani� do
atomiv i vipromin��t� pri �pereskokah� iz zbud�enogo rivn� na osnov�
ni�� nabagato bil�xo� potu�nist� ta vseos��nim diapazonom dov�in
hvil�� vid milimetrovogo do ��orstkogo� rentgenu �����	�� Tomu voni
zna�xli zastosuvann� u na�riznomanitnixih sferah l�ds�ko� d��l��
nost� � vid medicini do oboronno� galuzi�

Harakteristiki lazera na v�l�nih elektronah viznaqa�t�s� pa�
rametrami tra�ktori�
 po �ki� ruha�t�s� strumin� elektroniv� Ce da�
zmogu regul�vati qastotu ta potu�nist� vipromin�vann�
 toqku fo�
kusuvann� lazernogo promen� ta inx� va�liv� veliqini� Minulogo
roku zaprac�vav na�potu�nixi� u sviti lazer na vil�nih elektro�
nah na osnovi Stenfords�kogo lini�nogo priskor�vaqa ���� Xvidk�st�
elektron�v u strumen� lixe v dev��tomu znaku p�sl� komi v�dr�zn��t�s�
v�d xvidkost� sv�tla� Lazer produku� nadzviqa�no potu�n� �mpul�si
u rent�en�vs�komu d�apazon�
 sfokusovan� u pl�mu rad�usom vs�ogo lix
���� nm � Modul� oscil��qogo elektromagnetnogo pol� lixe na por��
dok menxi� za veliqinu kritiqnogo Xv�n�er�vs�kogo elektrostatiq�
nogo pol� � ��
 � ����V�m �
 pri �komu �zakipa�� vakuum �utvor��t�s�
pari elektron�pozitron��

Potu�nist� vipromin�vann� odnogo elektrona zada�t�s� vidomim
virazom Larmora i � proporci�no� do kvadratu �ogo zar�du ta kvadra�
tu priskorenn�� U vipadku ul�trarel�tivistiqnogo ruhu �u lazerah
na vil�nih elektronah vikoristovu�t� lixe visokoenergetiqni po�
toki zar�d�enih qastinok� vipromin�vann� skoncentrovane vzdov�
napr�mu xvidkosti zar�d�eno� qastinki� Oto� pri sinuso�dal�no�
mu rusi u formuvanni lazernogo promen� berut� uqast� lixe zgust�
ki elektroniv
 wo perebuva�t� na �greben�h� sinuso�di� Oqevidno

wo elektromagnetn� hvil�
 viprominen� r�znimi elektronami
 nakla�
da�t�s� odna na odnu �interferu�t��� Koli elektroni u zgustku roz�
poroxeni
 hvil� naklada�t�s� bezladno � vza�mno pogaxa�t�s�� Ta�
ke vipromin�vann� naziva�t� nekogerentnim� �ogo intensivnist� pro�
porci�na do kil�kosti qastinok u zgustku�

Prote ruh elektron�v mo�na vpor�dkuvati takim qinom
 wo vi�
prom�nen� nimi elektromagnetn� hvil� p�dsil�vatimut� odna odnu� Ce
da� zmogu sutt�vo zbil�xiti intensivnist� vipromin�vann�
 zrobivxi
�� proporci�no� do kvadrata kil�kosti qastinok� Ce� efekt
 nazvani�
spontannno stimul�ovanim samopidsilenn�m �self ampli�ed stimulated
emission
 SASE� �������
 korotko mo�na opisati tak� Spoqatku elek�
troni u zgustku rozpodileni dovil�no� Odnak
 zavd�ki vza�modi� osci�
l��qih elektroniv iz �h vlasnim vipromin�vann�m
 voni �zbiva�t��
s�� u mikrozgustki
 rozmiri �kih sumirni iz dov�ino� hvili fotoniv�
Taki mikrozgustki
 �ki mo�ut� skladatis� iz mil��rda elektroniv �	�

vipromin��t� �k odin��dini� zar�d� Oqevidno
 wo same �viwe inter�
ferenci� vipromin�vann� le�it� v osnov� efektu spontannno stimu�
l�ovanogo samopidsilenn��

U c�� statt� rozgl�nemo vipromin�vann�
 generovane zamkneno�
sistemo� dvoh toqkovih zar�div� Qastinki vza�modi�t� za posered�
nictvom stvorenogo nimi elektromagnetnogo pol�� vza�movpliv pol�
ta �ogo d�erel viznaqa� evol�ci� sistemi� Rezul�tati
 wo vipliva�
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�t� z anal�zu �nterferenc�� pol�v dvoh zar�d�v
 legko uzagal�n��t�s�
na sistemu z dov�l�nim qislom qastinok�

�� �NTERFERENC�� VIPROM�N�VANN� DVOH TOQKO�
VIH ZAR�D�V

Energi� ta impul�s
 �ki perenos�t�s� elektromagnetnim polem �f 
 vi�
znaqa�t�s� tenzorom gustini energ����mpul�su Maksvella

��T �� � f��f�
� �

���

�
f��f��� �����

Oskil�ki tenzor Maksvella kvadratiqni� za napru�enost�mi elek�
tromagnetnogo pol� �f � �f��� � �f��� dvoh qastinok
 �ogo mo�na pred�
staviti sumo�

T �� � T ��

��� � T ��

��� � T ��
int � �����

Individual�ni vkladi qastinok T�a� zada�t�s� virazom �����
 u �komu
povne pole �f zamin��t�s� sp�znenim polem a �o� qastinki

f
�a�
�� �

ea
r�a

�
ua��ka�� � ua��ka��

�
���
�

�
ea
ra

�
aa��ka�� � aa��ka�� � �aa � ka� �ua��ka�� � ua��ka���

�
�

a �perehresni�� dodanok

��T ��
int � f�����f

�
���� � f�����f

�
���� �

���

�

�
f�����f

���
�� � f�����f

���
��

�
�����

opisu� interferenci� poliv vza�modi�qih qastinok� U znamenikah
virazu ���
� sto�t� sp�znena v�ddal� ���

ra � ��Ka � ua�� �����

de K�
a � x� � z�a �sa� � ��vektor nul�ovo� dov�ini
 wo pov��zu� po�

l�ovu toqku x � M � z toqko� em�s�� z�a �sa� � �a na sv�tov�� l�n��
�a qastinki �div� ris� ��� Simvolom ka poznaqeni� nul�ovi� ��
vektor Ka�ra 
 a dinam�qn� harakteristiki ���xvidk�st� u�a �sa� ta ��
priskorenn� a�a �sa� � berut�s� u sp�zneni� moment qasu sa�x

�� 
 wo �
rozv��zkom algebriqnogo r�vn�nn� ���K

�
aK

�
a � � ta zadovol�n�� umov�

priqinnost� z�a�sa� � x� �
Elektromagnetne pole ���
� otrimu�mo diferenc��vann�m sp�zne�

nogo potenc�alu L��nara�V�herta

Aret
a �x� � ea

ua��
ret�x��

ra
� �����
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�

�x�
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qy

K�

K�

Ris� �� Sp�znene elektromagnetne pole v toqc� x viznaqa�t�s� di�
nam�qnimi harakteristikami a �o� qastinki v moment qasu sa �
� ret�x� � Spr�movani� u ma�butn� nul�ovi� ��vektor Ka pov��zu� toq�
ku em�s�� za�sa� z �pol�ovo�� toqko� x �

�ki� zadovol�n�� hvil�ove r�vn�nn�

�A�
a � ���j�a � ���	�

Tut � � ������� � operator D�Alambera
 a strum ja toqkovo� za�
r�d�eno� qastinki model��t�s� 	�funkc��� D�raka�

j�a �x� � ea

Z ��

��

d�u�a���	
��x� za����� �����

Zavd�ki principu superpozici� poliv
 formula ����� legko uzagal��
n��t�s� na vipadok sistemi N qastinok�

T �� �
X
a

T ��
a �

X
b��a

T ��
ab � �����

Oskil�ki �perehresnih� dodankiv na por�dok bil�xe
 ni� �individu�
al�nih� �N�N � �� proti N� 
 interferenci�na komponenta stanovit�
na�istotnixu qastinu vipromin�vann� zgustka zar�d�enih qastinok�

Ruha�qis� �z priskorenn�m
 elektroni viprom�n��t� elektro�
magnetn� hvil�
 vtraqa�qi
 �mpul�s ta moment �mpul�su� Elektromag�
netn� hvil�
 generovan� vid�lenim zar�dom
 dos�ga�t� �nxih zar�d�v
� mo�ut� �nakaquvati� �h energ��� ta �mpul�som� Toqne vrahuvan�
n� balansu zbere�uvanih veliqin da� zmogu vivesti r�vn�nn� ruhu
zar�d�enih qastinok
 u �kih vrahovu�t�s� samod�� �����
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���� Odnoqastinkov� vneski u energ�� ta �mpul�s elektromag�
netnogo viprm�n�vann�

U prostor� M�nkovs�kogo vid�limo oblast� V 
 obme�enu trivim�r�
no� poverhne� �V 
 � za teoremo� 	ausa oc�nimo pot�k energ�� ta �m�
pul�su qerez c� poverhn�� Dl� c�ogo obqislimo divergenc�� dvoqa�
stinkovogo tenzora Maksvella ������ Poqnemo z �odnoqastinkovih�
qlen�v �T��� ta �T��� � P�dstavivxi sp�vv�dnoxenn�

f
�a�
�� �

�Aa��

�x�
�

�Aa��

�x�
� ������

f���a� � ������f
�a�
��

f��a��� � ���f
�a�
��

u viraz ����� ta prodiferenc��vavxi �ogo za zm�nno� x� 
 otrimu�mo�

��
�T ��

�a�

�x�
�

�
�A�

a

�x�
�

�A�
a

�x�

��
�Aa�� �

�

�x�

�
�A�

a

�x�

��
� ������

Tut ��� � diag���� �� �� �� � metriqni� tenzor prostoru Minkovs�ko�
go M � � Zaf�ksuvavxi kal�brovku Lorenca ��A

�
a � � ta vrahuvavxi

hvil�ove r�vn�nn� ���	�
 otrima�mo

�T ��

�a�

�x�
� �f���a��x�ja���x�� ������

de f���a��x� � napru�en�st� sp�znenogo elektromagnetnogo pol� a �o� qa�
stinki�

Wob oc�niti vtratu �p�part mehan�qnogo ���mpul�su zar�d�eno� qa�
stinki na viprom�n�vann�
 obqislimo pot�k energ����mpul�su
 wo pe�
renosit�s� elektromagnetnim polem� Osk�l�ki strum lokal�zovani�
na sv�tov�� l�n�� qastinki
 zastosuvann� teoremi 	ausa

Z
�V

d
�T
�� �

Z
V

d�x
�T ��

�a�

�x�
����
�

vede do virazu
 oznaqenomu na segment� sv�tovo� l�n�� qastinki �a 
 �ki�
potrapl�� vseredinu vid�leno� oblast� V �Z

�V

d
�T
��

�a� � �ea

Z
V

d�xf���a��x�

Z ��

��

dsaua���sa�	
��x� z�sa��������

� �ea

Z
I

dsaf
��

�a� �za�sa��ua���sa��

�
nterval I � ���� ��� parametrizu� vkazani� v�dr�zok �a � V �� Baqi�
mo
 wo zm�na ���mpul�sa a �o� qastinki zr�vnova�u�t�s� roboto� sili
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Lorenca na segment� sv�tovo� l�n��
 �ka potrapl�� vseredinu vid�leno�
oblast� V �

�p�part�a � �ea

Z ��

��

dsaf
��

�a� �z�sa��u��sa�� ������

Oc�niti c� robotu ne tak prosto
 osk�l�ki pri nabli�enn� do sv�tovo�
l�n�� qastinki pole ���
� sta� nesk�nqenno velikim �problema samod����

U robot� ���
 wo stala klasiqno�
 D�rak rozbiv �ogo na singul�rnu
ta rad�ac��nu qastini�

f ret�a� � fS�a� � fR�a�� ������

Singul�rna qastina

fS�a� �
�

�

�
f ret�a� � fadv�a�

�
����	�

zadovol�n�� neodnor�dne hvil�ove r�vn�nn� ���	� z toqkovim d�ere�
lom � neobme�eno zrosta� v okol� sv�tovo� l�n�� qastinki� Sk�nqenna
poblizu sv�tovo� l�n�� rad�ac��na qastina

fR�a� �
�

�

�
f ret�a� � fadv�a�

�
������

zadovol�n�� odnor�dne hvil�ove r�vn�nn�� Ce ta qastka viprom�n��
vann�
 �ka pokida� qastinku � mo�e dos�gati v�ddalenih detektor�v�
Viperedne pole

fadva����x� �
ea

�radva ��
�ua��ka�� � ua��ka��� ������

�
ea
radva

�
aa��ka�� � aa��ka�� � �aa � ka� �ua��ka�� � ua��ka���

�
�

otrimu�mo z viperednogo potenc�alu L��nara�V�herta ���

Aadv
a �x� � e

ua��
adv�x��

radv
� ������

�ki� te� � rozv��zkom hvil�ovogo r�vn�nn� ���	�� Dodatn�o oznaqena
�nvar�antna veliqina

radva �x� � �Ka � ua�
���
���adv�x�

������

naziva�t�s� viperedno� v�dstann� m�� toqko� em�s�� zadva ta pol�o�
vo� toqko� x � Osk�l�ki z�a��

adv
a � � x� 
 viperedni� potenc�al L��nara�

V�herta �Aadv
a opisu� g�potetiqnu situac��
 koli elektromagnetna

vza�mod�� poxir��t�s� nazad u qas� � viprom�n�vann� ne rozs���t�s�

a koncentru�t�s� na zar�d��

Wob obqisliti rad�ac��nu qastinu ������
 rozm�stimo pol�ovu toq�
ku x poblizu sv�tovo� l�n�� qastinki �div� ris� ��� Pov��zani� �z ne�
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� adv

� ret

x

r

�

Ris� �� Pol�ova toqka x pov��zana �z sp�zneno� toqko� � ret �� s ta
viperedno� toqko� �adv �� s� sv�tlovimi promen�mi� �kwo x du�
�e bliz�ka do sv�tovo� l�n�� qastinki � 
 sp�znena v�ddal� r � malim
parametrom� U granic� r � � toqka x pr�mu� do � �

viperedni� moment qasu �adv � s� mo�na predstaviti u vigl�d� ro�
zvinenn� za stepen�mi malogo parametra r ����

s� � s� �r

�
�� rak � r�

�
a�k �

�



a� �

�



�ak

��
� ������

de ak � �a � k� ta �ak � ��a � k� � proekc�� ��priskorenn� ta �ogo po�
h�dno� na nul�ovi� vektor k � Zv�dsi mo�na legko zna�ti zv��zok m��
dinam�qnimi harakteristikami qastinki u viperedni� ta sp�zneni�
momenti qasu�

radv � r

�
� �

�



r�� �ak � a�k�

�
� ����
�

u��s�� � u� � �ra� � �r� ��a�ak � �a�� �

a��s�� � a� � �r �a��

P�dstavivxi c� sp�vv�dnoxenn� u viraz ������ dl� viperednogo pol� ta
v�dn�vxi otrimane rozvinenn� v�d sp�znenogo pol� ���
�
 otrima�mo
dobre v�domi� ��vektor Abragama

f self�a��� �
�e�




�
�aa�� � a�aua��

�
� ������

Perxi� dodanok � ce tak zvani� dodanok Xotta
 �ki� opisu� vtratu
�koli �a� � � � qi otrimann� �koli �a� � � � zar�dom energ�� vnasl�dok
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zadv
�

z�

�� ��

zret
�

Ris� 
� P�d d��� veliko� zovn�xn�o� sili zar�d�en� qastinki ru�
ha�t�s� po bliz�kih tra�ktor��h� Toqki em�s�� z���

ret
� ����� � �� ta

z���
adv
� ����� � �� rozm�wen� du�e bliz�ko do pol�ovo� toqki z����� � �� �

Sp�znena v�ddal� m�� toqkami zret� ta z� � malim parametrom�

rad�ac��nogo gal�muvann�� Drugi� dodanok � rel�tiv�stiqne uzagal��
nenn� ne menx v�domogo virazu Larmora dl� �ntensivnost� elektro�
magnetnogo viprom�n�vann�
 �ke pokida� qastinku ta rozs���t�s� u
prostor��

���� �nterferenc��na qastina viprom�n�vann�

Analog�qno oc�nimo vnesok v�d �nterferenc��nih dodank�v� Neha� za�
r�di e� ta e� ruha�t�s� vzdov� du�e bliz�kih sv�tovih l�n��
 zobra�
�enih na ris� 
� Wob oc�niti �nterferenc��nu qastinu viprom�n��
vann�
 obqislimo p�vr�znic� sp�zneno� ta viperedno� sil Lorenca
 z
�kimi ��a qastinka d�� na ��u� V�dpov�dn� virazi otrima�mo �z vi�
raz�v ���
� ta ������ dl� sp�znenih ta viperednih pol�v
 poklavxi u
nih x � z��s�� � Osk�l�ki tra�ktor�� bliz�k�
 budemo vva�ati sp�zne�
nu v�ddal� rret� � ��q�� � u�� malim parametrom� Prov�vxi triv�al�n�
obqislenn�
 otrimu�mo

f��� �
�

�

h
f��ret �z

ret
� � z��� f��adv�z

adv
� � z��

i
u��� ������

�
�e�e�



�
u�� �a

�
� � u�� �a

�
�

�
u����

de xvidk�st� � priskorenn� zar�du e� vz�t� v moment qasu sret� �s�� 
 a
zar�du e� � moment qasu s� �

Rozgl�nemo osoblivi� vipadok dvoh zar�d�enih qastinok z od�
nakovimi dinam�qnimi harakteristikami
 napriklad dva oscil��q�



��� �� �remko

elektroni u m�krozgustku v lazer� na v�l�nih elektronah� Poklavxi
u r�vn�nn� ������ u� � u� � u ta a� � a� � a 
 otrimu�mo

f��� �
�e�e�



�
�a� � a�u�

�
� ������

Pri rozgl�d� dzerkal�no� situac��
 koli na zar�d e� d�� p�vr�znic�
sp�znenogo ta viperednogo pol�v
 �enerovanih zar�dom e� 
 otrimu�mo
to� sami� viraz� Dodavxi f��� ta f��� 
 otrimu�mo �nterferenc��ni�
vnesok do viprom�n�vann� sistemi dvoh zar�d�v�

f�int �
�e�e�



�
�a� � a�u�

�
� ����	�

Dodavxi �ogo do ��ndiv�dual�nih� �tih
 �k� v�dpov�da�t� dodankam �T���
ta �T��� u dvoqastinkovomu tenzor� Maksvella ������
 otrimu�mo reak�
c�� viprom�n�vann� sistemi dvoh zar�d�v�

f�self � f���� � f���� � f�int ������

�
��e� � e��

�




�
�a� � a�u�

�
�

�k � sl�d bulo oq�kuvati
 u sistema z dvoh bliz�kih zar�d�v z od�
nakovimi dinam�qnimi harakteristikami viprom�n�� �k odin zar�d
veliqino� e� � e� �

�� ROZWEPLENN� �Tint NA RAD�AC��NU TAPRIQASTIN�
KOVU KOMPONENTI

Te�tel�bo�m ���� rozdiliv tenzor Maksvella ����� odni�� qastinki na
priqastinkovu ta radiaci�nu komponenti� Radiaci�na oberneno pro�
porci�na do kvadrata viddali vid d�erela do toqki spostere�enn��

��T ��
rad �

e�

r�
�
a� � �a � k��

�
k�k� � �
���

Tut a � ��priskorenn� qastinki
 a k � nul�ovi� vektor��vkazivnik�
K � x�z��� 
 podileni� na �spiznenu� viddal� r � ��K �u� � Priqastin�
kova komponenta Tbnd � kombinaci�� dodankiv
 proporci�nih do r�� ta
r�	 �

T ��
bnd �

e�

��r�

�
�k�u� � �k�u� � k�k� �

�

�
���

�
�
���

�
e�

��r	

�
k�a� � k�a� � �a � k� �k�u� � k�u� � k�k��

�
�

Poza sv�tovo� l�n��� divergenci� ko�nogo z tenzoriv Trad ta Tbnd
okremo dorivn�� nul�� Za teoremo� Stoksa
 energi� ta impul�s
 wo
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perenos�t�s� elektromagnetnim polem
 viznaqa�t�s� integruvann�m
tenzora gustini energi��impul�su za dovil�no� prostorovopodibno�
poverhne� � �

p�em �

Z



d
�T
�� � �
�
�

Tut d
� � element poverhni� Oskil�ki v�n proporci�ni� do r� 
 inte�
gruvann� radiaci�no� komponenti �Trad prizvodit� do rezul�tatu
 �ki�
ne zale�it� vid viddali do toqki spostere�enn��

p�rad �
�e�




�Z
��

ds�a � a�u�� �
���

Ce dobre vidome rel�tivistiqne uzagal�nenn� Larmorivs�ko� inten�
sivnosti vipromin�vann�� C� qastina vipromin�vann� rozsi��t�s�
u prostori ta mo�e fiksuvatis� viddalenimi detektorami� Vperxe ��
sposterigali u ���	 roci pid qas remontnih robit na cikliqnomu pri�
skor�vaqi�sinhrotroni firmi General Electric ���� �zvidsi nazva � sin�
hrotronne vipromin�vann���

Prointegruvavxi Tbnd 
 Te�tel�bo�m otrimav viraz
 oberneno pro�
porci�ni� do viddali mi� zar�dom i toqko� spostere�enn�� Oto� pri�
qastinkova komponenta tenzora gustini energi��impul�su utvor�� ne�
viddil�nu vid toqkovogo d�erela elektromagnetnu �hmarinku�
 �ka ne
dos�ga� viddalenih detektoriv� Pisl� rokladu v r�d Te�lora kuloniv�
s�ka rozbi�nist� poglina�t�s� maso� �gologo� zar�du vnaslidok pro�
ceduri perenormuvann�
 a skinqenni� dodanok vidozmin�� ��impul�s
qastinki

p�part � mu� �
�e�



a�� �
���

Tut m � v�e perenormovana skinqenna masa zar�d�eno� qastinki�
Okrim zviqnogo
 proporci�nogo do ��xvidkosti dodanka
 z��vl��t�s�
proporci�ni� do kvadratu zar�du ta ��priskorenn� vnesok vid priqa�
stinkovo� komponenti tenzora Maksvella� �ogo poh�dna za qasom �
dodanok Xotta
 vz�ti� �z protile�nim znakom� Oto� �goli�� za�
r�d razom iz elektromagnetno� �hmarinko�� utvor�� novi� ob��kt�
�od�gnenu� zar�d�enu qastinku z �mpul�som �
����

Takim qinomTe�tel�bo�m ���� pokazav
 wo ��vektor Abragama ������
sklada�t�s� z dvoh principovo v�dm�nnih qastin� z �korotkod��qogo�
dodanku Xotta
 porod�enogo priqastinkovo� komponento� �
��� ta
�dalekos��nogo� dodanku Larmora
 �ki� z��vl��t�s� vnasl�dok �nte�
gruvann� rad�ac��no� komponenti �
��� tenzora Maksvella� Dodanok
Xotta opisu� bezposeredn�� vpliv na zar�d�enu qastinku �� vlas�
nogo elektromagnetnogo pol�
 a dodanok Larmora � vtrati energ��
ta �mpul�su na viprom�n�vann�
 �ke pokida� qastinku
 rozs���t�s� v
prostor� ta mo�e f�ksuvatis� v�ddalenimi detektorami�

Anal�zu�qi �nterferenc��ni� vnesok do viprom�n�vann� sistemi
dvoh bliz�kih zar�d�v ����	� perekonu�mos�
 wo interferenci�na qa�
stina ����� dvoqastinkovogo tenzora Maksvella ����� tako� � komb��
nac��� priqastinkovo� ta rad�ac��no� komponent�



��� �� �remko

Provedene u robot� ���� dosl�d�enn� viprom�n�vann� zamkneno� si�
stemi dvoh toqkovih vza�mod��qih elektriqnih zar�d�v
 wo ruha�t��
s� po dov�l�nih tra�ktor��h
 pokazalo
 wo radiaci�na komponenta in�
terferenci�no� qastini dvoqastinkovogo tenzora Maksvella ma� ta�
ki� vigl�d�

��T ��
int�rad � e�e�

�
t�� �

�

�
���t��

�
� �
���

Tut t�� � zgortka tenzora

t�� �
e�e�
r�r�

�k�� k
�
� � k��k

�
� � �V� � V�� �

e�e�
r��r�

�v�� k
�
� � v��k

�
� � �u� � V�� �
�	�

�
e�e�
r�r��

�k�� v
�
� � k��v

�
� � �V� � u�� �

e�e�
r��r

�
�

�v�� v
�
� � v��v

�
� � �u� � u���

Nul�ovi� ��vektor Va � ua�ka � aa� � aa ta prostorovopodibni� va �
ka � ua � kombinaci�� ��xvidkosti ua 
 ��priskorenn� aa ta nul�ovo�
go vektora ka � Ka�ra � Obqislivxi integral �
�
� c�ogo tenzora za
poverhne� �t � fx � M � � x� � tg 
 otrimu�mo interferenci�nu kompo�
nentu potoku energi��impul�su qerez �t �����

pint�rad �
�

�

X
b��a

	

�

�a�t�Z
��

dsaG
ret
ba �sa� s

ret
b �sa���

sret
a

�t�Z
��

dsaG
adv
ba �sa� s

adv
b �sa��

�

� �
�
���

Pidintegral�ni virazi zale�at� vid harakteristik b �o� qastinki u
spizneni�
 sretb �sa� 
 ta viperedni� sadvb �sa� momenti qasu
 pov��zani z
vidilenim momentom sa na svitovi� lini� a �o� qastinki spiznenim ta
viperednim svitlovimi promen�mi vidpovidno� Funkci�

G�
ab � eaeb

�
q�ba�ub � ua�

r	a
�� � �qba � aa�� �

q�ba�ub � aa�

r�a
�

u�a �ub � ua�

r�a

�
�
���

� kombinaci�� sili Lorenca Fba 
 z �ko� b �ta qastinka di� na a �tu

ta qasovo� pohidno� vid potencialu Li�nara�Viherta Aba 
 stvorenogo
b �o� qastinko� u misci
 de perebuva� a �ta�

G�
ba � �F�

ba � ea
dA�

ba

dsa
� �
����

Princip spizneno� priqinnosti ne poruxu�t�s�
 ad�e mi rozgl�da�mo
interferenci� rozbi�nih elektromagnetnih hvil� u plowini �t i vsi
podi� vidbuva�t�s� do momentu spostere�enn� t � Sp�zneni� ta vipe�
redni� momenti qasu z��vl��t�s� pri rozgl�d� �nterferenc��no� kar�
tini �div� ris� ���

U nastupnomu paragraf� obqislimo divergenc�� rad�ac��no� kom�
ponenti �
��� dvoqastinkovogo tenzora Maksvella ta poka�emo
 wo
poza sv�tovimi l�n��mi qastinok vona dor�vn�� nulev��
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� �N S

�� ��

tret
�

tadv
�

t�

�t

�
x

�x�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

Ris� �� Sferiqni� hvil�ovi� front S� � �t 
 �enerovani� u f�ksova�
ni� moment qasu t� �seredn� za rozm�rom kolo u plowin� �t �
 mo�na
pokriti kolami S� � S� de parametr t� zrosta� z tret� �t�� do tadv� �t�� �
M�n�mal�ne znaqenn� qasovogo parametra poznaqa� verxinu z��t

ret
� �

sv�tlovogo konusa
 �protknutogo� sv�tovo� l�n��� �� v toqc� z��t�� �
Sv�tova l�n�� �� �protika�� sv�tlovi� konus z verxino� v z��t�� v
toqc� z��tadv� � �

���� Divergenc�� rad�ac��no	 ta priqastinkovo	 komponent �Tint

U term�nah tenzora

g
�a�
�� � �

�Aa��

�x�
�
����

�
ea
r�a
va��ua�� �

ea
ra
ka��Va��

rad�ac��na komponenta �
��� matime v�dnosno prosti� vigl�d�

��T ��
int�rad � g�����g

�
����� � g�����g

�
����� �

�

�
���

�
g�����g

���
�� � g�����g

���
��

�
� �
����

Prodiferenc��vavxi �ogo za zm�nno� x� 
 otrimu�mo divergenc��

�T ��
int�rad

�x�
�

�A�
�

�x�

�
�

��
�A���

�
�

�A�
�

�x�

�
�

��
�A���

�
�
��
�

� g�����j��� � g�����j���

de � � ������� � diferenc��ni� operator D�Alambera a ja � ��vektor
strumu a �go zar�du ������ Osk�l�ki zar�di toqkov�
 strumi lokal�zo�
van� na sv�tovih l�n��h qastinok � poza nimi divergenc�� dor�vn��
nulev��
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nterenferenc��na qastina ����� dvoqastinkovogo tenzora Maks�
vella ����� m�stit� we dv� komponenti z nul�ovo� divergenc����

��T ��
int�� � �g�����g�����

� � g�����g�����
� �

�

�
���

�
g�����g

���
�� � g�����g

���
��

�
��
����

��T ��
int�	 � �g�����g

�
����� � g�����g

�
����� � g�����g�����

� � g�����g�����
� �

U kal�brovc� Lorenca divergenc�� T ��
int�� toto�n�o r�vna nulev��

�T ��
int��

�x�
� �� �
����

Divergenc�� tret�ogo dodanka tako� znika� poza sv�tovimi l�n��mi
qastinok�

�T ��
int�	

�x�
� �

�A�
�

�x�

�
�

��
�A���

�
�

�A�
�

�x�

�
�

��
�A���

�
�
����

� �g�����j��� � g�����j����

Osk�l�ki f
�a�
�� � �g

�a�
�� � g

�a�
�� 
 suma divergenc�� �
��
���
���� da� vih�dne

r�vn�nn� �������
Wob obqisliti vkladi dodank�v �
���� v energ�� ta �mpul�s elek�

tromagnetnogo viprom�n�vann�
 pro�ntegru�mo T ��
int� � ta T ��

int� 	 za pro�
storovo�pod�bno� poverhne� �t � fx � M � � x� � tg � Dl� c�ogo sko�
rista�mos� metodiko�
 rozrobleno� u robot� ����� Rezul�tati ob�
qislen� naveden� u Dodatku� Priqastinkova komponenta interferen�
ci�no� qastini tenzora Maksvella vidozmin�� ��impul�s �
��� �od�gne�
nogo� zar�du
 doda�qi do n�ogo spizneni� potencial Li�nara�Viherta
Aba 
 stvorenogo b �o� qastinko� u misci
 de perebuva� a �ta�

p�a � mu�a �
�e�



a�a � eaA

ret��
ba � �
��	�

Po�vu Aba mo�na �nterpretuvati �k nasl�dok deformac�� elektromag�
netno� �hmarinki� a �go zar�du polem zar�du eb �

�� VISNOVKI

U c�� robot� mi vivqa�mo �viwe viprom�n�vann� ta poxirenn� energ��
u klasiqn�� elektrodinam�c�� Vih�dne sp�znene pole ���
� ma� nezl�qen�
nu k�l�k�st� stupen�v v�l�nost�� Var�ac�� d��
 wo viznaqa� evol�c��
zamkneno� sistemi dvoh toqkovih qastinok ta generovanogo nimi po�
l�
 prizvodit� do r�vn�n� Maksvella ���	� z toqkovimi d�erelami
ta do r�vn�n� ruhu samih d�erel
 �k� vza�mod��t� za poserednictvom
pol�� Rozv��zkami r�vn�n� Maksvella � potenc�ali L��nara�V�herta

�k� rozb�ga�t�s� na sv�tovih l�n��h qastinok� Tomu dl� otrimann�
zm�stovnih r�vn�n� ruhu zar�d�enih qastinok potr�bno zastosovuva�
ti proceduru perenormuvann��
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U ���� zaproponovano proceduru perenormuvann�
 osnovanu na ba�
lans� mehan�qnogo �mpul�su ta momentu �mpul�su zar�d�v � viprom�n��
vann�
 kotre pokida� c� zar�di ta rozs���t�s� u prostor�� Energ��

�mpul�s ta moment �mpul�su c�ogo viprom�n�vann� znahodimo qerez
�ntegruvann� tenzora gustini energ����mpul�sa Maksvella�

U anotac�� v�domo� roboti ��
�
 de vikladen� osnovi elektrodinam�ki
�k teor�� pr�mo� �bez poserednictva pol�� vza�mod�� m�� qastinkami

V�ll�r ta Fe�nman citu�t� A�nxta�na� ���� tenzor energ�� sl�d ro�
zum�ti lixe �k timqasovi� zam�nnik mater��� Real�na mater�� skla�
da�t�s� z elektriqno zar�d�enih qastinok���� U svo�� p�oners�k�� ro�
bot� ���� Te�tel�bo�m pokazav
 �k �usunuti� pole� Same ob��mne �nte�
gruvann� gustini elektromagnetno� energ����mpul�su vi�vl�� �ostr�v�
c�� mater�� u pol�ovomu �mor��� �kwo dodati vkladi v�d vs�h element�v
ob��mu
 otrima�mo dodanki dvoh tip�v� �kwo sumarni� rezul�tat za�
le�it� lixe v�d stanu sistemi v aktual�ni� moment qasu
 ce oznaqa�
wo mi natrapili na d�erelo viprom�n�vann� �zar�d�ena singul�r�
n�st��� Koli rezul�tat �ntegruvann� zale�it� v�d poperedn�o� �stor��
d�erela
 ce oznaqa� wo mi vstanovili tu qastku viprom�n�vann�
 �ka
rozs��las� u prostor��

Ob��mne �ntegruvann� tenzora gustini energ����mpul�sa Maksvella
reduku� pol�ov� stupen� v�l�nost�� Otrimu�mo teor�� tipu d�� na v�d�
stan�
 de qastinki vza�mod��t� odna z odno� napr�mu� C� vza�mod��
opisu�t�s� diferenc��nimi r�vn�nn�mi v term�nah zm�nnih samih qa�
stinok
 u �kih vrahovana sk�nqenn�st� xvidkost� poxirenn� vza�mod��
ta samod��� Take �ntegruvann� da� zmogu vstanoviti
 �ka qastka ener�
g�� ta �mpul�su rozs���t�s� v prostor��

U robot� ���� dosl�d�uvalos� viprom�n�vann� odn��� qastinka u
zavn�xn�omu elektromagnetnomu pol�� U c�� robot� p�dh�d Te�tel��
bo�ma poxireni� na sistemu dvoh zar�d�enih qastinok� Pokaza�
no
 wo �nterferenc��na qastina dvoqastinkovogo tenzora Maksvella
sklada�t�s� z priqastinkovo� ta rad�ac��no� komponent� Ob��mne �n�
tegruvann� priqastinkovo� komponenti opisu� deformac�� elektron�
nih �hmarinok� dovkola toqkovih zar�d�v
 spriqinenu �hn�o� vza�mo�
d���� C� deformac�� pro�vl��t�s� qerez dodavann� spiznenogo poten�
cialu Li�nara�Viherta Aba do ���mpul�su a �o� qastinki �div� r�vn�nn�
�
��	��� Rad�ac��na komponenta opisu� �dalekos��ne� viprom�n�van�
n�
 �ke pokida� zar�di � rozs���t�s� v prostor�� Toqni� balans ener�
g��
 �mpul�su ta momentu �mpul�su zamkneno� sistemi z dvoh zar�d�v
ta generovanogo nimi pol� prizvodit� do r�vn�n� ruhu v term�nah
zm�nnih qastinok ����� Ce � r�vn�nn� ruhu Lorenca�D�raka
 u �kih
vrahovano �k vza�mod�� m�� qastinkami
 tak � samod���

Dodatok� �nterferenc��ni� vnesok u �priqastinkov�� energ�� ta
�mpul�s elektromagnetnogo pol�


ntegruvann� dodank�v �Tint� � ta �Tint� 	 nad g�perplowino� �t m�stit�
nekovar�antn� rozb��n� virazi
 �k� zale�at� v�d xvidkoste� qasti�
nok u moment spostere�enn� t � v�d v�dstan� m�� qastinkami ta �t �
Napriklad
 �ntegruvann� �Tint� � da� taki� viraz dl� potoku energ���
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�Simvolom nq � q�q mi poznaqili odiniqni� 
�vektor v�dnosno� v�d�
dal� m�� qastinkami q � z��t��� z��t�� �� Prostorov� komponenti ma�
�t� tako� sk�nqenn� dodanki�
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ntegruvann� �Tint� 	 da� pod�bn� virazi�
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�nterferenc��na qastina sinhrotronnogo viprom�n�vann� ���

Zg�dno z kriter��mi Te�tel�bo�ma ����
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INTERFERENCE PART OF SYNCHROTRON RADIATION

Yurij YAREMKO
Institute for Condensed Matter Physics

� Svientsitskii St�
 	���� Lviv
 Ukraine

Energy�momentum and angular momentum carried by electromagnetic
�eld of two point�like charged particles arbitrarily moving in �at spacetime
are presented� Apart from usual contributions to the Noether quantities pro�
duced separately by particle � and particle �
 the conservation laws also con�
tain a joint contribution due to the �elds of both particles� The mixed part of
Maxwell energy�momentum density is decomposed into bound and radiative
components which are separately conserved o� the world lines of particles� The
former describes the deformation of electromagnetic clouds of �bare� charges
due to mutual interaction while the latter de�nes the radiation which escapes
to in�nity� The bound terms contribute to individual ��momenta of parti�
cles while the radiative ones exert the radiation reaction� The analysis of
energy�momentum and angular momentum balance equations results in the
Lorentz�Dirac equation as an equation of motion for a pointed charge under
the e�ect of its own electromagnetic �eld as well as of the �eld produced by
another charge�


