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Для неоднородных в пространстве (с зависящими от координат ε, μ, σ) и во вре-
мени (ε = ε(t), μ = μ(t), σ = σ(t)) одномерных электромагнитных полей получены
диффузионные и телеграфные уравнения, ранее известные только для однородных
сред. Выведены уравнения полей для случаев нелинейности и слабой нелокальности
(квазилокальности) систем.

1. Введение

Исторически сложившаяся парадигма теории электромагнитных полей в
сплошных средах является, фактически, таковой для электромагнитных волн
[1–3]. В сложных системах (композитах, гетероструктурах, непрерывно- и
слоисто-неоднородных) с отличной от нуля проводимостью электромагнитные
поля (ЭМП) должны описываться следующими из уравнений Максвелла диф-
фузионными (при пренебрежении током смещения по сравнению с током про-
водимости) или телеграфными уравнениями (при учете обеих проводимостей)
[4,5]. Моделей этого типа мало, для неоднородных, нестационарных, нелиней-
ных и квазилокальных (слабонелокальных) систем они отсутствуют.

В последнее время все большую роль начинают играть неоднородные
твердотельные структуры, которые, в частности, могут быть созданы с по-
мощью высоких давлений. Адекватное описание процессов распространения
ЭМП в таких сложных системах заключается в построении и исследовании
математических моделей – краевых задач для диффузионных и телеграфных
уравнений для полей H и E.

В настоящей работе на основе уравнений Максвелла выводятся одномер-
ные уравнения для H и E в неоднородных (пространственно и во времени –
нестационарных), нелинейных и квазилокальных системах.

2. Пространственно-неоднородные системы
Система уравнений Максвелла и уравнений состояния в отсутствие

сторонних токов и зарядов имеет вид (в гауссовой системе) [5]:
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В (1)–(3) использованы общепринятые обозначения. В одномерном случае,
когда H = H(x, t), E = E(x, t), ∂y = ∂z = 0, эти уравнения можно записать в виде
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Рассмотрим непрерывно-неоднородные системы, для которых ε = ε(х),
μ = μ(х), σ = σ(х) – дифференцируемые функции. Исключая из (4), (5) Нy и Hz,
находим:
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Уравнения (6) и (7) для Ey и Ez идентичные, «расщепленные» и содержат
«конвентивные» члены ∼ ∂Ei/∂x (i = y, z). В отличие от них уравнения для Hy
и Hz не «расщепляются»: в уравнения для Hy входят члены (4πdσ/cdx)Ez и
(dε/cdx)∂Ez/∂t, а в уравнения для Hz – аналогичные члены с Еy. Поэтому при
решении конкретных задач целесообразно исходить из (6), (7), а Hy и Hz на-
ходить из вторых уравнений (4), (5).

В случае слоисто-неоднородных систем, когда ε(х), μ(х), σ(х) – кусочно-
постоянные функции, уравнения (6), (7) радикально упрощаются (члены с
dμ/μdx выпадают) и переходят в телеграфные уравнения с постоянными ко-
эффициентами.

3. Нестационарные системы

Пусть ε = ε(t), μ = μ(t) – непрерывные, дважды дифференцируемые по t
функции времени, а σ = σ(t) – однократно (по крайней мере) дифференци-
руемая. Учитывая это в (4), (5), дифференцируя первое из уравнений (4) по х
и исключая Ey c помощью второго уравнения (5), получаем:
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а точка над функцией обозначает дифференцирование ее по t. Уравнение для
Hy имеет такой же вид, а для Ey, Ez аналогичным образом из (4), (5) находим:
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Уравнения (8) и (10) при постоянных параметрах (ε, μ, σ = const) также
переходят в «канонические» телеграфные уравнения, становящиеся, в свою
очередь, диффузионными при элиминации тока смещения (что формализует-
ся условием ε = 0).

4. Нелинейные системы

В сильных полях ε = ε(|E|), μ = μ(|H|), σ = σ(|E|) и система уравнений
Максвелла становится нелинейной [5,6]. Случай одновременной зависимо-
сти всех параметров от величин полей ведет к весьма сложным, трудно реа-
лизуемым даже численно, моделям, поэтому ограничимся рассмотрением
хорошо проводящей среды, током смещения в которой можно пренебречь.

Рассмотрим случаи: 1) σ = const, μ = μ(|H|); 2) σ = σ(|E|), μ = const. В пер-
вом случае из (4), (5) получаем:
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где i = y, z. Для Ei (i = y, z) уравнения более сложны, чем (12), потому что для
их определения целесообразен подход, рекомендованный для нахождения Hi
в неоднородных системах.

Во втором случае аналогично получаем:
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где i = y, z. Здесь, напротив, более просты уравнения для Ei (13), а компонен-
ты H лучше находить из уравнений (4), (5).

5. Квазилокальные (слабонелокальные) системы

Нелокальные модели ЭМП в сегнетоэлектриках, ферромагнетиках,
сверхпроводниках рекомендуется строить на основе линейных уравнений
Максвелла и нелокальных (содержащих интегральные операторы) уравне-
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ний состояния [7]. Рассмотрим, полагая μ = const и следуя [7], случай про-
странственной нелокальности закона Ома и временной – связи D с E:
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−∞
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( , )  ( , )d
t
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Здесь Kj, KD – ядра интегральных операторов, определяемых микроскопиче-
ской теорией или экспериментом. В последнем случае гораздо легче найти
первые моменты ядер – постоянные параметры, определяющие связи (14)
приближенно. Если считать обычные, локальные соотношения первым при-
ближением в (14), то во втором приближении эти уравнения дают:
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Здесь ε0, σ0 – нулевые, ε1 – первый, σ2 – второй моменты ядер Kj и KD.
Подставляя (15), (16) в (4), (5) и исключая описанным ранее способом

компоненты электрического поля, для компонент магнитного находим:
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где i = y, z. Уравнения для Ey, Ez совпадают с (17), которое описывает сла-
бую нелокальность (квазилокальное второе приближение). При элиминации
нелокальности (ε1 = σ2 = 0) (17) переходит в «каноническое» телеграфное
уравнение.

6. Выводы

К настоящему моменту нет моделей диффузионного (неволнового) рас-
пространения электромагнитных полей в сложных твердотельных системах.
Их построение и исследование возможно на основе краевых задач для урав-
нений диффузии и телеграфных уравнений. Эти уравнения для неоднород-
ных, нестационарных, нелинейных и слабонелокальных (квазилокальных)
систем получены в настоящей работе. Построенные нами соотношения в
предельных случаях переходят в известные из литературы уравнения.
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I.R. Vengerov

DIFFUSION OF ELECTROMAGNETIC FIELDS IN NONUNIFORM
SOLIDS
Diffusion and telegraph equations known till now solely for homogeneous media have
been derived for space- (ε-, μ-, σ-dependent) and time- (ε = ε(t), μ = μ(t), σ = σ(t)) non-
uniform one-dimensional electromagnetic fields. Field equations have been also obtained
for nonlinear systems and those of low nonlocality


