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In this paper we solve the problem on an explicit construction of a (min,
max)-equivalent partially ordered set for given defining sequences.Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷-íûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå (ñîêðàùåííî ÷. ó.) ìíîæåñòâà.Ïóñòü S � ÷. ó. ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòà 0. Êâàä-ðàòè÷íîé �îðìîé Òèòñà ÷. ó. ìíîæåñòâà S íàçûâàþò ñëåäóþ-ùóþ (öåëî÷èñëåííóþ) êâàäðàòè÷íóþ �îðìó qS : ZS∪0 → Z:

qS(z) = z2
0 +

∑

i∈S
z2
i +

∑

i<j,i,j∈S
zizj − z0

∑

i∈S
zi.Çäåñü ZS∪0 îáîçíà÷åò ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ

z = (zi), i ∈ S ∪ 0.Ýòà �îðìà èãðàåò âàæøóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Â÷àñòíîñòè, â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî ÷. ó. ìíîæåñòâî S èìååò êîíå÷-íûé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî �îðìà Òèòñà ñëàáîïîëîæèòåëüíà.Â ðàáîòå [2℄ ââåäåíî ïîíÿòèå (min, max)-ýêâèâàëåíòíîñòè÷. ó. ìíîæåñòâ, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü
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334 Â.Ì. Áîíäàðåíêî, Ì.Â. Ñòåïî÷êèíà(êàê ìåòîä) ïðè îïèñàíèè ÷. ó. ìíîæåñòâ ñ ïîëîæèòåëüíîé êâàä-ðàòè÷íîé �îðìîé Òèòñà è P -êðèòè÷åñêèõ ÷. ó. ìíîæåñòâ [3℄.Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ èç [2℄.Ïóñòü S � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Ïîä ïîäìíîæåñòâîì X ⊆ S ïîä-ðàçóìåâàåòñÿ ïîëíîå ÷. ó. ïîäìíîæåñòâî, ò. å. äëÿ x, y ∈ X x < yâ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x < y â S. Ïîäìíîæåñòâî Xíàçûâàåòñÿ íèæíèì (ñîîòâ. âåðõíèì), åñëè x ∈ S âñÿêèé ðàç,êîãäà x < y (ñîîòâ. x > y) è y ∈ S. Çàïèñü x >< y áóäåò îçíà÷àòü,÷òî ýëåìåíòû x è y íå ñðàâíèìû. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x ∈ S,íåñðàâíèìûõ (ñîîòâ. ñðàâíèìûõ) ñ �èêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì
a ∈ S, áóäåì îáîçíà÷àòü S><(a) (ñîîòâ. S(a)). Äëÿ ïîäìíîæåñòâ
Y è Z ìíîæåñòâà S áóäåì ïèñàòü Y < Z, åñëè y < z äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ y ∈ Y, z ∈ Z (ýòî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà Y èëè
Z ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì). Îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà S îòîæ-äåñòâëÿþòñÿ ñ ñàìèìè ýëåìåíòàìè.Äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ X è Y ìû ïèøåì X =0 Y , åñëè X è Yðàâíû êàê îáû÷íûå ìíîæåñòâà (ò. å. áåç ðàññìîòðåíèÿ ïîðÿä-êîâ íà íèõ). Åñëè æå X =0 Y è ïðè ýòîì x < y â X òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà x < y â Y , òî X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíûìèêàê ÷. ó. ìíîæåñòâà.Ïðîäîëæàåì èçëàãàòü îïðåäåëåíèÿ èç [2℄.Îïðåäåëèì äëÿ ìèíèìàëüíîãî (ñîîòâ. ìàêñèìàëüíîãî) ýëå-ìåíòà a ∈ S ÷. ó. ìíîæåñòâî S↑

a (ñîîòâ. S↓
a) ñëåäóùèì îáðàçîì:ýòî îáúåäèíåíèå (áåç ïåðåñå÷åíèÿ) ïîäìíîæåñòâ {a} è S \ a ñíàèìåíüøèì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, êîòîðûé ñîäåðæèò çàäàí-íûé íà S \a ïîðÿäîê, è ïðè ýòîì a > S><(a) (ñîîòâ. a < S><(a)).Äðóãèìè ñëîâàìè, S↑

a =0 S (ñîîòâ. S↓
a =0 S) è îòíîøåíèå ÷à-ñòè÷íîãî ïîðÿäêà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:a) a � ìàêñèìàëüíàÿ (ñîîòâ. ìèíèìàëüíàÿ) òî÷êà S↑

a (ñîîòâ.
S↓
a);b) åñëè x, y 6= a, òî x < y â S↑

a (ñîîòâ. S↓
a) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà x < y â S;
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) a > x â S↑
a (ñîîòâ. a < x S↓

a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a >< x â S.Â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü S↑↑

xy âìåñòî (S↑
x)

↑
y, S↑↓

xy âìåñòî
(S↑
x)

↓
y è ò. ä.Ïóñòü S è T � ÷. ó. ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî S =0 T . ×. ó. ìíî-æåñòâî T íàçîâåì (min, max)-ýêâèâàëåíòíûì ÷. ó. ìíîæåñòâó

S, åñëè T ðàâíî íåêîòîðîìó ÷. ó. ìíîæåñòâó âèäà
S = S

ε1ε2...εp
x1x2...xp (p ≥ 0),ãäå εi ∈ {↑, ↓} è äëÿ i ∈ {1, . . . , p} xi � ìèíèìàëüíàÿ(ñîîòâ. ìàêñèìàëüíàÿ) òî÷êà Si−1 = S

ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1 , åñëè εi =↑(ñîîòâ. εi =↓); ïðè p = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî S = S. Çàìåòèì, ÷òîìû íå òðåáóåì, ÷òîáû ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xp áûëè ðàçëè÷íû.Ââåäåííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè(ñì. [3℄).Â ýòîé ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå (min, max)-ýêâèâà-ëåíòíîñòíûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ. À èìåííî, äîêàçàíà òåîðåìà, êîòî-ðàÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü âûïèñàòü ÷. ó. ìíîæåñòâî T ∼=(min,max) Síåïîñðåäñòâåííî, à íå ÷åðåç p øàãîâ, êàê óêàçàíî â ñàìîì îïðå-äåëåíèè.Åñëè γ = (y1, . . . , ys) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íåêî-òîðîãî ìíîæåñòâà Y (ýëåìeíòû yi íå îáÿçàòåëüíî ðàçíûå), à

ε = {ε1, . . . , εs} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ↓ è ↑, òî áóäåìîáîçíà÷àòü ÷åðåç
m+
y (γ, ε) = m+

y (y1, . . . , ys; ε1, . . . , εs)(ñîîòâåòñòâåííî
m−
y (γ, ε) = m−

y (y1, . . . , ys; ε1, . . . , εs)),ãäå y ∈ Y , ÷èñëî ýëåìåíòîâ yi òàêèõ, ÷òî yi = y è ïðè ýòîì
εp =↑ (ñîîòâåòñòâåííî εp =↓), à ÷åðåç

my(γ, ε) = my(y1, . . . , ys; ε1, . . . , εs)
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my(γ, ε) = m+

y (γ, ε) −m−
y (γ, ε).Òåîðåìà.Ïóñòü T = S

ε1ε2...εp−1εp
x1x2...xp−1xp è äëÿ y ∈ S ïîëîæèì

m(y) = my(x1, . . . , xp; ε1, . . . , εp). Äëÿ ýëåìåíòîâ b, c ∈ T èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî b < c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Sâûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1) b < c è m(b) = m(c);2) b > c è m(b) = m(c) − 2;3) b >< c è m(b) = m(c) − 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü b < c â T . Ïîêà-æåì, ÷òî â S âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé 1) � 3).Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó p. Ñëó÷àé p = 0 òðèâèàëüíûé(òàê êàê T = S è m(y) ≡ 0, òî èìååò ìåñòî óñëîâèå 1)).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé p = 1: T = Sε1x1
. Òîãäà, î÷åâèäíî,

T
ε−1
1
x1 = S

ε1ε
−1
1

x1x1 = S. Åñëè x1 6= b, c, òî (ïî îïðåäåëåíèþ T ε
−1
1 )

b < c â S, à ïîñêîëüêó m(b) = m(c) = 0, òî â S âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå 1). Åñëè x1 = b, òî b � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò T (b � íåìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûì, òàê êàê b < c), à çíà÷èò, ε−1
1 =↑;è ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå b >< c â S è m(b) = −1,m(c) = 0,òî â S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3). Íàêîíåö, åñëè x1 = c, òî b �ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò T , à çíà÷èò, ε−1

1 =↓; à ïîñêîëüêó òîãäà
b >< c â S è m(b) = 0,m(c) = 1, òî â S îïÿòü òàêè âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå 3).Ïóñòü òåïåðü p > 1. Ïîëîæèì S′ = Sε1x1

è
m′(y) = my(x2, . . . , xp; ε2, . . . , εp),ãäå y ∈ S. Òîãäà T = (S′)

ε2...εp−1
x2...xp−1 è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïî-ëîæåíèþ â S′ âèïîëíÿåòñÿ îäíî èç òàêèõ óñëîâèé:

1′) b < c è m′(b) = m′(c);
2′) b > c è m′(b) = m′(c) − 2;
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3′) b >< c è m′(b) = m′(c) − 1.Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òîè äëÿ ñëó÷àÿ p = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî S = S

ε1ε
−1
1

x1x1 = (S′)
ε−1
1
x1 . Åñ-ëè x1 6= b, c, òî (ïî îïðåäåëåíèþ (S′)

ε−1
1
x1 ) b < c â S, à ïîñêîëüêó

m(b) = m′(b) è m(c) = m′(c), òî â S âûïîëíÿåòñÿ êàêîå-ëèáîèç óñëîâèé 1), 2) èëè 3), åñëè òîëüêî â S′ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåò-ñòâóþùåå åìó óñëîâèå 1′), 2′) èëè 3′).Ïóñòü òåïåðü x1 = b. Åñëè â S′ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1′), òî b� ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò S′, à çíà÷èò, ε−1
1 =↑; ïîñêîëüêó òîãäà

b >< c â S è m(b) = m′(b) − 1,m(c) = m′(c), òî â S âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå 3). Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2′), òî b� ìàêñèìàëü-íûé ýëåìåíò S′, à çíà÷èò, ε−1
1 =↓; íî ïîñêîëüêó òîãäà b >< c â

S è
m(b) = m′(b) + 1, m(c) = m′(c),òî â S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3). Íàêîíåö, åñëè âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå 3′), òî ëèáî b � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò S′ è ε−1

1 =↑,ëèáî b � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò S′ è ε−1
1 =↓. Òîãäà â ïåðâîìñëó÷àå b > c â S è m(b) = m′(b) − 1,m(c) = m′(c), à âî âòî-ðîì � b < c â S è m(b) = m′(b) + 1,m(c) = m′(c). Çíà÷èò, â Sâûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèå 2) èëè 1).Ñëó÷àé x1 = c ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ x1 = b.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â S âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

1) � 3). Ïîêàæåì, ÷òî b < c â T .Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó p. Åñëè p = 0, òî T = S è
m(y) = 0 äëÿ ëþáîãî y, à òîãäà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêîóñëîâèå 1), è çíà÷èò, b < c.Â ñëó÷àå p = 1 èìååì m(b),m(c) ∈ {0, 1} è m(b)+m(c) = 1, àçíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ëèáî óñëîâèå 1) ïðè m(b) =
= m(c) = 0, ëèáî óñëîâèå 3) ïðè m(0) = 1,m(c) = 1. Â îáî-èõ ñëó÷àÿõ â ÷. ó. ìíîæåñòâå T = Sε1x1

âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå
b < c.



338 Â.Ì. Áîíäàðåíêî, Ì.Â. Ñòåïî÷êèíàÏåðåõîäèì ê ñëó÷àþ p > 1. Ïîëîæèì, êàê è ïðè äîêàçàòåëü-ñòâå íåîáõîäèìîñòè, S′ = Sε1x1
è (äëÿ y ∈ S)

m′(y) = my(x2, . . . , xp; ε2, . . . , εp).Òîãäà T = (S′)ε2...εp
x2...xp .Åñëè x1 6= b, c, òî m′(b) = m(b),m′(c) = m(c) è ïî èíäóêöè-îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ b < c â T (òàê êàê èç óñëîâèé 1)�3) â

S′ âûïîëíÿåòñÿ òî æå ñàìîå óñëîâèå, ÷òî è â S).Ïóñòü òåïåðü x1 = b. Åñëè ε1 =↑, òî
m′(b) = m(b) − 1, m′(c) = m(c),è åñëè â S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1) (ñîîòâåòñòâåííî 3)), òî â S′âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3) (ñîîòâåòñòâåííî 2)); óñëîâèå 2) âûïîë-íÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê b � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò S. Åñëè æå

ε1 =↓, òî m′(b) = m(b)+ 1,m′(c) = m(c), è åñëè â S âûïîëíÿåò-ñÿ óñëîâèå 2) (ñîîòâåòñòâåííî 3)), òî â S′ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå3) (ñîîòâåòñòâåííî 1)); óñëîâèå 1) âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàêêàê b � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò S.Ñëó÷àé x1 = c ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ x1 = b.Òåîðåìà äîêàçàíà.�àññìîòðèì ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîìïðèìåíÿåòñÿ íàøà òåîðåìà.Âîçüìåì â êà÷åñòâå S ÷. ó. ìíîæåñòâî
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HHHHHHè, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé, âû÷èñëèì ÷. ó. ìíîæåñòâî T = S↑↑↓↓↓↑
125165 .Ïîñêîëüêó

m(1) = m(3) = m(4) = m(5) = 0, m(2) = 1, m(6) = −1,



Ïîñòðîåíèå (min, max)-ýêâèâàëåíòíûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ... 339òî óñëîâèå 1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè (b, c) = (1, 4), (1, 5), (3, 4), óñëî-âèå 2) � ïðè (b, c) = (6, 2) è óñëîâèå 3) � ïðè
(b, c) = (6, 1), (6, 4), (6, 5), (1, 2), (3, 2), (4, 2).Çíà÷èò, T èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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