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В роботi розглядається система диференцiальних рiвнянь з iмпульс-
ною дiєю побудована в областi евклiдового простору R

n . В ходi до-
слiдження якiсної поведiнки iнтегральних кривих цiєї системи приво-
диться критерiй iснування замкнених орбiт i умова iснування їх ор-
бiтальної стiйкостi.

Investigate system of differential equations with impulse action. Gradient

system of differential equations is considered in domain of Euclidean space

R
n. By the investigation of the qualitative behaviour of integral curves

of this system is given the criterion of existence of closed orbits and the

condition of their orbital stability.

1. Вступ.

За останнi 20 рокiв бурхливо розвивається теорiя дифе-
ренцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Рiвняння такого
типу використовують для опису реальних фiзичних про-
цесiв, якi миттєво змiнюють свою поведiнку. Основи теорiї
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю були закла-
денi в Києвi М.М. Криловим, М.М.Боголюбовим i Ю.О.
Митропольским. Визначальний вклад в розвиток теорiї
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною внiс А.М. Самой-
ленко. Найбiльш яскравi результати в цiй областi висвiт-
лена в монографiї А.М. Самойленка та М.О. Перестюка
[1] .

Ми розглядаємо в областi евклiдового простору Rn двi
градiєнтнi системи диференцiальних рiвнянь для однiєї
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функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) але вiдносно рiзних скаляр-
них добуткiв в Rn. Природнiм чином виникає система ди-
ференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю (розривна ди-
намiчна система з "биттям") [1], [2]. Ми даємо опис по-
ведiнки її траєкторiй, приводимо топологiчний критерiй
iснування, так званих, замкнених траєкторiй та доводимо
одну теорему про їх орбiтальну стiйкiсть. На завершення
хочу подякувати Ользi Сергiївнi Чернiковiй за можливiсть
познайомитися з чудовим роздiлом сучасної математики -
диференцiальними рiвняннями з iмпульсною дiєю.

2. Попереднi вiдомостi.

Ми наводимо деякi визначення i твердження, якими бу-
демо користуватися i якi можна знайти в лiтературi. На-
гадаємо, що функцiя z = f(x1, x2, ..., xn), яка задана в об-
ластi D з Rn називається диференцiйованою (класу C∞,
якщо у неї iснують всi частиннi похiднi .

Точка y ∈ D називається критичною точкою функцiї
z = f(x1, x2, ..., xn), якщо частиннi похiднi ∂f(y)/∂x функ-
цiї в цiй точцi рiвнi нулевi.

Точка y ∈ D називається регулярною точкою функцiї
z = f(x1, x2, ..., xn), якщо хоча б одна частинна похiдна
∂f(y)/∂x функцiї в цiй точцi вiдмiнна вiд нуля. Нехай a
належить множинi значень функцiї z = f(x1, x2, ..., xn).
Замкнена множина f−1(a) = Ma називається поверхнею

рiвня функцiї.
Якщо на поверхнi рiвня (взагалi кажучи незв’язною)

f−1(a) функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) не лежать критичнi точ-
ки то така поверхня рiвня називається гiперповерхнею.

Нехай в Rn задана додатньо визначена, симетрична,
невироджена бiлiнiйна форма B(X, Y )
(скалярний добуток). Якщо функцiя z = f(x1, x2, ..., xn)
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задана в областi D з Rn, тодi в D можна побудувати век-

торне поле градiєнта
−−→
gradBf(x), яке визначається з рiв-

ностi

B(
−−→
gradBf(x), Y ) = Y (f(x)),

де Y - довiльне векторне поле в D, Y (f(x)) - похiдна функ-
цiї
z = f(x1, x2, ..., xn) вздовж поля Y в точцi x. Вiдомо [3,4],

що поле
−−→
gradBf(x) ортогональне

(вiдносно форми B(X, Y )) поверхням рiвня функцiї
z = f(x1, x2, ..., xn), а його iнтегральнi кривi направленi в
сторону зростання функцiї.

Позначимо через
∑

(f) - множину всiх критичних точок
функцiї z = f(x1, x2, ..., xn). Теорема Сарда стверджує
що образ f(

∑
(f)) є замкнена множина i має на прямiй

мiру нуль [5].
Нехай Fo(x) i F1(x) - два неперервних вiдображення ком-

пактного простору K в топологiчний простiр L. Кажуть,
що вiдображення Fo(x) i F1(x) - гомотопнi, якщо iснує
неперервне сiмейство неперервних вiдображень Gt(x), t ∈
[0, 1] iз K в L для якого Go(x) = Fo(x), G1(x) = F1(x).

Для неперервного вiдображення F:K −→ K, де K - ком-
пактний простiр можна за допомогою груп гомологiй про-
стору K можна визначити число Лєфшеця Λ(F ) [5]. Це
число використовують для вiдповiдi на питання про iсну-
вання нерухомих точок вiдображення F .

Ейлерову характеристику компактного простору K
теж можна визначити через групи гомологiй простору K
[5].

Користуючись двома рiзними скалярними добутками в
Rn, можна побудувати в областi евклiдового простору Rn
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двi градiєнтнi системи диференцiальних рiвнянь для од-
нiєї функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) . Природнiм чином вини-
кає система диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю
(розривна динамiчна система з "биттям").

Дослiдження якiсної поведiнки iнтегральних кривих цiєї
розривна динамiчна система з "биттям"приводить до двох
наслiдкiв:

a) Топологiчнi iнварiанти (ейлерова характеристика) гi-
перповерхонь функцiї f дають критерiй iснування, розри-
вної динамiчної системи з "биттям"так званих, замкнених
орбiт .

b) Умова притягування для вiдповiдної нерухомої точ-
ки гомеоморфiзму, являється достатньою для того щоб за-
мкнена орбiта розривної динамiчної системи з "биттям"
була орбiтально стiйкою.

3. Iмпульснi градiєнтнi системи .

Нехай Dn - область в Rn обмежена гладкою компактною
зв’язною гiперповерхнею Ω. Припустимо, що в D = Dn

⋃
Ω

задана гладка функцiя
f : D −→ [0, 1] з скiнченою кiлькiстю критичних точок, що
лежать в Dn i f−1(0) ⊂ Dn, f−1(1) = Ω. Вiдомо, що скаляр-
ний добуток в Rn задається невиродженою, симетричною,
додатньо визначеною бiлiнiйною формою B = B(a, b). Ко-
ристуючись рiзними скалярними добутками в Dn ми мо-
жемо для однiєї i тiєї ж гладкої функцiї f : D −→ [0, 1],
задавати рiзнi векторнi поля gradBf . Цiєю обставиною ми
скористаємося, для побудови в Dn градiєнтної динамiчної
системи з iмпульсною дiєю.

Нагадаємо, що градiєнтне векторне поле gradBf вiд-

носно скалярного добутку B = B(a, b), заданого в Dn

визначається з рiвностi
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B(gradBf(x), Z) = Z(f(x)),

де Z - довiльне векторне поле в Dn, а Z(f(x)) - похiдна в
точцi x ∈ Dn функцiї f вздовж поля Z.

Зауваження 3.1. Незалежно вiд скалярного добутку
B = B(a, b), ненульовий вектор в точцi x ∈ Dn з вектор-
ного поля gradBf утворює з дотичним вектором до по-
верхнi рiвня функцiї f в цiй точцi ненульовий кут. Iнши-
ми словами, iнтегральна крива векторного поля gradBf ,
що проходить через точку x ∈ Dn перетинає поверхню
рiвня функцiї f в цiй точцi пiд ненульовим кутом.

Нехай зафiксована гладка функцiя D = Dn
⋃

Ω
f : D −→ [0, 1] з скiнченою кiлькiстю критичних точок,
що лежать в Dn i f−1(1) = Ω, f−1(0) ⊂ Dn. Припустимо,
що 0 = c1 < c2 < ... < ck−1 < ck < 1 - всi критичнi значення
функцiї f . Виберемо регулярнi значення функцiї f

0 < p1 < q1 < c2 < p2 < q2 < c3 < ... < ck−1 < pk−1 < qk−1 <
ck < pk < 1,

i розглянемо гiперповерхнi

Mpi
= f−1(pi) та Mqi

= f−1(qi).

Наступний факт добре вiдомий [6] (ст. 201, теорема 2.2)

Теорема 3.1. Гiперповерхнi Mpi
та Mqi

, (i = 1, 2, ..., k−1),
Mk та Ω - гомеоморфнi. Гомеоморфiзм ϕi : Mpi

−→ Mqi
,

ϕk : Mpk
−→ Ω можна побудувати за допомогою iнте-

гральних кривих довiльного векторного поля gradBf . А
саме : через точку x ∈ Mpi

проходить iнтегральна крива
поля gradBf , яка перетинає гiперповерхню Mqi

в точцi y.
Гомеоморфiзм ϕi вiдображає точку x в точку y. Анало-
гiчно для гомеоморфiзму ϕk(x).

Гомеоморфiзм ϕi залежить вiд вибору векторного поля
gradBf . Очевидно, що має мiсце рiвнiсть ϕ−1

i (x) · ϕi(x) =
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IdMpi
. Якщо позначити через ϕi(gradB1

f) та ϕi(gradB2
f) гомео-

морфiзми

Mpi
−→ Mqi

, Mpk
−→ Ω,

якi побудованi за допомогою градiєнтних векторних вiд-
носно рiзних скалярних добуткiв B1 i B2 в Rn, то гомео-
морфiзм

Φi(gradB2f, gradB1f) = ϕ−1
i(gradB2

f) · ϕi(gradB1
f)

вже не буде тотожнiм на Mpi
. Має мiсце наступна лема.

Лема 3.1. Гомеоморфiзм

Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi
−→ Mpi

гомотопний тотожньому вiдображенню для довiльних
скалярних добуткiв B1 та B2.

Доведення. З лiнiйної алгебри вiдомо, що множина до-
датньо визначених, симетричних, невироджених бiлiнiй-
них форм утворює випуклу вiдкриту множину в скiнчено-
вимiрному евклiдовому просторi. Другими словами, якщо
B1 i B1 - двi додатньо визначенi, симетричнi, невиродженi
бiлiнiйнi форми то для кожного t ∈ [0, 1] бiлiнiйна форма
Bt = tB1 + (1 − t)B2 , буде додатньо визначеною, симет-
ричною i невиродженою. Значить, для кожного t ∈ [0, 1]
векторне поле (gradtB1+(1−t)B2f коректно задане i являєть-
ся градiєнтним для функцiї f . Якщо розглянути сiмейство
гомеоморфiзмiв

Φi(grad(1−t)B2+tB1f, gradB1f) =
ϕ−1

i(grad(1−t)B2+tB1
f) · ϕi(gradB1

f) : Mpi
−→ Mpi

,

то очевидно, що воно задає необхiдну гомотопiю мiж то-
тожнiм вiдображенням i гомеоморфiзмом
Φi(gradB2f, gradB1f) = ϕ−1

i(gradB2
f) · ϕi(gradB1

f). �
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Взагалi кажучи, вiдображення
Φi(gradB2f, gradB1f) :Mpi

−→ Mpi
може не мати нерухо-

мих точок. Наступна лема дає достатнi умови iснування у
вiдображення Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi

−→ Mpi
нерухо-

мої точки.

Лема 3.2. Якщо ейлерова характеристика гiперповерхнi
χ(Mpi

) 6= 0, тодi гомеоморфiзм
Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi

−→ Mpi
має нерухому точку.

Множина нерухомих точок гомеоморфiзма
Φi(gradB2f, gradB1f) є компактна пiдмножина в Mpi

.

Доведення. Вiдомо, [7] (стр. 261), що число Лєфшеця
для тотожнього вiдображення довiльної гiперповерхнi са-
мої в себе дорiвнює ейлеровiй характеристицi гiперповерх-
нi. Для гомотопних вiдображень числа Лєфшеця спiвпа-
дають [7] (стр. 261). За теоремою Лєфшеця[5] (ст. 397) ,
якщо число Лєфшеця вiдображення вiдмiнне вiд нуля, то
це вiдображення має нерухому точку. Множина нерухо-
мих точок завжди замкнена i значить в Mpi

⊂ Rn вона є
компактною [7] (ст. 257). �

Добре вiдомо [8], що поведiнка гомеоморфiзму в околi
нерухомої точки може бути досить складною. Нам знадо-
биться для подальшого викладу наступне означення.

Означення 3.1. Нехай X - компактний простiр, F :
X −→ X - гомеоморфiзм, у якого точка y ∈ X є неру-
хомою точкою вiдображення F . Скажемо, що точка y є
притягуючою, якщо для кожного околу U точки y знай-
деться менший окiл V ⊂ U цiєї точки, такий що F (V ) ⊂
U .

Користуючись гомеоморфiзмами Φi(gradB2f, gradB1f) :
Mpi

−→ Mpi
побудуємо динамiчну систему з iмпульсною

дiєю в D.
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В наших позначеннях, розгляньмо систему
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю, якi також
називають розривними динамiчними системами. Спочатку
задамо в D

n
систему звичайних диференцiальних рiвнянь

( в векторних позначеннях)

dx/dt = gradB2f(x).

Зафiксуємо гiперповерхнi

Mpi
= f−1(pi) та Mqi

= f−1(qi).

Використовуючи попереднi побудови, задамо
гомеоморфiзми

Ψi = ϕ−1
i(gradB2

f) : Mqi
−→ Mpi

,

Ψk = ϕ−1
k(gradB2

f) : Ω −→: Mpk
.

Користуючись позначеннями монографiї [1] покладемо

Γ = ∪iMqi
∪Ω, Γo = ∪iMpi

, A = Ψi ∪Ψk i A : Γ −→ Γo

.

Припустимо, що на множинi D
n
\(Mqi

= f−1(qi)∪Ω) задана
система звичайних диференцiальних рiвнянь ( в векторних
позначеннях)

dx/dt = gradB1f(x).

Розривну динамiчну систему запишемо у виглядi

dx/dt = gradB1f(x), x∈Γ,
∆x |x∈Γ= Ax − x = I(x).

(2)

Рух точки в фазовому просторi Dn такої системи вiдбу-
вається по однiй з iнтегральних траєкторiй системи
dx/dt = gradB1f(x) в промiжках мiж двома послiдовними
попаданнями цiєї iнтегральної траєкторiї на множину Γ,
а в момент попадання точка x(t) "миттєво"переводиться
оператором A в точку y = A(x) множини Γo.
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Таким чином, фактично iнтегральнi кривi належать
множинам

Di = f−1(qi, qi+1] та множинi Dk−1 = f−1(qk−1, 1].

Пiсля попадання iнтегральних кривих на множину Mqi+1

або Ω вони вже будуть належати множинi

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або Ek−1 = f−1[pk, 1].

Очевидно, що для траєкторiй, якi починаються в точках,
що належать множинi

Si = f−1(qi, ci+1) або Sk−1 = f−1(qk−1, ck).

є двi можливостi :

а) потрапити в точку рiвноваги, яка вiдповiдає кри-
тичнiй точцi функцiї z = f(x1, x2, ..., xn), що нале-
жить поверхнi рiвня f (−1(ci) ;

b) потрапити в точку, що належить множинi Mqi
або

Ω i далi весь час залишатися на множинах

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або Ek−1 = f−1[pk, 1].

Другими словами, буде "биття"iнтегральних кривих
в множину Γ. Серед iнтегральних кривих другого типу
можуть бути такi, якi пiсля першої "зустрiчi"з множиною
Mqi

або Ω знову повертаються за допомогою вiдображення
A в ту ж саму точку на множинi Mpi

, яку вони вже "про-
ходили". Назвемо такi iнтегральнi кривi замкненими.

Разом з тим серед iнтегральних кривих другого типу
можуть бути такi, якi пiсля першої "зустрiчi"з множиною
Mqi

або Ω повертаються за допомогою вiдображення A в
iншу точку на множинi Mpi

, нiж ту яку вони вже "проходи-
ли". Але пiсля скiнченої кiлькостi таких iтерацiй вони по-
вертаються знову в ту ж саму точку на множинi Mpi

, яку
вони "проходили перший раз". Назвемо такi iнтегральнi
кривi перiодичними.
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I накiнець, пiдмножину iнтегральних кривих S другого
типу назвемо iнварiантною, якщо вiдображення A пере-
водить пiдмножину S саму в себе.

Користуючись класифiкацiєю точок i iнварiантних мно-
жин гомеоморфiмiв можна визначити аналогiчнi поняття
i в нашiй ситуацiї - градiєнтнiй динамiчнiй системi з iм-
пульсною дiєю. В цiй роботi ми цього робити не будемо.

Наступне твердження є наслiдком леми 4.2, воно дає до-
статню умову iснування у системи (2) замкненої iнтеграль-
ної кривої.

Пропозицiя 3.1. Нехай в D
n

задана система (2). Якщо
ейлерова характеристика гiперповнрхностi χ(Mpi+1

) 6= 0,
тодi iснує в

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або в Ek−1 = f−1[pk, 1].

замкнена iнтегральна крива . Множина всiх замкнених
iнтегральних кривих утворює компактну пiдмножину в

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або в Ek−1 = f−1[pk, 1].

Якщо розглянути довiльну iнтегральну криву другого
типу системи 2 , то iз-за "биття"iнтегральних кривих го-
ворити про iх стiйкiсть за Ляпуновим не має сенсу, бо вони
не заданi на всьому промiжку часу вiд (to,∞). Можна го-
ворити про орбiтальну стiйкiсть iнтегральних кривих
другого типу системи 2 [9] (стр. 96).

Означення 3.2. Якщо γ - iнтегральна крива другого ти-
пу системи (2), то скажемо, що вона орбiтально стiйка,
якщо довiльна iнтегральна крива γ1 в певний момент ча-
су проходить досить близько бiля γ, то вона залишаєть-
ся поблизу неї i надалi (пiсля застосування вiдображення
A).
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Теорема 3.2. Нехай в D
n

задана система (2). Припусти-
мо, що γ - замкнена iнтегральна крива системи (2) , яка
перетинає множину Mpi

в точцi x. Розгляньмо гомео-
морфiзм

Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi
−→ Mpi

.

Якщо точка x - притягуюча нерухома точка то iнте-
гральна крива γ буде орбiтально стiйкою.

Доведення. Точка x завжди має окiл U який не перети-
нає критичну поверхню рiвняf−1(ci−1 функцiї f Нехай точ-
ка y знаходиться в цьому околi. Iнтегральна крива γ1, що
проходить через точку y буде очевидно iнтегральною кри-
вою другого типу системи (2). Використовуючи той факт,
що довжини вiдрiзкiв iнтегральних кривих γ i γ1 вiд точок
x i y i до перетину з множиною Mqi

є скiнченими, можна
зробити висновок, що γ1 буде близькою до γ. Це завжди
можна зробити, зменшуючи величину околу U . Оскiльки
точка x є притягуючою нерухомою точкою, то i пiсля за-
стосування вiдображення A наступна iнтегральна крива
буде близькою до γ. �
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