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Вступ

В данiй статтi продовжується дослiдження
бiшубертiвських багатовидiв – одного з логiчних
узагальнень шубертiвських багатовидiв, де замiсть одно-
го визначального прапору пiдпросторiв використовується
два. В [2] було дано їхнє означення та знайденi основ-
нi властивостi – звiднiсть, кiлькiсть незвiдних компонент,
їхня розмiрнiсть. В наступнiй роботi [1] було продовже-
но їх вивчення. Була доведена рацiональнiсть незвiдних
компонент, також був знайдений їх розклад в
шубертiвському базисi для найпростiшого випадку m =
n = 1. Основним результатом цiєї статтi є знаходження
рiвнянь компонент в Грассманнiанi у випадку n = 1 i, на
базi цього, знаходження структури взаємного розмiщення
“великих” орбiт (щiльних в компонентах) i всiх їх пере-
тинiв з точнiстю до замикань для випадку n = 1. Також
доведено, що компоненти не є повними перетинами в
Грассманнiанi. Випадки n > 1 якiсно вiдрiзняються вiд
випадку n = 1, i тому методика доведень, використана
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тут, не пiдходить для них. Також в цiй статтi ми розг-
лянули питання регулярностi\особливостi точок незвiдних
компонент i виявили, що вже в найпростiших випадках во-
ни мiстять особливi точки.

1. Рiвняння незвiдних компонент для n=1

Тут i надалi будуть розглядатися тiльки бiшубертiвськi
багатовиди у яких n = 1, тобто другий прапор складається
з одного пiдпростору.

Отже, нехай ми маємо деякий бiшубертiвський
багатовид BiSch(m, 1). Для кожного його елемента можна
визначити набiр пiдматриць Ω, що мiстить усi такi
пiдматрицi ширини d матрицi елемента, що якщо якась
iз них мiстить якийсь рядок iз Ki,j , то вона також мiстить
всi рядки iз Kx,y, i 6 x 6 m+1 i j 6 y 6 n+1. Ранги цього
набору пiдматриць позначимо через rkΩ. Такi пiдматрицi
виглядають як сходи в таблицi елемента (Рис. 12).

 

N 

Рис. 12. Загальний вигляд пiдматриць iз Ω.

На ньому область N (все що замальовано), що вiдпо-
вiдає якiйсь пiдмартицi ширини d матрицi елемента – це
типовий представник набору Ω. Тобто N складається iз
клiтини таблицi, i якщо N мiстить якусь клiтину, то вона
мiстить також всi клiтини, якi розмiщенi зверху-справа вiд
неї.

Тодi справедлива
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Теорема 1.1. Довiльна орбiта O з довiльного
бiшубертiвського багатовиду BiSch(m, 1) визначається в
Грассманнiанi за допомогою рiвностей {rk(N) = kN , N ∈
Ω}, де {kN , N ∈ Ω} є вiдповiдним набором рангiв rkΩ для
деякого її елемента.

� Iз означення набору пiдматриць Ω ясно таке:
По перше, h × d матрицi, що задовольняють таким

рiвностям, автоматично задовольняють умовам на
приналежнiсть до нашого бiшубертiвського багатовиду
(див. [2], ст.82). Дiйсно, набiр Ω включає в себе всi
пiдматрицi, що фiгурують в цих визначальних умовах. А
тому, якщо ми маємо набiр рангiв rkΩ для деякого
елемента iз BiSch(m, 1), то рiвностi iз заголовку теореми
є бiльш сильними умовами нiж цi визначальнi умови.

По друге, нiякi перетворення рядкiв iз нашої
алгебраїчної групи AG (лiнiйнi перетворення, що не
змiнюють прапори визначальних просторiв) не змiнюють
набiр рангiв rkΩ довiльного елемента, тому що до рядкiв
довiльної матрицi iз Ω можуть додаватись тiльки рядки
цiєї ж самої матрицi. Тому rkΩ постiйний на кожнiй ор-
бiтi. Отже, для доведення теореми необхiдно довести, що
rkΩ для рiзних орбiт рiзний. Для цього доведемо, що всi
елементи з однаковим набором рангiв rkΩ можуть бути
приведенi до єдиного елемента за допомогою AG, тобто
що вони належать однiй орбiтi. Розiб’ємо доведення на 2
частини.

1-а частина: Приведемо спочатку за допомогою AG

довiльний елемент до вигляду, в якому в його таблицi за-
лишаться тiльки числа (суми, що складаються з одного
числа). Це доведення є скороченим i трохи модифiкова-
ним доведенням Теореми 1 в [2].
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Нагадаємо означення таблицi елемента з матрицею M :
якщо набiр рядкiв Ki,j iз матрицi M мiстить рядок з
ненульовими елементами в стовпчиках l1, l2, . . . , lk, то в
клiтинi K̃i,j таблицi M̃ стоїть текст ”l1” + ”l2” + . . . + ”lk”
(ми називаємо його сумою). Якщо в Ki,j є декiлька нену-
льових рядкiв, то в K̃i,j стоїть стiльки ж сум. Порядок
чисел в сумах i порядок сум в клiтинах не важливий.

Позначимо також через Op1 таку операцiю: Якщо в
клiтинi K̃i,j стоїть число l, то за допомогою рядкових
перетворень iз AG знищуємо всi числа l в усiх сумах iз
клiтин K̃x,y, x > i i y > j.

Отже, у нас є елемент з вiдповiдною таблицею M̃ .
Розглянемо шлях по клiтинах в таблицi елемента M̃ :

K̃m+1,n+1 →→ K̃m,n+1 → . . . → K̃1,n+1 →

→ K̃m+1,n → K̃m,n → . . . → K̃1,n

Йдучи цим шляхом припустимо, що ми прийшли в
клiтину K̃i,j i припустимо, що всi попереднi клiтини на
шляху мiстять тiльки числа, причому якщо в якихось 2-
х клiтинах, скажiмо K̃r,s, K̃x,y, стоять однаковi числа, то
r < x, s > y. Тодi це саме ми зробимо для нової клiтини.

Робимо Op1 для всiх чисел iз всiх попереднiх клiтин. Те-
пер, якщо K̃i,j мiстить суму в якiй є число, що не
зустрiчалось ранiше на шляху, то цим числом знищуємо
всi iншi числа в сумi. Цим ми не змiнюємо попереднiх
клiтин. Якщо K̃i,j мiстить суму, яка складається з чи-
сел (скажiмо k штук), що вже зустрiчалися, то на вже
пройденому шляху цi числа можуть стояти тiльки в
клiтинах K̃x,y, де x < i, y > j. Тобто у нашому випад-
ку (n = 1) це означає, що j = 1, y = 2. А отже всi клiтини
з k числами з нашої суми мiстяться в одному рядку таб-
лицi. Того можна видiлити серед них саму лiву (нехай це
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буде K̃r,s) з вiдповiдним числом l. Цим числом знищуємо
всi iншi в нашiй сумi iз K̃i,j. При цьому в K̃r,s замiсть l
з’являється ця ж сума. Але знову виконавши Op1 для всiх
чисел iз всiх вже пройдених клiтин ми перетворюємо її
знову в l.

Таким чином перша частина доведення закiнчена.
2-а частина: Отже тепер у нас є деякий елемент iз ран-

гами rkΩ, який має таблицю, в якiй стоять тiльки
числа. Розглядаємо той самий шлях по його таблицi. В
верхньому рядку стоять всi рiзнi числа. Перенумеруємо
їх в порядку слiдування на шляху (перенумерацiя тут i
надалi – це всього лише перестановка стовпчикiв матри-
цi елемента, тобто операцiя, що належить до AG). Знову
припустимо, що ми прийшли в клiтину K̃i,j (в нижньому
рядку) i що на попередньому шляху всi числа вже точно
визначенi шляхом вiдповiдної перенумерацiї. Розглянемо
такi матрицi iз Ω:

N1,0 = {
⋃

K̃x,y, x > i або y = 2},
N1,1 = {

⋃

K̃x,y, x > i або y = 2},
N2,0 = {

⋃

K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > 2)},
N2,1 = {

⋃

K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > 2)},
. . .
Ni,0 = {

⋃

K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > i)},
Ni,1 = {

⋃

K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > i)},
i їхнi ранги ri,j = rk(Ni,j).

Тодi в K̃i,j повинно стояти (r1,1 − r1,0) чисел, якi не
зустрiчались ранiше, пронумеруємо їх вiдповiдно до
порядку слiдування на шляху.

В K̃i,j повинно стояти (r2,1 − r2,0) − (r1,1 − r1,0) чисел
iз K̃1,n+1, якi не зустрiчаються в {

⋃

K̃x,y, x > i, y = 1}.
Перенумеруванням можемо завжди вибрати першi з них.
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. . .
В K̃i,j повинно стояти (rt,1 − rt,0)− (rt−1,1 − rt−1,0) чисел

iз K̃t−1,n+1 якi не зустрiчаються в {
⋃

K̃x,y, x > i, y = 1}.
Перенумеруванням можемо завжди вибрати першi з них.

. . .
Таким чином iз рангiв rkΩ слiдує однозначний вигляд

елемента. А це i доводить теорему.�

Теорема 1.2. Замикання довiльної орбiти iз
бiшубертiвського багатовиду BiSch(m, 1) визначається в
Грассманнiанi за допомогою нерiвностей
{rk(N) 6 kN , N ∈ Ω}, де {kN , N ∈ Ω} є вiдповiдним набо-
ром рангiв rkΩ для деякого елемента орбiти.

� Отже, нехай у нас є орбiта O, що визначається
рiвностями {rk(N) = kN , N ∈ Ω} в Грассманнiанi.
Доведемо, що її замикання O визначається нерiвностями
з тими ж правими частинами {rk(N) 6 kN , N ∈ Ω}. В
Грассманнових координатах O визначається як

(132) O = 〈F1 = . . . = Fm = 0, G1 6= 0 або . . . абоGk 6= 0〉

I треба довести, що її замикання визначається як

(133) O = 〈F1 = . . . = Fm = 0〉

Можна вважати, що k = 1. Дiйсно, припустивши, що
твердження теореми вiрне для цього випадку, матимемо

O =
⋃

Oi, Oi = 〈F1 = . . . = Fm = 0, Gi 6= 0〉 ,

O =
⋃

Oi, Oi = 〈F1 = . . . = Fm = 0〉 .

Тобто, твердження теореми буде вiрним i для довiль-
ного k. Тепер, застосувавши занурення Веронезе, можна
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вважати, що Gi лiнiйне, тобто, що
〈Gi 6= 0〉 = A

n
0 = 〈x0 6= 0〉. Отже маємо: X ′ ⊆ A

n
0 ⊆ P

n.

X ′ = 〈F1(x1, . . . , xn) = . . . = Fm(x1, . . . , xn) = 0〉 в A
n
0 .

X =

〈

xd1

0 · F1

(

x1

x0

, . . . ,
xn

x0

)

= . . .

. . . = xdm

0 · Fm

(

x1

x0

, . . . ,
xn

x0

)

= 0

〉

,

F̃i := xdi

0 · Fi

(

x1

x0
, . . . , xn

x0

)

, di := deg Fi,

де за визначальнi рiвняння для X ′ завжди можна вибрати
базу Грьобнера.

Треба довести, що X = X
′

.
Вiдомо, що

X ∩ A
n
0 = X

′

∩ A
n
0 = X ′,

i X ⊇ X (тому що X замкнена i X ⊇ X ′). Нехай у нас є
ненульовий багаточлен G, рiвний нулю на X

′

i не рiвний
на X:

G|
X

′ = 0, G|X 6= 0.

Вiн не дiлиться на x0, iнакше G|X = 0. Тодi G|X′ = 0, а
значить

G(1, x1, . . . , xn)t ∈ 〈F1, . . . , Fm〉 ,

де можна припустити, що t = 1.
Значить

G(1, x1, . . . , xn) =
m

∑

i=1

HiFi,

deg HiFi 6 deg G(1, x1, . . . , xn) = deg G =: d,
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оскiльки G однорiдний i не дiлиться на x0. Звiдси

G = xd
0G

(

1,
x1

x0

, . . . ,
xn

x0

)

=

=
m
∑

i=1

xd
0Hi

(

x1

x0
, . . . , xn

x0

)

Fi

(

x1

x0
, . . . , xn

x0

)

=

m
∑

i=1

xd−di

0 Hi

(

x1

x0

, . . . ,
xn

x0

)

· xdi

0 Fi

(

x1

x0

, . . . ,
xn

x0

)

=

=
m
∑

i=1

H̃i · F̃i,

де H̃i є багаточленом, так як d− di > deg Hi. Тобто G ∈
〈

F̃1, . . . , F̃m

〉

=> G|X = 0 – протирiччя.

Отже, якщо багаточлен G обертається в нуль на X
′

, то
вiн обертається в нуль i на X, а значить X = X

′

. �

Тепер переформулюємо отриманi ранговi результати в
термiнах рiвнянь в проективному просторi.

Теорема 1.3. Довiльна компонента C з довiльного
бiшубертiвського багатовиду BiSch(m, 1) визначається в
Грассманнiанi за допомогою рiвнянь S = {Xk1,...,kd

= 0},
де S складається з усiх мiнорiв окрiм таких, що мож-
на так пронумерувати їхнi рядки числами вiд 1 до d, що
∀l = 1, d, l-ий рядок буде знаходитись в зонi впливу числа
l (тобто в клiтинi, що розташована не вище i не правiше
вiд клiтини числа l) у характеристичнiй таблицi компо-
ненти. Ця система рiвнянь є мiнiмальною.

� З попередньої теорiї можна зробити висновок, що
компонента C задовольняє цим рiвнянням, i не
задовольняє всiм iншим рiвнянням вигляду Xk1,...,kd

= 0.
Дiйсно,
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розглянемо характеристичний елемент eO “великої” орбiти
O, що вiдповiдає компонентi C, i його матрицю. Очевидно,
що дiючи на неї перетвореннями рядкiв iз AG, ми може-
мо зробити в нiй ненульовими довiльний d-вимiрний мi-
нор, який не мiститься в S. Бiльше того, ми можемо зро-
бити його довiльним. Всi ж iншi мiнори завжди будуть
залишатися нульовими. Дiючи на eO перетвореннями
рядкiв iз AG, ми пробiгаємо всю орбiту O, тому
твердження справедливе для O. А так як O щiльна в C,
то твердження справедливе i для C.

Тепер нам треба ще довести, що в Грассманнiанi набiр
рiвнянь S визначає множину, не бiльшу за компоненту C.
Для цього ми доведемо, що якщо якась матриця елемента
не задовольняє нерiвностям, визначеним в Теоремi 1.2, то
вона також не задовольняє набору рiвнянь S.

Отже, нехай у нас є матриця M , яка не задовольняє ран-
говим визначальним нерiвностям для компоненти.
Наприклад, rk(N) = kN + r, r > 1, для якоїсь N ∈ Ω, де
kN – вiдповiдне визначальне число для компоненти. Тодi
в N виберемо kN + r лiнiйно незалежних рядкiв (утворе-
ну ними матрицю позначимо як E) i доповнимо їх до d-
вимiрної пiдматрицi F рангу d. Отримаємо мiнор, що не
дорiвнює нулю для M , i завжди дорiвнює нулю для довiль-
ного
елемента iз компоненти, так як rk(E) < kN + r в C. Тому
цей мiнор входить до S, а звiдси M /∈ V (S) ∩ Gr.

Отже, C = V (S) ∩ Gr.
Доведемо мiнiмальнiсть такої системи в Грассманнiанi.

Якщо викинути рiвняння Xk1,...,kd
= 0 iз системи, то

утворимо таку матрицю M – елемент Грассманнiана:
поставимо в її пiдматрицi, що вiдповiдає мiнору Xk1,...,kd

,
одиничну матрицю, а все iнше заповнимо нулями. Тодi M
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буде мати єдину ненульову координату Грассманна
Xk1,...,kd

= 1, а отже не буде задовольняти всiй системi
визначальних рiвнянь S, але буде задовольняти неповнiй
системi. Отже система є мiнiмальною. �

Висновок 1.1. Всi незвiднi компоненти всiх
бiшубертiвських багатовидiв BiSch(m, 1) не є повними
перетинами в Грассманнiанi. Тобто їхнi корозмiрностi
не дорiвнюють кiлькостi вiдповiдних визначальних
рiвнянь.

� Нехай ми маємо деяку незвiдну компоненту C з
таблицею, що мiстить числа в клiтинах (xl, yl), l = 1, d.
Пiдрахуємо кiлькiсть тих визначальних рiвнянь, для яких
всi рядки вiдповiдного мiнора окрiм одного – це рядки, що
вiдповiдають d−1 числу iз таблицi, а цей один знаходить-
ся поза зоною впливу невикористаного числа (зверху або

справа вiд нього). Маємо
d

∑

l=1

(h − r(l)) −
d

∑

l=1

|Σxl,yl
| рiвнянь

в позначеннях Роздiлу 1 в [1]. Тодi сума кiлькостi цих рiв-
нянь i розмiрностi компоненти рiвна
d · h − d2 = dim (Gr(d, h)). Тепер знайдемо по крайнiй мiрi
ще одне визначальне рiвняння.

Так як d > 2, то виберемо довiльнi 2 числа в таблицi для
C (нехай це будуть 1,2). Можливi 2 варiанти їх взаємного
розмiщення (з точнiстю до перенумерацiї).

В обох випадках клiтини, в яких не намальованi точ-
ки (iз чотирьох, що знаходяться на перетинi рядкiв k, l i
стовпчикiв i, j), є “вiльними” (в термiнах Теореми 1 в [2]).

В 1-ому випадку взаємного розмiщення виберемо такий
визначальний мiнор: всi рядки окрiм 2-х – це рядки, що
вiдповiдають числам 3, . . . , d iз таблицi; один рядок – це
порожнiй рядок iз клiтини (i, k), а один – порожнiй рядок
iз клiтини (j, l).
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Рис. 13. Варiанти взаємного розмiщення 2-х чисел.

В 2-ому випадку виберемо майже так само: всi рядки
окрiм 2-х – це рядки, що вiдповiдають числам 3, . . . , d iз
таблицi; один рядок – це порожнiй рядок iз клiтини (i, l),
а один – порожнiй рядок iз клiтини (j, k).

В обох випадках цi мiнори не входять в обчисленi
ранiше, але є визначальними. �

2. Структура взаємного розмiщення орбiт

Вiдповiдь на питання про взаємне розмiщення замикань
“великих” орбiт i їхнiх перетинiв дає наступна теорема.

Теорема 2.1. Якщо O1, . . . , Om+1 - це всi “великi” орбiти
iз BiSch(m, 1), то
(1) Для довiльного перетину Oi1 ∩ . . .∩Oir iснує орбiта O
така, що Oi1 ∩ . . . ∩ Oir = O.
(2) якщо r < m + 1, то всi перетини рiзнi.

� Цей результат є фактично наслiдком теорем 1.1, 1.2.
Дiйсно, якщо ми маємо r орбiт Oi1, . . . , Oir з

вiдповiдними визначальними наборами рангiв {k1
N , N ∈

Ω},. . . ,{kr
N , N ∈ Ω}, то Oir , . . . , Oir визначаються за
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допомогою нерiвностей {rk(N) 6 k1
N , N ∈ Ω},. . . ,

{rk(N) 6 kr
N , N ∈ Ω}.

Тому Oi1 ∩ . . . ∩ Oir визначається за допомогою
нерiвностей

{rk(N) 6 k′

N , N ∈ Ω},

де {k′

N = min(k1
N , . . . , kr

N), N ∈ Ω}. Тепер, якщо ми
знайдемо таку орбiту, яка має набiр рангiв {k′

N , N ∈ Ω},
то ми автоматично доведемо твердження.

Позначимо через Oi i = 1, m + 1, таку “велику” орбiту:

m + 1 . . . i + 1 i − 1 . . . 1
. . . i . . .

↑ ↑ ↑
1 . . . m+2−i . . . m + 1

Рис. 14. Таблиця орбiти Oi

Для довiльних 1 6 i 6 j 6 m + 2, i 6 m + 1 позначимо
через Ω(i, j) таку матрицю iз Ω:

Ω(i, j) =
{

⋃

K̃x,y, (y = 2 i x > i) або (y = 1 i x > j)
}

.

Такi матрицi складають всю Ω. Для кожного j = 1, m
через Aj позначимо такий вектор рангiв матриць iз Ω:
Aj =

(

rk (Ω(k, m + 2 − j)) , k = m + 2 − j, 1
)

, а через A0

такий: A0 =
(

rk (Ω(k, m + 2)) , k = m + 1, 1
)

.
Введемо звичайний покомпонентний частковий порядок

“6” а також звичайну покомпонентну рiвнiсть “=” на
множинi векторiв однакової розмiрностi, елементами яких
є цiлi невiд’ємнi числа. Будемо казати, що
M = (m1, . . . , mt) < N = (n1, . . . , nt), якщо M 6 N i
M 6= N , тобто mi 6 ni, ∀i = 1, t i ∃ j : mj < nj .
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Тепер ми хочемо довести, що ∀j = 0, m на множинi
{

Ai
j, i = 1, m + 1

}

, де Ai
j позначає набiр рангiв Aj для

“великої” орбiти Oi, порядок “6” є лiнiйним. Дiйсно,
просто випишемо всi

{

Ai
j , i = 1, m + 1

}

.
Для ∀j = 1, m:
A1

j = (j, j + 1, . . . , m + 1),
. . .
Aj

j = (j, j + 1, . . . , m + 1),
Aj+1

j = (j, j, j + 1, . . . , m),
Aj+2

j = (j, j + 1, j + 1, j + 2, . . . , m),
. . .
Am+1

j = (j, . . . , m − 1, m, m).
Тобто A1

j = . . . = Aj
j > Am+1

j > . . . > Aj+1

j

Для j = 0:
A1

0 = (0, 1, 2, . . . , m),
A2

0 = (1, 1, 2, . . . , m),
. . .
Aj

0 = (1, . . . , j − 2, j − 1, j − 1, j, . . . , m),
. . .
Am+1

0 = (1, 2, . . . , m).

Тобто Am+1
0 > . . . > A1

0.
Всi цi взаємовiдношення зображенi на Рис.15, де число

i в стовпчику Aj означає Ai
j, i якщо в одному i тому ж

стовпчику число i1 розташоване вище нiж i2, то це озна-
чає, що Ai1

j >Ai2
j . Якщо ж в якомусь стовпчику якесь число

не зображене, то це означає, що воно стоїть там же де i
вiдповiдна одиничка, тобто, що Ai

j = A1
j .

Таким чином, для знаходження визначальних
рангiв Oi1 ∩ . . . ∩ Oir , замiсть того щоб брати мiнiмуми
по кожному числу, ми можемо брати мiнiмуми на рiвнi
векторiв Aj , якi у нас точно виписанi.



Перетини незвiдних компонент бiшубертiвських... 193

A0 A1 A2 A3 A4 A5 . . . Am

1 1 1 1 1 . . . 1
m + 1 m + 1 m + 1 m + 1 m + 1 m + 1 m + 1
. . . . . . . . . . . . . . .
5 5 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3
2 2
1

Рис. 15. Взаємовiдношення векторiв Ai
j

Отже, для i1 < . . . < ir Oi1∩. . .∩Oir має такi визначальнi
вектори A′

j :
A′

j = Ai1
j , j = 0, i1 − 1,

A′

j = Ai2
j , j = i1, i2 − 1,

. . .
A′

j = Air
j , j = ir−1, ir − 1,

A′

j = A1
j = Ai1

j = . . . = Air
j , j = ir, m.

Вони, очевидно, рiзнi для рiзних наборiв i1 < . . . < ir.
Тепер знайдемо орбiту, що має такi ж визначальнi вектори.

Для Oi1 ∩ . . . ∩ Oir = O, O виглядає так

m+1 . . . ir + 1 ir−1 ir − 1 . . . i2 + 1 i1
ir i2

i2 − 1 . . . i1 + 1 i1 − 1 . . . 2 1
i1

Рис. 16. Таблиця орбiти O, де Oi1 ∩ . . . ∩ Oir = O
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Тобто для всiх i = 1, m + 1, i /∈ {i1, . . . , ir} в клiтинi
K̃m+2−i,2 стоїть число i, в клiтинi K̃m+2−i,1 не стоїть нiчо-
го. В клiтинi K̃m+2−i1,2 пусто, в клiтинi K̃m+2−i1,1 стоїть
число i1, ∀k = 2, r в клiтинi K̃m+2−ik ,2 стоїть ik−1, в клiтинi
K̃m+2−ik,1 стоїть ik.

�

Якщо ввести позначення Oi1 ∩ . . .∩Oir = Oi1,...,ir , то для
випадку Bisch(2, 1) картина взаємного розмiщення
перетинiв незвiдних компонент виглядає так

 

1O  2O  3O  

2,1O  3,1O  3,2O  

3,2,1O  

Рис. 17. Взаємне розмiщення перетинiв незвiд-

них компонент в Bisch(2, 1)

3. Особливi та регулярнi точки

Для кожної з незвiдних компонент цiкаво знати чи
мiстять вони особливi точки. Вiдповiдь виявляється
позитивною. Причому вона може залежати вiд
розмiрностей пiдматриць Ki,j. Тут ми повнiстю
розглянемо i приведемо доведення тiльки для
найпростiшого випадку Bisch(1, 1), для бiльш складних
випадкiв все робиться аналогiчним шляхом тiльки
складнiше.

Отже, розглянемо Bisch(1, 1) в грассманiанi Gr(2, h).
Випишемо спочатку рiвняння самого грассманiана в
усьому просторi P N , N =

(

h
d

)

− 1. Як вiдомо (див. [5]),
грассманiан Gr(d, h) задається всiма рiвняннями такого
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вигляду:

(134)
d+1
∑

i=1

(−1)i−1 · Xk1k2...kd−1li · Xl1...l̆i...ld+1
= 0

для всiх можливих 1 6 k1 < . . . < kd−1 6 h i 1 6 l1 < . . . <
ld+1 6 h.

Позначимо множини {k1, . . . , kd−1} i {l1, . . . , ld+1} як A i
B вiдповiдно. При A ⊂ B вiдповiдне рiвняння
перетворюється на тотожнiсть. При A 6⊂ B легко бачи-
ти, що як би не розбивалась на A та B множина A ∪ B =
{i, j, k, l}, i < j < k < l, вiдповiдне рiвняння завжди еквi-
валентне

(135) Xi,j · Xk,l − Xi,k · Xj,l + Xi,l · Xj,k = 0.

Очевидно що при рiзних A ∪ B вiдповiднi рiвняння
будуть рiзними. Отже, кiлькiсть рiвнянь в системi
SGr(2, h) визначальних рiвнянь для Gr(2, h) рiвна

(

h
4

)

.
Нагадаємо, що за “проективним якобiєвим критерiєм”,

для регулярностi точки p iз проективного багатовиду X ⊂
P n, I(X) = 〈F1, . . . , Fm〉, необхiдно i достатньо, щоб
rk (∂Fi/∂Xj) (p) = n − dimp X, де dimp X = dim X для
незвiдного багатовиду X. Нагадаємо також, що для
незвiдного багатовиду X, множина його регулярних точок
Xreg є вiдкритою щiльною пiдмножиною в X.

Випишемо тепер всi орбiти iз Bisch(1, 1). Їх всього 6.

1O              2O              3O              4O              5O              6O  

  

 

  
 

 1  2      1      1  

2    1  2 1  2   1,2   2 1 

1O  

6O  

2O  

4O  

5O  

3O

Рис. 18. Орбiти Bisch(1, 1)
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Розглянемо деяку незвiдну компоненту C в Bisch(m, n).
Вона є замиканням вiдповiдної “великої” орбiти O. Тому O
перетинається з Creg. А так як всi перетворення iз нашої
алгебраїчної групи AG не змiнюють регулярностi чи особ-
ливостi точки, то O ⊂ Creg. Це стосується i всiх iнших
орбiт iз C, вони мiстять або тiльки регулярнi точки, або
тiльки особливi.

3.1. Компонента C1 = O1.

Позначимо через Si множину визначальних рiвнянь
компоненти Ci в Gr(2, h) (див. теорему 4, [1]). Тодi
(136)

dim C1 = 2D1,1 + D1,2 + D2,1 + D2,2 − 3,
|S1| = D1,2 · D2,1 + D1,2 · D2,2 + D2,1 · D2,2+
(

D1,2

2

)

+
(

D2,1

2

)

+
(

D2,2

2

)

=
(

h
2

)

− NI1 =

=
(

h
2

)

−
(

D1,1 · D1,2 + D1,1 · D2,1 + D1,1 · D2,2 +
(

D1,1

2

))

.

В усьому просторi P N , N =
(

h
2

)

− 1, компонента Ci за-
дається рiвняннями iз Si плюс рiвняннями грассманiана
SGr(2, h).

Отже, для регулярностi точки p ∈ C1, нам треба знайти
((

h
2

)

− 1
)

− dim C1 рiвнянь iз S1 ∪ SGr(2, h), чиї якобiани
були б лiнiйно незалежними в точцi p. А так як якобiани
функцiй iз Si є просто ЛНЗ векторними константами (з
єдиним ненульовим елементом, рiвним, до речi, одиницi),
то задача зводиться до того, щоб знайти

((

h
2

)

− 1
)

− dim C1 − |S1| = NI1 − dim C1 − 1

рiвнянь iз SGr(2, h), чиї б якобiани були ЛНЗ в точцi p
разом з якобiанами вiд функцiй iз S1.

Розглянемо орбiту O3 i її загальний елемент e3,
зображений на Рис.18. Розглянемо деяку функцiю f iз
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SGr(2, h): Xi,j ·Xk,l−Xi,k ·Xj,l +Xi,l ·Xj,k. Її якобiан рiвний

(137)

∂f

∂X
= (. . . ,Xk,l ,. . . , −Xj,l ,. . . , Xj,k ,. . .

↑ ↑ ↑
Xi,j Xi,k Xi,l

. . . , Xi,l ,. . . , −Xi,k,. . . , Xi,j ,. . . )
↑ ↑ ↑

Xj,k Xj,l Xk,l

де “. . . ” означають нулi.
Для того, щоб вiн не був рiвний нулю в точцi p = e3,

треба щоб хоч один X∗,∗ iз f був рiвним X1̃,2̃ = 1, де l̃
позначає рядок, в якому стоїть число l в e3. А це можливо
тiльки якщо

{

1̃, 2̃
}

⊂ {i, j, k, l}. Отже, треба розглядати
A ∪ B =

{

i, j, 1̃, 2̃
}

, для яких матимемо

(138)

(

∂f

∂X

)

(e3) = (0,. . . ,0, 1 ,0,. . . ,0)

↑
Xi,j

Але Xi,j не повинно належати S1, iнакше (∂f/∂X) (e3)
буде рiвним (∂Xi,j/∂X) (e3), а отже якобiан вiд f буде ЛЗ
вiд якобiанiв функцiй iз S1.

Отже, для i, j /∈
{

1̃, 2̃
}

можливi такi варiанти:
(K1,1,K1,2), (K1,1,K2,1), (K1,1,K2,2), (K1,1,K1,1). Залишаєть-
ся їх тiльки порахувати.

(139)
Ñ3 = (D1,1 − 1) · D1,2 + (D1,1 − 1) · (D2,1 − 1) +

+ (D1,1 − 1) · D2,2 +
(

D1,1−1

2

)

= NI1 − dim C1 − 1.

Отже, вся орбiта O3 складається з регулярних в C1 то-
чок.
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Так само розглядаємо орбiти O4, O5. Маємо

(140)
Ñ4 = (D1,1 − 1) · (D1,2 − 1) + (D1,1 − 1) · D2,1+

+ (D1,1 − 1) · D2,2 +
(

D1,1−1

2

)

= NI1 − dim C1 − 1.

(141)
Ñ5 = (D1,1 − 2) · D1,2 + (D1,1 − 2) · D2,1+

+ (D1,1 − 2) · D2,2 +
(

D1,1−2

2

)

= (NI1 − dim C1 − 1)−

− (D1,2 + D2,1 + D2,2 − 1) < NI1 − dim C1 − 1.

Отже, O4 є регулярною, а O5 особливою в C1.
Випадок орбiти O6 трохи складнiший. Щоб розрiзняти

рядки, в яких стоять двi одинички її таблицi, запишемо її
загальний елемент e6 в такому виглядi:

(142) e6 =
1’
2 1”

Тодi, вибравши за A ∪ B, наприклад,
{

i, j, 1̃′, 2̃
}

, i, j /∈
{

1̃′, 1̃′′, 2̃
}

, ми маємо тi самi випадки, що i для поперед-
нiх орбiт. Випадки A ∪ B =

{

i, j, 1̃′′, 2̃
}

на рiвнi якобiанiв
аналогiчнi випадкам A ∪ B =

{

i, j, 1̃′, 2̃
}

, а тому не повин-
нi додатково обчислюватись. Плюс iснує ще один випадок:
A∪B =

{

i, 1̃′, 1̃′′, 2̃
}

. Для нього маємо таке значення якобiа-
на в точцi e6:
(143)

(

∂f

∂X

)

(e6) = (0,. . . ,0, ±1 ,0,. . . ,0, ±1 ,0,. . . ,0)

↑ ↑
Xi,1̃′ Xi,1̃′′

Цей випадок нiяк не перетинається з попереднiми, i всi
такi випадки мiж собою також рiзнi. Тобто треба додат-
ково порахувати кiлькiсть таких A∪B =

{

i, 1̃′, 1̃′′, 2̃
}

, щоб
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хоча б один iз Xi,1̃′, Xi,1̃′′ не належав S1. Маємо:
(144)

Ñ6 = (D1,1 − 1) · (D1,2 − 1) + (D1,1 − 1) · (D2,1 − 1)+

+ (D1,1 − 1) · D2,2 +
(

D1,1−1

2

)

+ (D1,1 − 1) =

= NI1 − dim C1 − 1

Отже O6 є регулярною в C1.

3.2. Компонента C2 = O2.

Для другої компоненти маємо такий результат:

(145)

O2 в C2 : регулярна

O3 в C2 :

{

регулярна, якщо D1,2 = 1
особлива, якщо D1,2 > 1

O4 в C2 :

{

регулярна, якщо D2,1 = 1
особлива, якщо D2,1 > 1

O5 в C2 :

{

регулярна, якщо D1,2 = D2,1 = 1
особлива, якщо D1,2 + D2,1 > 2

O6 в C2 : регулярна

Отже, вже для Bisch(1, 1) виявилося, що iснують особ-
ливi точки. Для Bisch(2, 1) було також перевiрено декiль-
ка випадкiв i ситуацiя виявилася аналогiчною. Тому ви-
дається правдоподiбним, що вона буде зберiгатися i для
iнших бiшубертiвських багатовидiв.
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