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Исследуется нелинейный прост-
ранственно-временной процесс, 
функция состояния которого че-
рез произведение своих линейных 
дифференциальных преобразова-
ний определяется дискретно и 
непрерывно заданным простран-
ственно-временным возмущени-
ем. Строится функция, которая 
среднеквадратически приближа-
ется к решению системы. 
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Введение. Обобщение методов линейной 
алгебры [1] и псевдоинверсного обращения 
[2] систем линейных алгебраических уравне-
ний, выполненное в работах Н.Ф. Кири-
ченко [3, 4], позволило [5] построить средне-
квадратическое приближение к решениям 
линейных интегральных и функциональных 
уравнений. Последнее вместе с предложен-
ным в [6] подходом к моделированию на-
чально-краевых условий было положено в 
развитую со временем [7, 8] методологию 
решения прямых и обратных задач динамики 
линейных систем с распределенными пара-
метрами. Для распространения математиче-
ских результатов, изложенных в [7, 8] и по-
следующих журнальных публикациях, на 
нелинейные динамические системы в [9] бы-
ла предложена методика среднеквадратиче-
ского обращения нелинейных алгебраиче-
ских систем, левая часть которых является 
произведением нескольких линейных алгеб-
раических преобразований. Использование 
этой методики к исследованию дискретно-
возмущаемых распределенных пространст-
венно-временных процессов позволило смо-
делировать [10] среднеквадратическое при-
ближение к его дискретно и непрерывно 
определенной функции состояния. Далее 
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в развитие [10] методика [9], дополненная идеями работы [5], используется для 
построения функции состояния распределенной пространственно-временной 
системы, находящейся под влиянием непрерывно заданных внешнедина-
мических возмущений и описываемой нелинейным дифференциальным уравне-
нием, образованным произведением линейных дифференциальных преобразова-
ний, которое в дискретно определенных точках среднеквадратически выпол-
няется для данной функции. Исследованы условия точности и однозначности  
полученных решений. 

Постановка задачи. Рассмотрим динамику системы, функция ( )y s  состоя-
ния которой в неограниченной пространственно-временной области 

1{ ( , ) : , }nS s x t x R t R= = ∈ ∈  определяется уравнением 
 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),s sL y s L y s u s∂ ∂ =  (1) 
где ( )u s  – функция внешнединамических возмущений, которые действуют на 
систему, ( , ),s x t∂ = ∂ ∂  

1 2
( , , , )

nx x x x∂ = ∂ ∂ ∂…  – вектор производных по пространст-
венным координатам 1 2, , , nx x x… , t∂  – производная по времени t , а 1( )L ⋅  и 2 ( )L ⋅  
– полиномиальные функции своих аргументов. 

Считая ( )u s  известной функцией, построим функцию ( ) ( )y s s S∈  состоя-
ния рассматриваемой системы, вектор 1 2( ( ), ( ), , ( ))T

Ly y s y s y s=
G …  значений кото-

рой удовлетворяет условию 
 2

1 2[( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( )] min.s s y
S

L y s L y s u s ds∂ ∂ − →∫ G  (2) 

Полагая 
 ( ) ( ) ( ) ( 1,2),k s kL y s u s k∂ = =  (3) 
или, что эквивалентно,  
 ( ) ( ) ( ) ( 1,2),k k

S

y s G s s u s ds k′ ′ ′= − =∫  (4) 

где ( )kG s s′−  – функция Грина [9] уравнения (3) в области S , систему (1) запи-
шем в виде 
 1 2( ) ( ) ( ).u s u s u s=  (5) 

Считая функции ( )kG s s′−  в (4) известными [7, 8], рассмотрим проблемы по-
строения решения (или среднеквадратичного приближения к нему) уравнения 
(5) такого, чтобы  
 

1 2

2
1 2 ( ), ( )

( ( ) ( ) ( )) min
u s u s

S

u s u s u s ds− →∫  (6) 

при ( )y s , определенном вектором yG . 
Дискретное исследование квадратично нелинейной модели.  Рассмотрим 

вариант решения вышесформулированной задачи для случая, когда функция 
( )u s  задана вектором ее значений ( ) ( 1, )mu s m M′ = , определенных в точках ms′ , 
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для которых 1m m ms s s+′ ′ ′− = Δ . В этом случае уравнения (4), (5) и условие (6)  
приведем к виду 
 1 1 2 2 ,y Au A u= =

G G G  (7) 
 1 2 ,u u u⊗ =

G G G  (8) 

 
1 2

2
1 2 ,

min,
u u

u u u⊗ − → G G
G G G  (9) 

где ⊗  – операция декартового произведения векторов,  
,

, 1
[ ( ) ] ,

l L m M

k k l m m l m
A G s s s

= =

=
′ ′= − Δ  

1 2 1 2( , , , ) ( 1,2), ( , , , )T
k k k kM Mu u u u k u u u u= = =
G G… …  

при  
( ) , ( ) ( 1, ).m m m km k m mu u s s u u s s m M′ ′ ′ ′= Δ = Δ =  

С использованием 
 2arg min ( 1,2),

k k

T
k k k ku

u u A P y k+

∈Ω
= = =

G G  (10) 

где T
k k kP A A= , 

2{ : arg min , },
k

M T T M
k k k k k k k k k k k k ku

u R u A u y A P y v A P A v v R+ +Ω = ∈ = − = + − ∀ ∈
G G  

0kv ≡  при det 0T
k kA A > , а 

2 2min ,
k k

T T
k k k k ku

A u y y y y P P y+

∈Ω
− = − = ε
G G G G G  

уравнение (8) запишем в виде  
 1 2 2 1 1 ,Tu A P Au u+⊗ =

G G G  (11) 
или 
 2 1 1 2 2 .Tu A P A u u+⊗ =

G G G  (12) 
Решения уравнений (11), (12) такие, чтобы  

 
1

1 2 2 1 1 min,T

u
u A P Au u+⊗ − → G
G G G  (13) 

 
2

2 1 1 2 2 min,T

u
u A P A u u+⊗ − → G
G G G  (14) 

найдем после среднеквадратичного обращения систем 
 ( 1, 2),k kA u kα = =

G  (15) 
где 
 

2

1 2 1

( 1)

((0, ,0, ([ ] , 1, ),0, ,0), 1, ),ij
M i M iM

A col str A A j M i M+

− −

= = =… …�	
 �	
  (16) 

 
2

2 1 2

( 1)

((0, ,0, ([ ] , 1, ),0, ,0), 1, ),ij
M i M iM

A col str A A j M i M+

− −

= = =… …�	
 �	
  (17) 

((( ), 1, ), 1, ) ( 1, 2).k ki kjcol u u j M i M kα = = = =  



О СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ОБРАЩЕНИИ ОДНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ МОДЕЛИ… 

Компьютерная математика. 2009, № 1 23

Комбинации ( ) ( , 1, )ki kju u i j M=  компонент ( 1, )kiu i M=  векторов 

( 1,2)ku k =
G  такие, чтобы 

( )

2arg min ,
k k

k k
a

a
α∈Ω

α =
G  

2

2( ) { : arg min },
M

k k k k
R

a a A uα

α∈
Ω = = α −

G  

определим соотношениями: 

   
1

2
1 1 2 2 1 2 2 1 1 ( 1) 2 2 1 1 ( 1)

1 1
[ ] [ ] [ ] ([ ] ) [ ] ,

M M
T T T

i j ij i ip i M p im i M j
p m

u u A P A u A P A v A P A v
−

+ + +
− + − +

= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= − +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
∑ ∑   (18) 

   
1

2
2 2 1 1 2 1 1 2 2 ( 1) 1 1 2 2 ( 1)

1 1
[ ] [ ] [ ] ([ ] ) [ ] ,

M M
T T T

i j ij i ip i M p im i M j
p m

u u A P A u A P A v A P A v
−

+ + +
− + − +

= =

⎛ ⎞⎡ ⎤
= − +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
∑ ∑  (19) 

где 
 

2 2min ,
k k

T T
k k k k ka

A a u u u u A A u+
∈Ω

− = − = δ
G G G G G  (20) 

а 
2M

k Rν ∈  определяется из условия, чтобы 

( 1) ( 1) ( 1)[ ] [ ] [ ]k i M j k i M i k j M j− + − + − +α = α α , 

или есть решением системы 
 2

( 1) ( 1) ( 1)([ ] ( ) [ ] [ ] ( ) )T T T T
k i M j k k k i M j k i M j k k k kA A A a v A A A A v+ +

− + − + − ++ − =  

( 1) ( 1) ( 1)([ ] ( ) [ ] [ ] ( ) )T T T T
k i M i k k k i M i k i M i k k k kA A A a v A A A A v+ +

− + − + − += + − ×         (21) 

( 1) ( 1) ( 1)([ ] ( ) [ ] [ ] ( ) ) 1, , 1, .T T T T
k j M j k k k j M j k j M j k k k kA A A a v A A A A v j M i M+ +

− + − + − +× + − = =  

Здесь и далее [ ]ij⋅ , [ ]i⋅  – ( , )i j -ий элемент матрицы и i -я компонента вектора  
соответственно. 

Если учесть, что  
( 1) ( 1)[ ] [ ]k i M j k j M i− + − +α = α , 

то размерность системы (21) можно уменьшить к 2( ) / 2M M− . С учетом (21) из 
соотношений (18), (19) находим компоненты ( 1, )kiu i M=  искомых согласно 
(13), (14) векторов ( 1,2)ku k =

G .  
Завершая рассмотрение дискретного случая задачи (4)–(6), заметим, что 

функция ( )y s , вектор yG  значений ( ) ( 1, )ly s l L=  которой удовлетворяет дис-
кретизированному точками ( 1, )ls l L=  соотношению (2), по аналогии с (4)  
запишем в виде 
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1
( ) ( ) ,

M

k m km m
m

y s G s s u s
=

′ ′= − Δ∑  

где 
 1k =  при 2 2 2 2

1 1 2 2ε + δ < ε + δ  (22) 
или  
 2k =  при 2 2 2 2

2 2 1 1 .εε + δ < + δ  (23) 

Квадратично нелинейная модель с непрерывно определенным возму-
щающим фактором. Для построения функции ( )y s , которая согласно (2) удов-
летворяет (1) и соотношением (4) определяется через функционально заданное 
внешнединамическое возмущение ( )u s , будем исходить из результатов решения 
рассматриваемой задачи, вышеполученных для случая, когда ( )u s  определена  
в точках ( 1, )ms m M′ = . 

Аналитический вид функций ( ) ( 1,2)ku s k = , через одну из которых со-
отношением (4) определяется искомая функция ( )y s , получим из (18), (19),  
учитывая, что  

lim lim ( ) ( ),ki kj
k m kM M

m i j m

u u
u s u s

s→∞ →∞
= =

′ ′= =
′Δ

 

lim lim ( ( ), 1, ) ( ( ), 1, ) ( ),k
k l m k l kM M

m

A col G s s l L col G s s l L G s
s→∞ →∞

′= − = = − = =
′Δ

 

lim ( ) ( )T T
k k k k kM

S

A A G s G s ds P
→∞

= =∫ . 

При этом  
 2 1

1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Tu s G s P G s Q s u s+ −=  (24) 

 2 1
2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Tu s G s P G s Q s u s+ −=  (25) 

где 
2

1 2 2 1( ) ( ( ) ( ))T

S

Q s G s P G s ds+ ′ ′= ∫ ,   2
2 1 1 2( ) ( ( ) ( ))T

S

Q s G s P G s ds+ ′ ′= ∫ . 

При M →∞  из соотношений (20) получим и величины 2
kδ  – точности, с ко-

торыми найденные согласно (24), (25) функции ( ) ( 1,2)ku s k =  удовлетворяют 
уравнению (5). Они будут такими: 

 2 2 ( ) ,T
k k k k

S

u s ds a P a+δ = −∫  (26) 

где  
( ) ( )T

k k k
S

P A s A s ds= ∫ ,  ( ) ( ) .T
k k

S

a A s u s ds= ∫  
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Для выбора значения k  в соотношении (4) кроме вышеопределенных 
2 ( 1, 2)k kδ =  учтем также точности 

22 2

( ) 1
min ( ( ) ( ) ( ) ) lim min

k k

L

k l k l k k ku s M ul S

y s G s s u s ds A u y
→∞

=

′ ′ ′ε = − − = − =∑ ∫ G
G G  

( 1, 2),T T
k ky y y P P y k+= − =

G G G G                                             (27) 

с которыми используемые в (5) функции ( )ku s  в точках ( 1, )ls l L=  будут  
удовлетворять уравнению (4). 

Найденные согласно (26), (27) величины 2
kδ  и 2

kε  по аналогии с (22), (23)  
будут определять индекс k  при выборе (соотношения (24), (25)) функции ( )ku s  
и в конечном представлении состояния ( )y s  рассматриваемой системы. 

Общее решение задачи. Рассмотрим задачу построения вектора yG  значений 

( ) ( 1, )l ly y s l L= =  функции ( )y s  таких, чтобы 
 2

1 1[( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )] min,s s n s y
S

L y s L y s L y s u s ds∂ ∂ ∂ − →∫ G…  (28) 

где ( )u s  и ( ) ( 1, )i sL i n∂ =  – заданные функция и линейные дифференциальные 
операторы. 

Нетрудно видеть, что задача (28) эквивалентна задаче среднеквадратичного 
обращения уравнения 
 1 2( ) ( ) ( ) ( ),nu s u s u s u s=…  (29) 
в котором 
 ( ) ( ) ( ) ( 1, ),k k su s L y s k n= ∂ =  (30) 
или (что эквивалентно) 
 ( ) ( ) ( ) ( 1, ).k k

S

y s G s s u s ds k n′ ′ ′= − =∫  (31) 

Среднеквадратически обращая дискретизированное по нештрихованным ко-
ординатам точками ( 1, )ls l L=  уравнения (31), с точностью 

 
2

2

( ) 1
min ( ) ( )

k

L
T T

k k l k l k ku s l S

G s s u s ds y y y y P P y+

=

⎛ ⎞
′ ′ ′ε = − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫

G G G G  (32) 

получаем 
 ( ) ( ) ( 1, ),T

k k ku s G s P y k n+= =
G  (33) 

где ( )kG s  и kP  – вектор-функция и матрица, которые совпадают с вышеопреде-
ленными. 

С учетом (33) при  
 ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( 1, , )T

i i i k k
S

U s G s P G s u s ds i n i k+ ′ ′ ′= = ≠∫  (34) 

уравнение (29) запишем в виде 
 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k nU s U s u s U s U s u s− + =… …  (35) 
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Из соотношения (35) находим значения ( ) ( 1, )k mu s m M′ =  функций 
( ) ( 1, )ku s k M= , которые, как и выше, удовлетворяют уравнению (15) при 

1,k n=  и 

1 1

( )

( 1)

(0, ,0 , , 0, ,0 , 1, )
n n n

k
k j

k M M kM

A col A j M
− −− −

= =… …�	
 �	
 , 

1 1 1

( )
1 1 1 1 1 1

1 1 1

(( ((( ([ ] [ ] [ ] [ ] ,

1, ), ), 1, ), 1, ), ), 1, ),
k k n

k T T T T
j k ji k k k ji k k k ji n n k ji

n k k

A str G P G G P G G P G G P G

i M i M i M i M
− +

+ + + +
− − + +

+ −

=

= = = =

… … … …

… …
 

1( ( ) ( ) , 1, ),nn
k k m mG str G s s m M−′ ′= Δ =  

1 1( , 1, , , 1, ).
nk ki ki ncol u u i M i Mα = = =… …  

По аналогии с (18), (19) эти значения определим соотношением 

(
1 1 1

1 1

1

1 1 1 1

1

1 1

2

11

1

1 11 1 1

[ ] [ ]
( ) ( ) ( )

[ ]

[ ] [ ] .

j j

n

j

j

j j j j j

j j

k n
T T
j j k i i j j k i i

j j k
k i k i in M

T
j j k i p

pj
j k

k n nM M
T T

i j j k i p p j j k i p p i
p pj j k j

G P G G P G
u s u s u s

G P G

v G P G v G P G v v

+

+

−
+ +

= = +

+

==
≠

−
+ +

= == = + =

′ ′ ′= −

⎞
− +⎟⎟

⎠

∏ ∏

∑∏

∑ ∑∏ ∏ ∏

…

 

Откуда при M →∞  находим 
1 1( ) ( ) ( , , ),k k n nu s u s U s s=… …  

где 

(

1

1 1 1
1 1

1 1
2

1

1
1

1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) ( )

( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n
T T
j j j k j j j k

j j k
n n

T
j j k

j S
j k

n
k n n

T T T
j j j j j j k j

j j k jS

G s P G s G s P G s
U s s u s

G P G d

v s G s P G s P G v d v s

−
+ +

+
= = +

+

=
≠

−
−

+ +
+

= = + =

= −
ξ ξ ξ

⎞⎛ ⎞
⎟− ξ ξ ξ +⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠

∏ ∏

∏∫

∏ ∏ ∏∫

…

 

для 11, , , , nk n s S s S= ∈ ∈… . При этом ( ) ( 1, )jv s j n=  – произвольные функции, 
выбор которых ограничивается условиями 

1
1

1 1

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ).

n
n

n j j
j

n n

U s s U s s

U s s U s s
=

=

=

∏… …

… …
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соотношением (31) определим искомую согласно (28) функцию ( )y s  состояния 
рассматриваемой системы. 

Заключение. Рассмотрен нелинейный динамический процесс, который опи-
сывается дифференциальной моделью, образованной произведением линейных 
пространственно-временных преобразований функции состояния процесса. 
Имея прямой выход на практику, она может быть элементом и более сложной 
модели  

( )

1 1

( ) ( ) ( ).
iN

i
j s

i j

L y s u s
= =

∂ =∑∏  

Предложенная в работе методика исследования рассматриваемой модели 
позволяет построить дискретно и непрерывно определенную функцию состоя-
ния процесса, которая по среднеквадратичному критерию согласовывается с ре-
альной. Расчетные формулы методики простые и доступные для практического 
использования, поскольку основываются на классических результатах линейной 
алгебры, а также их обобщениях на системы интегральных и функциональных 
уравнений. 

Используя вышеполученные выражения для функции состояния ( )y s , как 
частное решение дифференциального уравнения процесса и основываясь на ме-
тодике [7, 8] моделирования начально-краевых эффектов для линейных динами-
ческих систем можно построить и среднеквадратическое приближение к реше-
нию начально-краевой задачи для систем вида (2), (28). Заметим, что вопросы 
эти будут рассмотрены в последующих публикациях автора. 

 

В.В. Стоян 

ПРО СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ ОБЕРНЕННЯ ОДНІЄЇ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОЇ МОДЕЛІ 
НЕЛІНІЙНОГО ПРОСТОРОВО-ЧАСОВОГО ПРОЦЕСУ 
З НЕПЕРЕРВНО ВИЗНАЧЕНИМИ ЗОВНІШНЬО-ДИНАМІЧНИМИ ЗБУРЕННЯМИ 

Досліджується нелінійний просторово-часовий процес, функція стану якого через добуток 
своїх лінійних диференціальних перетворень визначається дискретно та неперервно заданим 
просторово-часовим збуренням. Будується функція, яка середньоквадратично наближається 
до розв’язку системи. 
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V.V. Stoyan 

ON ROOT-MEAN-SQUARE INVERSION OF A DIFFERENTIAL MODEL OF NONLINEAR 
SPATIO-TEMPORAL PROCESS WITH CONTINUOUSLY DETERMINED  
OUTER-DYNAMIC DISTURBANCES 

A nonlinear spatio-temporal process with a state function defined by discretely and continuously 
spatio-temporal disturbance via the product of its linear differential transformations is investigated. 
A function approximating the solution of a system in root-mean-square sense is built. 
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