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Ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíûõ îáúåêòîâ
ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè

Íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ðàçðàáîòàí àëãîðèòì
ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ. Èçëîæåíû ïðàâèëà, óñòàíàâëèâàþùèå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàöèÿ-
ìè â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé è ñïåêòðàëüíîé îáëàñòÿõ. Ââåäåíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíê-
öèÿ ìíîãîìåðíîãî îáúåêòà. Ïðèâåäåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà.

Íà îñíîâ³ ñïåêòðàëüíî¿ òåîð³¿ íåñòàö³îíàðíèõ ñèñòåì óïðàâë³ííÿ ðîçðîáëåíî àëãîðèòì
ìîäåëþâàííÿ îá’ºêò³â, îïèñóâàíèõ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñòêîâèõ ïî-
õ³äíèõ. Íàâåäåíî ïðàâèëà, ÿê³ âñòàíîâëþþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ îïåðàö³ÿìè ó ïðîñòî-
ðîâî-÷àñîâ³é òà ñïåêòðàëüí³é ôîðìàõ. Ââåäåíî ïåðåäàâàëüíó ôóíêö³þ áàãàòîâèì³ðíîãî
îá’ºêòó. Íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, ìîäåëèðîâàíèå, ïåðåäàòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ, îáúåêòû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, íàïðèìåð â äèíàìèêå æèäêîñòè, íåëüçÿ

îïèñàòü îäíèì óðàâíåíèåì. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ òðåáóþòñÿ ñèñ-

òåìû ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûå âõîäÿò íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, òàêèå

êàê äàâëåíèå, ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðà è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ñâÿçè

ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè (âåëè÷èíàìè) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ èçëîæåí â ðàáîòå [1]. Îáîáùèì

ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû íà ñâÿçàííûå îáúåêòû, ôóíêöèè êîòîðûõ

çàâèñÿò îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ àðãóìåíòîâ è âðåìåííîãî àðãóìåíòà.

Çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííûõ (ìíîãîìåðíûõ) îáúåêòîâ áóäåì ðåøàòü

íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, â êî-

òîðîé îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðàâèëà [2—6] îáîáùåíû íà ìíîãîìåðíûå

îáúåêòû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ÎÐÏ).

Ìíîãîìåðíûå ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (ÑÕ). Ðàññìîòðèì

íåêîòîðóþ ìíîãîìåðíóþ (n-ìåðíóþ) ôóíêöèþ ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, ñîñ-

òîÿùóþ èç n êîìïîíåíò,
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ãäå t — âðåìåííîé àðãóìåíò, èçìåíÿþùèéñÿ â çàêðûòîì îòðåçêå [ , ]0 T (T —

êîíå÷íîå çíà÷åíèå); x y z, , — ïðîñòðàíñòâåííûå àðãóìåíòû, èçìåíÿþùèå-

ñÿ â çàêðûòûõ èíòåðâàëàõ 0	 	x L , 0	 	y L, 0	 	z L. Åñëè âñå êîìïî-

íåíòû q x y z tr ( , , , ), r n�1 2, , ..., , ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè q ( , , , )x y z t èíòå-

ãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì

0 0 0 0

2

L L L T

rq x y z t dxdydzdt
 
 
 
 � �[ ( , , , )] , r n�1 2, ,..., ,

òî ìîæíî íàéòè ÑÕ ýòèõ êîìïîíåíò:

Q x y z t q x y zr ijkm

L L L T

i j k m r( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ,� 
 
 
 

0 0 0 0

   � t dtdxdydz) , (1)

ãäå { ( )},{ ( )},{ ( )},{ ( )}   �x y z t — ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ íà îò-

ðåçêàõ [ , ]0 L , [ , ]0 T áàçèñíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2.

Êàæäàÿ r-ÿ ÑÕ Q r ijkm( ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ÷åòûðåõ äèñêðåòíûõ àðãó-

ìåíòîâ, i, j, k, m, è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ìàòðè-

öó ÷åòûðåõ èçìåðåíèé. Ïðîñòðàíñòâåííóþ ìàòðèöó Q r ijkm( ) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû ñòîëáöà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïîñðåäñòâîì îáõîäà ñíà÷àëà ïî èíäåêñó i, çàòåì ïî èíäåêñó j è ò.ä. Ñîâî-

êóïíîñòü ÑÕ Qr , ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå áëî÷íîé ìàòðèöû ñòîëáöà, íàçî-

âåì ìíîãîìåðíîé ÑÕ ôóíêöèè q ( , , , )x y z t :
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå îïåðàòîðà âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåðíîé ÑÕ ôóíê-

öèè q ( , , , )x y z t â âèäå:

Q S q� 4[ ( , , , )]x y z t ,

ãäå èíäåêñ 4 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ÑÕ îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ

àðãóìåíòîâ: x y z t, , , .
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Ôîðìóëó îáðàùåíèÿ ÑÕ çàïèøåì â âèäå

q x y z t Q x y z tr

ijkm

r ijkm i j k m( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )( )��    � . (2)

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàöèÿìè â ïðîñò-

ðàíñòâåííî-âðåìåííîé è ñïåêòðàëüíîé îáëàñòÿõ, íåîáõîäèìû ïðàâèëà

ïðåîáðàçîâàíèé (òðàíñôîðìàöèé). Âñå îñíîâíûå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèé

ÑÕ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ [1, 3—6] îáîáùèì íà ìíîãîìåðíûé

ñëó÷àé.

Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè ïî âðåìåí-

íîìó àðãóìåíòó. Ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïðîèçâîäíîé ìíîãîìåð-

íîé ôóíêöèè ïî âðåìåííîìó àðãóìåíòó t îïðåäåëÿåì ñîãëàñíî ïðàâèëó
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ãäå P — áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé äèàãîíàëüíûå áëîêè P

îäèíàêîâû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííûå ìàòðèöû ÑÕ îïåðàòîðà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåííîìó àðãóìåíòó t; H0 — áëî÷íàÿ ìàòðèöà-

ñòîëáåö, ó÷èòûâàþùàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Äèàãîíàëüíûå áëîêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P E E E P� � � � ,

ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; � — ñèìâîë ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö;

P — ÑÕ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî àðãóìåíòó t [2].

Ìàòðèöà H0 ôîðìèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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ãäå q x y zr ( , , , )0 — íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ôóíêöèè q ïðè t �0.

Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè ïî ïðîñò-

ðàíñòâåííûì àðãóìåíòàì. Ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó âòîðîé ïðîèç-

âîäíîé ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè q ïî àðãóìåíòó x ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé ïåðâîãî ðîäà îïðåäåëÿåì ñîãëàñíî ïðàâèëó
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Ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíûõ îáúåêòîâ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2012. Ò. 34. ¹ 5 31



ãäå D1x — áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé äèàãîíàëüíûå áëîêè

D x1 îäèíàêîâû è ÿâëÿþòñÿ ÑÕ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà ïî àðãóìåíòó x ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà; G1x —

áëî÷íàÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö, ó÷èòûâàþùàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà.

Äèàãîíàëüíûå áëîêè D x1 îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå

D R E E Ex1 � � � �P ,

ãäå P — ÑÕ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íå ó÷èòûâàþùàÿ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé [2]; R — ÑÕ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ [6].

Áëîêè ìàòðèöû G1x ôîðìèðóåì â ñëåäóþùåì âèäå:

G E E E S q y z t x S q L y z tr x r r( ) { [ ( , , , ) ( )] [ ( , , , )1
4 40� � � � �P � � ( )]}x L� ,

ãäå q y z tr ( , , , )0 , q L y z tr ( , , , ) — ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîìïîíåíò ôóíêöèè
q ( , , , )x y z t ïðè x �0, x L� . Åñëè çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà,
òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè q ( , , , )x y z t ïî àðãóìåíòó x
âûïîëíÿåì ïî ïðàâèëó
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� � � �R E E EP ; G x2 — áëî÷íàÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö, ó÷èòûâàþùàÿ ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà. Êàæäûé áëîê ýòîé ìàòðèöû âû÷èñëÿåì ïî
ôîðìóëå
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x

r ( , , , )
— ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîìïîíåíò ïðîèç-

âîäíîé ôóíêöèè q ( , , , )x y z t ïðè x �0, x L� .
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî áëîêè D x1 è D x2 îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì ïå-

ðåìíîæàåìûõ ìàòðèö P è R. Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà
ïðèìåíÿåì ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö PR, à äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòî-
ðîãî ðîäà — ïðîèçâåäåíèå RP. Ìåòîäèêà ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüå-
ãî ðîäà îïèñàíà â [6].

Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìíîãîìåðíîé
ôóíêöèè q ( , , , )x y z t ïî àðãóìåíòàì y è z ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïåðâîãî ðîäà îïðåäåëÿåì ïî ïðàâèëàì
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Çäåñü äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèö D1y , D1z îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

D E R E Ey1 � � � �P , D E E R Ez1 � � � �P , à áëîêè ìàòðèö G1y , G1z — ïî

ôîðìóëàì

G E E E S q x z t y S q x L z tr y r r( ) { [ ( , , , ) ( )] [ ( , , , )1
4 40� � � � �P � � ( )]}y L� ,

G E E E S q x y t z S q x y L tr z r r( ) { [ ( , , , ) ( )] [ ( , , , )1
4 40� � � � �P � � ( )]}z L� ,

ãäå q x z tr ( , , , )0 , q x L z tr ( , , , ), q x y tr ( , , , )0 , q x y L tr ( , , , ) — ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

êîìïîíåíò ôóíêöèè q ( , , , )x y z t ïðè y �0, y L� , à òàêæå ïðè z �0, z L� .

Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà ïðè âû÷èñëåíèè ÑÕ âòî-
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íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëàìè
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Çäåñü äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèö D2y è D2z îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
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r ( , , , )
,
�

�

q x y t

z

r ( , , , )0
,
�

�

q x y L t

z

r ( , , , )
— ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ êîìïîíåíò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè q ( , , , )x y z t ïðè y �0, y L� , à

òàêæå ïðè z �0, z L� .
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Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ àðãóìåí-

òîâ. Ïóñòü ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ q çàäàíà ïðîèçâåäåíèåì êîìïîíåíò

q ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( ,
x y z t

a x y z t b x y z t

a x y z t b x y
�

1 1

2 2 , , )

( , , , ) ( , , , )

z t

a x y z t b x y z tn n

����������

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

.

Â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ïðîèçâåäåíèþ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâå-

äåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö:

S q AB
4[ ( , , , )]x y z t � , (7)

ãäå A — áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êàæäàÿ äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà êî-

òîðîé åñòü ÑÕ ìíîæèòåëÿ a x y z tr ( , , , ), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

A S x y z t ar r� � � � �4[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( , , , )]� � � � � � � � � � � � ;

B — áëî÷íàÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö, êàæäàÿ êëåòêà êîòîðîé åñòü ÑÕ ôóíêöèé

b x y z tr ( , , , ) .
Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ a x y z tr ( , , , ) = const, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëåòêà

ìàòðèöû B ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå, óìíîæåííîé íà const.
Äàííîå ïðàâèëî íåîáõîäèìî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñïåêòðàëüíóþ

îáëàñòü ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò àðãóìåíòîâ x y z t, , , .

Àíàëèçèðóÿ ðàññìîòðåííûå ïðàâèëà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî
îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ àðãó-
ìåíòîâ â ñïåêòðàëüíîé ôîðìå ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèè óìíîæåíèÿ áëî÷-
íûõ ìàòðèö ìíîãîìåðíûõ ÑÕ. Ïðèâåäåííûå ïðàâèëà íåîáõîäèìû äëÿ òðàíñ-
ôîðìàöèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â
ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîìåðíûõ îáúåêòîâ ñ ðàñïðåäåëåííû-

ìè ïàðàìåòðàìè. Ïóñòü íåêîòîðûé ÎÐÏ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

�

�

�

�

�

�

�

�

q

t
a

q

x

q

y

q

z
b q b q1

1

2
1

2

2
1

2

2
1

2 11 1 12� � �
�

�
��

�

�
��� � 2 1 1� � �... b q fn n ,

�

�

�

�

�

�

�

�

q

t
a

q

x

q

y

q

z
b q b q2

2

2
2

2

2
2

2

2
2

2 21 1 22� � �
�

�
��

�

�
��� � 2 2 2� � �... b q fn n ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

�

�

�

�

�

�

�

�

q

t
a

q

x

q

y

q

z
b q b qn

n
n n n

n n� � �
�

�
��

�

�
��� �

2

2

2

2

2

2 1 1 2 2 � � �... b q fnn n n ,
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ãäå a a x y z tr r� ( , , , ), b b x y z trs rs� ( , , , ), f f x y z tr r� ( , , , ), r s n, , , ...,�1 2 , t  0,

0	 	x y z L, , ; âñå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ãëàä-

êîñòè, ôóíêöèè q x y tr ( , , ) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) çàïèøåì â âèäå

�
�

�

�

�

�

�

�

q
a

q q q
bq f

t x y z
� � �

�

�
��

�

�
��� �

2

2

2

2

2

2
.

(9)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíûì, q ( , , , )x y z 0 �
�q0( , , )x y z , è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, íàïðèìåð ïåðâîãî ðîäà, q ( , , , )|x y z t ã �
�g ( , , )x y z . Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëà (3)—(7), óðàâíåíèå (9) çàïèøåì â ñïåêò-

ðàëüíîé îáëàñòè:

PQ A D Q D Q D Q BQ H G� � � � � � �( )1 1 1 0x y z F , (10)

ãäå B — áëî÷íàÿ ìàòðèöà, áëîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÑÕ ìíîæèòåëåé

b x y z trs( , , , ); F — áëî÷íàÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö ÑÕ ôóíêöèé f x y z tr ( , , , ); H0

è G — áëî÷íûå ìàòðèöû-ñòîëáöû ÑÕ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (10) ìîæåò áûòü ðåøåíî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû

Q ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íå îñîáåííàÿ:

Q P D D D B F H G� � � � � � ��[ ( ) ] ( )A 1 1 1
1

0x y z . (11)

Îáîçíà÷èâ W P A D D D B� � � � � �[ ( ) ]1 1 1
1

x y z , çàïèøåì (11) â ñëåäóþùåì

âèäå:

Q W F H G� � �( )0 . (12)

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ ôóíêöèþ f êàê âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ

èëè êàê ìíîãîìåðíîå âõîäíîå ïîëå (ñèãíàë), à ìíîãîìåðíóþ ôóíêöèþ q

êàê ìíîãîìåðíîå âûõîäíîå ïîëå (ñèãíàë). Òîãäà èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ìíî-

ãîìåðíàÿ ìàòðèöà W ñâÿçûâàåò ÑÕ ìíîãîìåðíîãî âõîäíîãî ïîëÿ (íà÷àëü-

íûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò âõîäó ñèñòåìû) è ÑÕ ìíîãî-

ìåðíîãî âûõîäíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ìàòðèöó W ìîæíî íàçâàòü ìíîãîìåðíîé

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ñèñòåìû (8). Çíà÷åíèÿ âûõîäíîãî ïîëÿ q íàõîäèì

ïî ôîðìóëå (2).

Ïðèìåð. Ïóñòü íåêîòîðûé îáúåêò îïèñàí ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

�

�

�

�

�

�

q

t

q

x

q

y
b q b q f x y t1

2
1

2

2
1

2 11 1 12 2 1� � � � � ( , , ),

�

�

�

�

�

�

q

t

q

x

q

y
b q b q f x y t2

2
2

2

2
2

2 21 1 22 2 2� � � � � ( , , ),
(13)
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ãäå q q x y t1 1� ( , , ); q q x y t2 2� ( , , ); b11 2� ; b b b12 21 22 1� � � ; f 1 �
� � �sin ( ) sin ( )x y e t ; f t x y2 � sin ( ) sin ( ); 0 1	 	x y t, , .

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðåíà ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé è ôóíêöèè îò

äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ àðãóìåíòîâ. Ñèñòåìà (13) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì

q x y1 0 0( , , ) � , q x y2 0 1( , , ) �

è ãðàíè÷íûì —

q y t q x t1 20 0 0( , , ) ( , , )� � ,

q y t t y1 1 1( , , ) sin ( ) sin ( )� , q x t t x1 1 1( , , ) sin ( ) sin ( )� ,

q y t q x t q y t q x t e t
2 2 2 20 0 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )� � � � � .

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

q � �

��
�

��
q

q

1

2

, b� �

��
�

��
2 1

1 1
, f � �

��
�

��
f

f

1

2

,

çàïèøåì ñèñòåìó (13) â âèäå

�
�

�

�

�

�

q q q
bq f

t x y
� � � �

2

2

2

2
.

(14)

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà (3)—(5), (7), óðàâíåíèå (14) çàïèøåì â ñïåêòðàëüíîé

îáëàñòè:

PQ D Q D Q BQ F H G� � � � � �1 1 0x y , (15)

ãäå Q S q� 3[ ( , , )]x y t ; F S� 3[ ( , , )]f x y t ;

P �
� �

� �
�

��
�

��
E E P

E E P

0

0
; D1

0

0
x

R E E

R E E
�

� �

� �
�

��
�

��
P

P
;

D1

0

0
y

E R E

E R E
�

� �

� �
�

��
�

��
P

P
; B �

� � � �

� � � �
�

��
�

��
2E E E E E E

E E E E E E
;

H0 3

0
� �

��
�

��S t[ ( )]�
; F �

� �S x S y S t S x S y S e

S

t[sin ( )] [sin ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ]

[

1 1 1

sin ( )] [sin ( )] [ ]x S y S t

�

�
�

�

�
� ;

G �
� � � �

� �

P

P

E E S q y t x

E E S q y t x

{ [ ( , , ) ( )]}

{ [ ( , , ) (

3
1

3
2

1 1

0

�

� )] [ ( , , ) ( )]}� �

�

�
�

�

�
� �

S q y t x3
2 1 1�
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�
� � � �

� �

E E S q x t y

E E S q x t y

P

P

{ [ ( , , ) ( )]}

{ [ ( , , ) ( )

3
1

3
2

1 1

0

�

� ] [ ( , , ) ( )]}� �

�

�
�

�

�
�

S q x t y3
2 1 1�

.

Ðåøèì óðàâíåíèå (15) îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Q:

Q W F H G� � �( )0 ,

ãäå W P D D B� � � � �( )1 1
1

x y .

Çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè q x y t( , , ), íàéäåííûå ïî ôîðìóëå îáðà-

ùåíèÿ (2), à òàêæå ðåçóëüòàòû òî÷íîãî ðåøåíèÿ q x y t t x y1( , , ) sin ( ) sin ( )� è

q x y t e t
2( , , ) � � , ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïî âðåìåííîìó

è ïðîñòðàíñòâåííûì àðãóìåíòàì áóäåì èñïîëüçîâàòü îðòîíîðìèðîâàííûå

íà [0, 1] ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïåðâûå òðè áàçèñíûå ôóíêöèè îïðåäåëèì

ïî ôîðìóëàì

� 1 1( )t � , � 2 3 2 1( ) ( )t t� � , � 3
25 6 6 1( ) ( )t t t� � � .

Ìàòðèöû ÑÕ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìåþò ñëåäóþùèå ÷èñëåí-

íûå çíà÷åíèÿ:

P � �

�

� 1000 1732 2236

1732 3000 3873

2236 3873 5000

, , ,

, , ,

, , ,�

�
�
�

�

�

�
�
�

, P �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0

0

0

3 464 0

0 7 746

0 0

,

, ,

R � �

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 0 0

3 464 0 0

0 7 746 0

,

,

.

Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äåëüòà-ôóíêöèè, ôóíêöèé íà÷àëüíûõ è

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå âîçìóùàþùèõ ôóíêöèé èìåþò ñëåäóþùèå

÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:

S x[ ( )]

,

,

,

� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1000

1732

2 236

, S y[ ( )]

,

,

,

� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1

1000

1732

2 236

, S t[ ]

,

,�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 500

0 289

0

,

S x[sin ( )]

,

,

,

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 460

0 247

0 018

, S e t[ ]

,

,

,

� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0632

0180

0 23

, S [ ]const

const

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0

0

.
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q x y t( , , )

Àðãóìåíò ×èñëåííîå çíà÷åíèå Òî÷íîå ðåøåíèå

t x y q1 q2 q1 q2

0,00 0,00 0,00 – 0,001 0,996 0,000 1,000

0,00 0,00 0,50 0,000 0,996 0,000 1,000

0,00 0,00 1,00 – 0,001 0,996 0,000 1,000

0,00 0,50 0,00 0,000 0,996 0,000 1,000

0,00 0,50 0,50 0,000 0,996 0,000 1,000

0,00 0,50 1,00 – 0,001 0,996 0,000 1,000

0,00 1,00 0,00 – 0,001 0,996 0,000 1,000

0,00 1,00 0,50 – 0,001 0,996 0,000 1,000

0,00 1,00 1,00 – 0,001 0,996 0,000 1,000

0,50 0,00 0,00 – 0,002 0,606 0,000 0,607

0,50 0,00 0,50 – 0,003 0,606 0,000 0,607

0,50 0,00 1,00 – 0,006 0,606 0,000 0,607

0,50 0,50 0,00 – 0,003 0,606 0,000 0,607

0,50 0,50 0,50 0,116 0,606 0,115 0,607

0,50 0,50 1,00 0,203 0,606 0,202 0,607

0,50 1,00 0,00 – 0,006 0,606 0,000 0,607

0,50 1,00 0,50 0,203 0,606 0,202 0,607

0,50 1,00 1,00 0,356 0,606 0,354 0,607

1,00 0,00 0,00 – 0,005 0,374 0,000 0,368

1,00 0,00 0,50 – 0,005 0,374 0,000 0,368

1,00 0,00 1,00 – 0,013 0,374 0,000 0,368

1,00 0,50 0,00 – 0,005 0,374 0,000 0,368

1,00 0,50 0,50 0,232 0,374 0,230 0,368

1,00 0,50 1,00 0,406 0,374 0,403 0,368

1,00 1,00 0,00 – 0,013 0,374 0,000 0,368

1,00 1,00 0,50 0,406 0,374 0,403 0,368

1,00 1,00 1,00 0,712 0,374 0,708 0,368



Ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ôóíêöèè f x y t2( , , ) íàõîäèì êàê ïðîèçâå-

äåíèå ÑÕ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

S f x y t S x S y S t[ ( , , )] [sin ( )] [sin ( )] [ ]2 � .

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö ÑÕ â (15), íàõîäèì

Q1

0106 0057 0005

0057 0031 0002

0005 0002 0

�

�

�

� �

�

�

, , ,

, , ,

, ,

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

� �

,

, , ,

, , ,

, ,

0061 0033 0003

0033 0018 0001

0003 0001 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

, ,

Q2

0632 0 0

0 0 0

0 0 0

0180 0 0

0 0 0

0 0 0

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

��

�

�
�
�

�
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Ñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàòðèö ïîëó÷åíû äëÿ m�0 1 2, , (ðàçëîæåíèå

ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì � m t( ) èç ôîðìóëû (1)); èíäåêñ i èçìåíÿåòñÿ ïî

ñòðîêàì, èíäåêñ j — ïî ñòîëáöàì.

Âñå ïðèâåäåííûå ïðàâèëà è ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ ìàòðèö. Îäíàêî ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíÿþòñÿ íàä óñå÷åí-

íûìè ìàòðèöàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé. Äëÿ îöåíêè

ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ðà-

áîòå [2]. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñ âûáðàííûì ðàçìåðîì ÑÕ N. Çàòåì

çíà÷åíèå N óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó è âíîâü âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ.

Åñëè íîâûé ðåçóëüòàò îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî â ïðåäåëàõ çàäàííîé

ïîãðåøíîñòè, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð ÑÕ íàéäåí. Â ðàññìîòðåííîì ïðè-

ìåðå ðàçìåð ÑÕ ðàâåí òðåì.

Âûâîäû

Ðåøåíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â

ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ

óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ïåðå-

äàòî÷íîé ôóíêöèè, ÷òî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-

ëåíèÿ îáúåêòàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ñâèäå-

òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâ-

ëåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííûõ îáúåêòîâ ñ

ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå îïå-

ðàöèè íàä ìàòðèöàìè ÑÕ (ñëîæåíèå, ïåðåìíîæåíèå, îáðàùåíèå), ìåòîä

óäîáåí â ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíûõ îáúåêòîâ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè
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Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íå çàâèñèò îò ñèñòåì áàçèñíûõ ôóíêöèé,

ïîýòîìó ìåòîä ìîæíî ñ÷èòàòü óíèâåðñàëüíûì.

The algorithm of simulation of objects described by systems of differential partial equations has
been designed on the basis of the spectral theory of non-stationary control systems. The rules set-
ting the conformity between operations in time-space and spectral areas are stated. The transfer

function of multidimensional object is entered. The example illustrates application of the method.
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