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çàøóìëåííîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè *

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êàíîíè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îïòèìàëüíîé íåëè-
íåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî èçìåðåíèÿ âû-
ïîëíåíû ñ ïîãðåøíîñòüþ.

Ç âèêîðèñòàííÿì êàíîí³÷íèõ ðîçêëàä³â ðîçðîáëåíî àëãîðèòì îïòèìàëüíî¿ íåë³í³éíî¿ åêñòðà-
ïîëÿö³¿ âèïàäêîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ çà óìîâè, ùî âèì³ðþâàííÿ âèêîíàíî ç ïîõèáêîþ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå,
ýêñòðàïîëÿöèÿ.

Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ áóäóùåãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ äàííûõ î
åãî íàñòîÿùåì è ïðîøëîì ñîñòîÿíèÿõ. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðèêëàäíûõ çàäà÷
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â óñëîâèÿõ, êîãäà ãàðàíòèðîâàííàÿ òî÷-
íîñòü ðåçóëüòàòà è ìèíèìóì âû÷èñëåíèé èìåþò îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå,
îäíàêî óæå èçâåñòíû íàêîïëåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå. Ê ÷èñëó òàêèõ
çàäà÷ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îòíåñòè çàäà÷è ìåæñàìîëåòíîé íàâèãàöèè,
ãäå ñâîåâðåìåííîñòü è òî÷íîñòü ïðîãíîçà ïîçâîëÿåò ïðåäîòâðàòèòü îïàñ-
íîå ðàçâèòèå ñèòóàöèè.

Íå ìåíåå âàæíà çàäà÷à îðãàíèçàöèè èñïûòàíèé ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ
îáúåêòîâ íà íàäåæíîñòü, êîãäà èñïîëüçîâàíèå íàêîïëåííîé èíôîðìàöèè
äëÿ ïðîãíîçà ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü äîðîãîñòîÿùèé ïðîöåññ èñïûòàíèé è
ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü äîñòîâåðíîñòü åãî ðåçóëüòàòîâ (àíàëîãè÷íûå çàäà-
÷è âîçíèêàþò â ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå è äð.).
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Èçëîæåííîå îïðåäåëÿåò ïðàâîìåðíîñòü ïîñòàíîâêè è èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷è â ðàìêàõ äåäóêòèâíîãî íàïðàâëåíèÿ êàê çàäà÷è ýêñòðàïîëÿöèè íå-
êîòîðîé êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà ïðå-
äåëû èíòåðâàëà åå íàáëþäåíèÿ. Âïåðâûå çàäà÷à ýêñòðàïîëÿöèè â òàêîé
ïîñòàíîâêå ðåøåíà â ðàáîòàõ [1, 2] äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé. Çàòåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áûëî ïðåîáðàçîâàíî â ñòðîéíóþ
òåîðèþ ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè [3]. Îäíàêî ïðèñóùèå åìó íåäîñòàòêè —
îãðàíè÷åíèå êëàññà èññëåäóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòàöèîíàðíûìè è
âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè (òàê êàê îíî ïîëó÷åíî â ñïåêòðàëüíûõ òåð-
ìèíàõ) — îãðàíè÷èëè îáëàñòü åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Ñóùåñòâåííûé ïðîðûâ â òåîðèè ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ôèëüòð Êàëìàíà—Áþñè [4], ïîçâîëèâøèé îòêàçàòüñÿ îò òðå-
áîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè è îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé â íàèáîëåå
óäîáíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìå. Óêàçàííûå ïðåèìóùåñòâà îáåñïå÷èëè ôèëüò-
ðàì Êàëìàíà—Áþñè øèðî÷àéøåå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå [3, 5], îäíàêî
âûÿñíèëîñü, ÷òî è ýòîò ìîùíûé àïïàðàò èìååò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷å-
íèÿ, à èìåííî: â åãî îñíîâå ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èññëåäóåìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, âîç-
áóæäàåìîé áåëûì øóìîì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé.

Ïîñêîëüêó ðåàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ïðàâèëî, îáëàäàþò çíà-
÷èòåëüíûì ïîñëåäåéñòâèåì, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü îñâîáîäèòüñÿ è îò
ýòèõ îãðàíè÷åíèé. Îäíî èç óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó òðåáîâàíèþ ðåøåíèé
ïîëó÷åíî â [6] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èññëåäóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çàäàíà ñâîèì êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì [7]. Åãî óíèâåðñàëü-
íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò è òî÷íî
îïèñûâàåò â èññëåäóåìîì ðÿäå òî÷åê ëþáóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé. Îäíàêî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì òîëüêî â ðàìêàõ ëèíåéíûõ (êîððåëÿöèîííûõ) ñâÿçåé.

Íàèáîëåå îáùåé ôîðìóëîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãíîçè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì Êîëìîãîðîâà—Ãàáîðà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ó÷åñòü
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èçìåðåíèé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîðÿäîê
íåëèíåéíîñòè. Îäíàêî åãî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åíî â ñâÿ-
çè ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýêñòðàïîëÿ-
òîðà (íàïðèìåð, äëÿ 12 èçìåðåíèé è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íåëèíåéíîñòè
íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü 1819 âûðàæåíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñðåäíåãî êâàä-
ðàòà ïîãðåøíîñòè ýêñòðàïîëÿöèè). Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà óêàçàííîå
ðàçíîîáðàçèå ðåøåíèé, ïîòðåáíîñòü â áûñòðîäåéñòâóþùèõ, ðîáàñòíûõ è
ìàêñèìàëüíî òî÷íûõ àëãîðèòìàõ è óñòðîéñòâàõ ïðîãíîçà îñòàåòñÿ âåñüìà
àêòóàëüíîé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåäâàðèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè ti , i I�1,
(íåîáÿçàòåëüíî ñ ïîñòîÿííûì øàãîì äèñêðåòíîñòè), ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî
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ðåàëèçàöèé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{ }X . Íà îñíîâå äàí-
íîé èíôîðìàöèè ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
îïðåäåëåíû äèñêðåòèçèðîâàííûå ìîìåíòíûå ôóíêöèè

M X i p X i p X i p X il l
l l[ ( ) ( ) ... ( ) ( )]� � � �� � �� �

�
1 2 1

1 2 1 ,

� j

j

l

L
�
� �

1

, p ij � �1 1, , i I�1, .

Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïèñûâàåò, íàïðèìåð â èññëåäóåìîì
ðÿäå òî÷åê ti , i I�1, , èçìåíåíèå ïàðàìåòðà íåêîòîðîãî òåõíè÷åñêîãî îáúåê-

òà. Â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè êîíòðîëèðóåìûé ïàðàìåòð èçìåðÿåòñÿ ñ íå-
êîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ è â ðåçóëüòàòå íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü { }Z :

Z t X t Y ti i i( , ) ( , ) ( , )� � �� � , i I�1, , (1)

ãäå � — ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, ïðèíàäëåæàùåå íåêîòîðîé îáëàñòè 	;
Y ti( , )� — ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ. Òîãäà

M Y i p Y i p Y i p Y il l
l l[ ( ) ( ) ... ( ) ( )]� � � �� � �� �

�
1 2 1

1 2 1 ,

� j

j

l

L
�
� �

1

, p ij � �1 1, , i I�1, .

Ïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèé ïîëó-
÷åíû k I
 ïåðâûõ çíà÷åíèé Z v z v( ) ( )� , v k�1, , êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }Z . Íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè è óêàçàííûõ ðàíåå
àïðèîðíûõ ñâåäåíèé òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ â ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîì ñìûñëå íåëèíåéíóþ îöåíêó � ( )X i , i k I� �1, , áóäóùèõ çíà÷åíèé
ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëèçàöèè íåíàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè{ }X .

Íà êëàññ ïðîãíîçèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàêëàäûâàåòñÿ òîëüêî
îãðàíè÷åíèå êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè.

Ðåøåíèå. Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîã-
íîçèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà èññëåäóåìóþ
ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{ }X , ïîëó÷åíî â [8] ïðè óñëîâèè, ÷òî èçìå-
ðåíèÿ z v( ), v k�1, , íå ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòåé (z v x v( ) ( )� , v k�1, ):

m b b a a ix
v

m m
n n( ... ; ... , ) ( ... ; ... , )� � � �1 1 1

1 1 1
�

� �
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L� � ( ) è m�1,�1 1� , ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì èññëåäóåìîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {X} ïðè óñëîâèè,
÷òî â äèñêðåòíîì ðÿäå òî÷åê t j , j v�1, , ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ X j x j( ) ( )� , j v�1, .

Àëãîðèòì (2) îñíîâàí íà êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè [9] ïðîãíîçè-
ðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
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Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì àëãîðèòìà (2) ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå
î òîì, ÷òî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ x ( )� , � �1, k, èçâåñòíû àáñîëþòíî òî÷íî.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ýòî ïðåäïîëîæåíèå íèêîãäà íå âû-
ïîëíÿåòñÿ è âîçíèêàåò çàäà÷à ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà (2) äëÿ óñòðàíåíèÿ
óêàçàííîãî íåäîñòàòêà.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå «ñìåøàííóþ» ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ } { ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( )}� � �X Z Z Z k X k X I1 2 1 , ñî÷åòàþùóþ â ñåáå ðåçóëüòà-
òû èçìåðåíèé äî i k� è äàííûå î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }X ïðè i k I� �1, .
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Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (4) òî÷íî îïèñûâàåò çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè { }�X â èññëåäóåìîì ðÿäå òî÷åê ti , i I�1, , è îáåñïå÷èâàåò ìèíè-
ìóì ñðåäíåãî êâàäðàòà ïðèáëèæåíèÿ â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó íèìè. Â ðàçëî-
æåíèè (4) ïðèñóòñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî óáûâàþùèõ ïî àáñîëþòíîìó çíà-
÷åíèþ ýëåìåíòîâ, îãðàíè÷åííîå ÷èñëîì òî÷åê äèñêðåòíîñòè è ñòàðøèì
ïîðÿäêîì íåëèíåéíîé ñâÿçè. Ïîýòîìó êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ
[10] äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4) îòñóòñòâóåò. Åäèíñòâåííûì
îãðàíè÷åíèåì ðàçëîæåíèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [7], ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ èçâåñòíî çíà÷åíèå z ( )1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }�X â òî÷êå t1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíû çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâW w
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w z M Z
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) )

( , ) ( )w j .

Ïîäñòàíîâêà w1 1( )â (4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå àïîñòå-
ðèîðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �X i z( / ( ))1 â òî÷êàõ ti , i k I� �1, :

X i z M X i z M Z i( / ( )) [ ( )] ( ( ) [ ( )]) ( , )( )1 1 1 11
1� � � ��
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Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê (5) îïåðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ïîëó÷àåì îïòèìàëüíóþ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèá-
êè ýêñòðàïîëÿöèè îöåíêó áóäóùèõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }X ïðè
óñëîâèè, ÷òî äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îäíî çíà÷åíèå z( )1 :

m i M X i z M X i z M Zz
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Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ z ( )1 ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü çíà÷åíèå w2 �
� � �z z M Z2

1
21 1 1 1 1( ) ( ( ) [ ( )] ( , )( )� â ðàçëîæåíèè (5):
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Ïðèìåíèâ îïåðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ê àïîñòåðèîðíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè �X i z z( / ( ), ( ))1 12 , ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (7) ïîëó÷èì àëãî-
ðèòì ýêñòðàïîëÿöèè ïî äâóì çíà÷åíèÿì, z z( ), ( )1 12 :

m b b a a i
x z m m/
( ; ) ( ... ; ... , )2 1

1 1 1� �
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Îáîáùèâ íàéäåííóþ çàêîíîìåðíîñòü, çàïèøåì àëãîðèòì ïðîãíîçà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èçâåñòíûõ èçìåðåíèé:
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Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí äèñêðåòíûé îïòèìàëüíûé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-
êîì ñìûñëå àëãîðèòì íåëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè çàøóìëåííîé ñëó÷àéíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Óíèâåðñàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ òåì, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò è òî÷íî îïèñûâàåò â
òî÷êàõ äèñêðåòíîñòè ëþáóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñòîõàñòè÷åñêèå ñâÿçè ïðî-
èçâîëüíîãî ïîðÿäêà íåëèíåéíîñòè è ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ èç-
ìåðåíèé. Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýêñòðàïîëÿòîðà èìåþò ðå-
êóððåíòíûé õàðàêòåð, åãî ðåàëèçàöèÿ íà ÝÂÌ äîñòàòî÷íî ïðîñòà.
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On the basis of canonical decompositions the algorithm of optimum nonlinear extrapolation of a
random sequence is obtained on condition that the measurings are carried out with an error.
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ÀÒÀÌÀÍÞÊ Èãîðü Ïåòðîâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè Íèêîëàåâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àãðàðíîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1991 ã. îêîí÷èë Êèåâñêîå

âûñøåå âîåííîå àâèàöèîííîå èíæåíåðíîå ó÷èëèùå. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ðàñ-

ïîçíàâàíèå, ôèëüòðàöèÿ, ýêñòðàïîëÿöèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè.

ÊÎÍÄÐÀÒÅÍÊÎ Þðèé Ïàíòåëååâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû èíòåëëåêòóàëüíûõ

èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ×åðíîìîðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ïåòðà Ìîãèëû.

Â 1976 ã. îêîí÷èë Íèêîëàåâñêèé êîðàáëåñòðîèòåëüíûé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé —

òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíî-

æåñòâ è íå÷åòêàÿ ëîãèêà.
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