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Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà
ïðè íàëè÷èè øóìîâ èçìåðåíèé è ñìåùåíèé äàò÷èêîâ

Ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòîâ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó æåñòêèõ ñèñòåì c íàëè÷èåì
áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ìîä ñ cóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èäåíòèôèêà-
öèÿ ìîäåëåé äèíàìèêè ýòèõ îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïðè íàëè÷èè ïîìåõ èçìåðå-
íèé è ñìåùåíèé äàò÷èêîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïðåäëîæåíà ýôôåêòèâíàÿ
ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè ýòèõ ìîäåëåé, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ, ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

Ìîäåë³ ïîçäîâæíüîãî ðóõó ë³òàê³â íàëåæàòü äî êëàñó æîðñòêèõ ñèñòåì ç íàÿâí³ñòþ øâèäêèõ ³
ïîâ³ëüíèõ ìîä ç ñóòòºâî ð³çíèìè ÷àñòîòàìè. Â çâ’ÿçêó ç öèì ³äåíòèô³êàö³ÿ ìîäåëåé äèíàì³êè
öèõ îá’ºêò³â ó ïðîñòîð³ ñòàí³â çà íàÿâíîñò³ øóì³â âèì³ðþâàíü ³ çì³ùåíü äàò÷èê³â º ñêëàäíîþ
çàäà÷åþ. Çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâíó ïðîöåäóðó ³äåíòèô³êàö³¿ öèõ ìîäåëåé, áàçîâàíó íà çàñòî-
ñóâàíí³ ìåòîä³â ìàêñèìàëüíî¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³, ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ ³ ïëàíóâàííÿ
åêñïåðèìåíòó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: èäåíòèôèêàöèÿ, ìîäåëèðîâàíèå, ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ, êàëìàíîâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû. Îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ÌÌ)
äèíàìèêè ëåãêèõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ËÀ) èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñ-
êîå çíà÷åíèå ïðè [1—4]:

• óòî÷íåíèè õàðàêòåðèñòèê ðåàëüíîãî ñàìîëåòà (ðàíåå îïðåäåëåííûõ
â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå äëÿ åãî ìîäåëè èëè ðàñ÷åòíûì ïóòåì) ïî ðå-
çóëüòàòàì ëåòíûõ èñïûòàíèé;

• äèàãíîñòèêå ñàìîëåòà è ïðîâåðêå åãî ñîîòâåòñòâèÿ íîðìàì ëåòíîé
ãîäíîñòè â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè;

• ðåøåíèè çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîëåòîì è èõ
êîððåêöèè.

Ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå çíà÷åíèå èìååò îïðåäåëåíèå ïàðà-
ìåòðîâ ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (â ôîðìå Êîøè),
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êóäà âõîäÿò àýðîäèíàìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ñèë è ìîìåíòîâ ïî ïåðåìåííûì
ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå è îïðåäåëÿþò òåõíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñàìî-
ëåòà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè [1, 2, 4].

Îñîáûì ñëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ èäåíòè-
ôèêàöèÿ òàê íàçûâàåìûõ æåñòêèõ ñèñòåì. Ýòó îñîáåííîñòü ïðåäîïðåäå-
ëÿåò íàëè÷èå â òàêèõ ñèñòåìàõ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ìîä äèíàìèêè, ÷òî
ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè. Ëèíåàðèçîâàííàÿ
ìîäåëü äèíàìèêè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòà ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì
ïðèìåðîì æåñòêîé ñèñòåìû [2, 4].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ëåãêîãî ïèëîòèðóåìîãî ËÀ ïî çàïèñÿì
ëåòíîãî èñïûòàíèÿ. Îñîáåííîñòü òàêîãî êëàññà ñàìîëåòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî â íèõ èñïîëüçóþòñÿ íåäîðîãèå äàò÷èêè ñ áîëüøèì óðîâíåì ïîìåõ
(âèáðîçàùèòà äàò÷èêîâ, êàê ïðàâèëî, íå îáåñïå÷èâàåòñÿ). Ýòî ïðèâîäèò ê
èíòåíñèâíûì ñëó÷àéíûì ïîãðåøíîñòÿì èçìåðåíèÿ, à êðîìå òîãî, òàêèì
äàò÷èêàì ñâîéñòâåííû ñìåùåíèÿ (ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè), âûçû-
âàåìûå ðÿäîì ýêñïëóàòàöèîííûõ ôàêòîðîâ.

Ïîïûòêè èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîäîëüíûõ ìî-
äåëåé ËÀ îïèñàíû â [5], îäíàêî â ýòîé ðàáîòå íå ó÷òåíà îñîáåííîñòü èäåíòè-
ôèêàöèè æåñòêèõ ñèñòåì è íå ðàññìîòðåí âîïðîñ èäåíòèôèöèðóåìîñòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ïðîöåäóðó èäåíòèôèêà-
öèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ ìîäåëüþ æåñò-
êîé ñèñòåìû [6], ïî ðåçóëüòàòàì ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè íàëè÷èè øóìîâ
èçìåðåíèé è ñìåùåíèé äàò÷èêîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âèä ëèíåàðèçîâàííîé
ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ËÀ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èçâåñòåí
[1, 2, 4], è çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ýòîé ìîäåëè.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ â ñïîêîéíóþ ïîãîäó, ïîýòîìó òóðáóëåíò-
íîñòüþ àòìîñôåðû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïèëîò âûâîäèò ËÀ íà îïðåäåëåí-
íóþ ðåêîìåíäóåìóþ âûñîòó ïîëåòà, òðèììèðóåò ïîëåò, îòêëîíÿåò ðóëè â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì ñèãíàëîì óïðàâëåíèÿ. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ
ìèíóò (âðåìÿ çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ) ñàìîëåò ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàçîìêíóòóþ ñèñòåìó (îòêëþ÷åíà ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ), íà êîòîðóþ
ïîäàåòñÿ âõîäíîé ñèãíàë óïðàâëåíèÿ è çàïèñûâàþòñÿ ñèãíàëû ðåàêöèè
ñàìîëåòà íà ýòîò âõîäíîé ñèãíàë.

Ïîñêîëüêó ïðîâåäåíèå ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ äîðîãîñòîÿ-

ùèì, äëÿ îòðàáîòêè àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè

ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì øóìîâ è ñìå-

ùåíèé âñåõ äàò÷èêîâ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Simulink ñèñòåìû MATLAB. Ìî-

äåëèðîâàíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿ ËÀ öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè íà îñíîâå

benchmark-ìîäåëè, ò.å. ìîäåëè, ïðîøåäøåé ìíîãîóðîâíåâûå ïðîâåðêè è

óòî÷íåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ â àýðîäèíàìè÷åñ-
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êèõ òðóáàõ è ëåòíûõ èñïûòàíèÿõ [7]. Òîãäà àëãîðèòìû èäåíòèôèêàöèè,

óïðàâëåíèÿ, íàâèãàöèè, êîíòðîëÿ è äðóãèå, ïðîøåäøèå ïðîâåðêó íà òàêèõ

ìîäåëÿõ, ïðèçíàþò äîñòîâåðíûìè è ïðèãîäíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðè-

ìåíåíèÿ [7].

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííûõ îñîáåííîñòåé ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà ñôîðìó-

ëèðóåì ñóòü ðåøàåìîé ïðîáëåìû. Ïóñòü äâèæåíèå ËÀ îïèñûâàåòñÿ ëèíåà-

ðèçîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà [1, 2, 4]

�x Ax Bu� � ; y Cx b� � ��. (1)

Çäåñü A, x — ñîîòâåòñòâåííî n n� ìàòðèöà è n�1âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; B, u —

n m� ìàòðèöà è m�1âåêòîð óïðàâëåíèÿ; C, y — l n� ìàòðèöà è l�1âåêòîð

èçìåðåíèé; b — âåêòîð ñìåùåíèé äàò÷èêîâ; � — âåêòîð ãàóññîâûõ �-êîð-

ðåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ îøèáîê èçìåðåíèÿ, E t� ( ) �0; E t tT[ ( ) ( )� � �� �
�R� �( ), ãäå E — çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ; R — êîâàðèàöèîííàÿ

ìàòðèöà îøèáîê èçìåðåíèÿ; � �( ) — äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; � — âðåìåí-

íîé ñäâèã. Çàäàíû çàïèñè óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ u ( )t è èçìåðåíèé íà

âûõîäàõ äàò÷èêîâ y ( )t , ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû,

îäíà èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áûñòðîå (êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîå)

äâèæåíèå, à äðóãàÿ — ìåäëåííîå (äëèííîïåðèîäè÷åñêîå) äâèæåíèå. Â

ñâÿçè ñ ýòèì ñèñòåìà (1) îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè æåñòêèõ ñèñòåì [6].

Ïî ðåçóëüòàòàì ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà â âèäå çàïèñåé u ( )t è y ( )t íåîá-

õîäèìî îïðåäåëèòü ìàòðèöû A è B ñèñòåìû (1), ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé àýðîäèíàìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå� �x xi j/ è� �x ui k/ . Êðîìå

òîãî, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñìåùåíèÿ äàò÷èêîâ, êîòîðûå íà ïðîòÿæåíèè

ìîäåëèðîâàíèÿ (ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà) ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè [8]. Òà-

êèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèþ ïîäëåæèò ðàñøèðåííûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ

	 	p � [ , ]b
T , ãäå 	 � [ ... ... ... ]a a b b c cnn nm

T
11 11 11 ln ; aij , bij , cij — ýëåìåíòû

ìàòðèö A, B, C. Ïåðåä âûïîëíåíèåì ëåòíîãî ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäèìî

ðåøèòü çàäà÷ó ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, ò.å. îïðå-

äåëèòü îïòèìàëüíóþ ôîðìó ñèãíàëà óïðàâëåíèÿ ïîñðåäñòâîì ìàêñèìèçà-

öèè äåòåðìèíàíòà èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è äëÿ ðåøå-

íèÿ äðóãèõ çàäà÷ ýòîãî êëàññà, â êîòîðûõ èçìåðåíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò

èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìû ñîïðîâîæäàþòñÿ ñëó÷àéíûìè è ñèñòåìàòè-

÷åñêèìè ïîãðåøíîñòÿìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷è,

âîçíèêàþùèå ïðè èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé äèíàìèêè ìåõàíè÷åñêèõ êîëå-

áàòåëüíûõ ñèñòåì, ñèñòåì âèáðîèçîëÿöèè [8] è äð.

Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ
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Ðåøåíèå çàäà÷è. Ñ ó÷åòîì øóìîâ è ñìåùåíèé äàò÷èêîâ ïðîäîëüíîå

äâèæåíèå ñàìîëåòà îïèñûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìîé óðàâ-

íåíèé â ôîðìå Êîøè (1), â êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû è ìàòðèöû

èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1, 2, 4]:

x � [ ]V q T
 � ; u � [ ]� e ; y � [ ]V q T
 � ;

b� [ ]b b b bV q
T


 � ; � � � � �� [ ]1 2 3 4
T ;

(2)

A �

�


�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

X X X g

Z Z Z

M M M

V q

V q

V q










0

0

0 0 1 0

; B �




�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

X

Z

M

e

e

e

�

�

�

0

; C �




�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

, (3)

ãäå V — èñòèííàÿ âîçäóøíàÿ ñêîðîñòü ËÀ; 
 — óãîë àòàêè; q è� — óãëî-

âàÿ ñêîðîñòü è óãîë òàíãàæà; �e — îòêëîíåíèå ðóëÿ âûñîòû; bV , b
 , bq ,

b� — ñìåùåíèÿ äàò÷èêîâ; �1, �2, �3, �4 — øóìû èçìåðåíèé; X V , X 
 , X q ,

X e� è ZV , Z
 , Zq , Z e� — ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïðîäîëü-

íîé è âåðòèêàëüíîé ñèë; MV , M 
 , M q , M e� — ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ìîìåíòà òàíãàæà; g — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ áûë âûáðàí ëåãêèé ñàìîëåò DHC-2

«Beaver», èìåþùèé benchmark-ìîäåëü [3]. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ñîáñòâåííûå

÷èñëà ìàòðèöû ñîñòîÿíèÿ A â (3) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

[ , , ; , , ]� � � �21603 2 4111 0 0161 0 2631i i . (4)

Èç (4) âèäíî, ÷òî ìîäóëè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îòëè-

÷àþòñÿ â 134 ðàçà, à ìîäóëè ñàìèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A: [0,2636;

3,2374] — â 12 ðàç.

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ýòîé ìîäåëè ËÀ ñëåäóþùèå: [3,240; 0,264] ðàä/ñ.

Ïåðâàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïðî-

äîëüíîãî äâèæåíèÿ, âòîðàÿ — äëèííîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Èç

(4) ñëåäóåò, ÷òî êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ çàòóõàþò çíà÷èòåëüíî

áûñòðåå äëèííîïåðèîäè÷åñêèõ. Ïîýòîìó îäíîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå ïà-

ðàìåòðîâ ïåðâûõ è âòîðûõ êîëåáàíèé — âåñüìà ñëîæíàÿ ïðîáëåìà.

Ïðè ïðîâåðêå íà èäåíòèôèöèðóåìîñòü [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîäåëü (2),

(3) ïîëíîñòüþ èäåíòèôèöèðóåìà (ìàòðèöà èäåíòèôèöèðóåìîñòè ðàçìå-

ðîì 32 �12 èìååò ðàíã, ðàâíûé ÷èñëó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ò.å. 12). Íî

ïîñêîëüêó ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò æåñòêóþ ñèñòåìó, â ýòîì ñëó÷àå öåëåñî-
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îáðàçíî âûïîëíèòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâå àíàëèçà ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë� i ìàòðèöû èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòè Q id [1]:

Q
CB CAB CA B

id

T T n T T

�
��

�	

[( ) ( ) ... ( ) ]2 1

.

Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû èäåíòèôèöèðóåìîñòè äëÿ ïðîäîëüíîãî

äâèæåíèÿ ñàìîëåòà DHC-2 «Beaver»� � [ , , , , , ,100 212 9 75 3216 127 97 29500

72525, 2073 40 420990 869181 3298054 14617084, , , , , ]T , èìåþò î÷åíü øè-

ðîêèé äèàïàçîí: îò 1,00 äî 1,46 �105. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ

÷èñåë � íà ïîäìíîæåñòâà ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé. Íàçîâåì ïàðàìåòðû

ÌÌ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìàëûå çíà÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðè-

öû èäåíòèôèöèðóåìîñòè Q id , ñëàáî èäåíòèôèöèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ

èññëåäîâàòåëåì è çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé îáúåêòà

èäåíòèôèêàöèè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå äëèí-

íîïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, X V , X 
 ,

X q , ZV , MV , X e� , ÿâëÿþòñÿ ñëàáî èäåíòèôèöèðóåìûìè, ïîýòîìó îáåñïå÷èòü

ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ÌÌ

ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü èäåí-

òèôèêàöèþ ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ëåãêîãî ËÀ â äâà ýòàïà: èäåíòèôèêà-

öèÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé è äëèííîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ ïðî-

äîëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü õîðîøî èçâåñòíóþ

äåêîìïîçèöèþ ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ËÀ íà ÌÌ äëèííîïåðèî-

äè÷åñêîãî è êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèé [2, 4].

Ïîñêîëüêó ÌÌ äëèííîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ [2] ÿâëÿåòñÿ íå ïîë-

íîñòüþ óïðàâëÿåìîé, íàáëþäàåìîé è èäåíòèôèöèðóåìîé, ïðåäëàãàåòñÿ

ñíà÷àëà îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ÌÌ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ËÀ,

à çàòåì ïàðàìåòðû ÌÌ âñåãî ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ

èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äèíàìèêè êîðîòêîïåðèîäè-

÷åñêîãî äâèæåíèÿ è îïòèìàëüíîì âõîäíîì ñèãíàëå óïðàâëåíèÿ (îòêëîíåíèÿ

ðóëÿ âûñîòû) äëÿ èäåíòèôèêàöèè ÌÌ äëèííîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî, îñóùåñòâèòü ïëà-

íèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî âõîäíîãî ñèãíà-

ëà, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èíôîðìàòèâíîñòü ðåçóëüòàòîâ

ýêñïåðèìåíòà.

Ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ïðè ïëàíèðî-

âàíèè ýêñïåðèìåíòà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ó÷èòûâàþòñÿ ðåàëüíûå ÷àñòîòíûå

Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ
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ñâîéñòâà îáúåêòà è èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïîääåðæêà â

ñðåäå MATLAB. Ïóñòü èäåíòèôèöèðóåìàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà (ðèñ. 1)

îïèñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W z( , )	 , ãäå z e j T� � , T — èíòåðâàë

êâàíòîâàíèÿ;	 	 	� [ , ]a b — êîýôôèöèåíòû ÷èñëèòåëÿ B z b( , )	 è çíàìåíàòå-

ëÿ A z a( , )	 ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü

ïåðåõîä îò îïèñàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (1) ê ïåðåäàòî÷íûì ôóíê-

öèÿì â äèñêðåòíîé ôîðìå.

Â [9, 10] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè n n nb a� � , ãäå na è nb — ïîðÿäêè ïîëè-

íîìîâ çíàìåíàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ W z( , )	 , òî âõîäíîé ñèãíàë, îáåñïå÷è-

âàþùèé èíôîðìàòèâíûé ýêñïåðèìåíò, ìîæåò áûòü ïîëèãàðìîíè÷åñêèì,

ò.å. ñîñòîÿòü èç n ãàðìîíèê:

u t A t
i

n

i i i( ) cos ( )� �
�
�

0

� � . (5)

Åñòåñòâåííî, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ãàðìîíèê èíôîðìàòèâíîñòü ýêñïåðè-

ìåíòà âîçðàñòàåò. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãàðìîíèê, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåò-

ñÿ èíôîðìàòèâíîñòü ýêñïåðèìåíòà, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëüþíãà [10] ñîñòàâ-

ëÿåò n n na bmin � � .

Ñïåêòð ìîùíîñòè ñèãíàëà (5) íå çàâèñèò îò ôàç� i , îäíàêî îíè èãðàþò

áîëüøóþ ðîëü â ãåíåðèðîâàíèè âõîäíîãî ñèãíàëà, òàê êàê åãî ôîðìà â

çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò ôàçîâîãî ñïåêòðà. Íà ïðàêòèêå øèðîêî

ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå Ðàéñà—Ïèðñîíà [8], ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïî-

ëèãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë (5) ñ ïîñòîÿííûìè àìïëèòóäàìè, îïðåäåëÿþ-

ùèìè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñèãíàëà u, è ñî ñëó÷àéíûìè ôàçàìè � i ,

ðàñïðåäåëåííûìè ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó â èíòåðâàëå [ ; ]�� � .

Êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè äëÿ èäåíòèôèêàöèè äèñêðåòíîé ñèñòåìû (ñì.

ðèñ. 1) ìîæåò áûòü âûðàæåíèå [11]

C u B z y A zk b k a

k

N

( , ) | ( , ) ( , )|	 	 	A � �
�
�1

2

2

1

, (6)

ãäå uk è yk — äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âõîäíîãî è âûõîäíîãî
ñèãíàëîâ. Òîãäà èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà, ïîðîæäàåìàÿ êðèòå-
ðèåì (6), èìååò âèä

� 	

� 	

� 	

� 	

� 	

� 	

C A C A C A( , ) ( , ) ( , )
*

2
��

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�, (7)

ãäå * — Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå; A � [ ,..., ]A Ak
T

1 — âåêòîð, êîìïîíåíòàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäû ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà (5).
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Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îáúåìà ýëëèïñîèäà íåîïðåäåëåííîñòè âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ 	 ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè âûðàæåíèÿ (7) è îïðåäåëåíèþ îï-

òèìàëüíîãî àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà A
0 ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà (5)

[11]:

A
A A

A>0

0 � �

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�




�
�arg min det

( , ) ( , )

*

� 	

�	

� 	

�	

C C
T

�

�

�
�
�

�1

.

Ãàðàíòèðîâàòü ãëàäêîñòü ðåçóëüòèðóþùåãî âõîäíîãî ñèãíàëà, ÷òî

èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ïîëåòà ïðè ïðîâå-

äåíèè ýêñïåðèìåíòà, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè ïèê-ôàêòîðà [11]:

K M M Ar i

i

N

� �� �

�
�( ) / 2 2

1

,

ãäå M � è M � — íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå è íàèìåíüøåå îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèÿ ñèãíàëà u. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ôîðìû âõîäíîãî ñèã-

íàëà ïðîâîäèòñÿ ëåòíûé ýêñïåðèìåíò (èëè ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ËÀ ñ

ó÷åòîì øóìîâ è ñìåùåíèé äàò÷èêîâ â S³mul³nk).

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòà â ïðîöåññå ëåò-

íîãî ýêñïåðèìåíòà âûïîëíÿåòñÿ ïî ñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2. Ýòî

ÿâëÿåòñÿ âòîðûì ýòàïîì ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè, íà êîòîðîì äàííàÿ

ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåòñÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèåé. Â ðåçóëüòàòå ìî-

äåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû çàïèñè èñõîäíûõ ñèãíàëîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò,

êðîìå ïîëåçíîé ñîñòàâëÿþùåé, ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.

Ïîñêîëüêó èçìåðåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èìåþò çíà÷è-

òåëüíûå ïîìåõè, äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè ËÀ â ïðîñò-

ðàíñòâå ñîñòîÿíèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÌÏ) [10]. Îòðèöàòåëüíûé íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì îò

ôóíêöèè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÏ) P ( | � )y 	 , ïîëó÷åííîé äëÿ

ëèíåéíîé ìîäåëè (1) ñ âåêòîðîì ãàóññîâîãî øóìà èçìåðåíèé �, îïðåäåëÿåò

ñëåäóþùèé êðèòåðèé èäåíòèôèêàöèè [12]:

J P( � ) ln ( | � )	 	� � �y

� � � � �
�

�

��0 5 2
1

1, ( � ) ( � ) ln| | ln ( )
i

N

i i
T

in i i in
N lNy y R y y R � 

!

"
#
$

, (8)
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�

ymy
W z( , )Ðèñ. 1. Èäåíòèôèöèðóåìàÿ äèñêðåòíàÿ ðàçîìê-

íóòàÿ ñèñòåìà ñ ó÷åòîì îøèáêè èçìåðåíèÿ



ãäå ( � )y yi i� — i-é âåêòîð îáíîâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; N — ÷èñëî

òî÷åê èçìåðåíèé (çàâèñèò îò äëèíû ðåàëèçàöèè); l — ÷èñëî èçìåðÿåìûõ

âåëè÷èí; | inR | — íîðìà Ôðîáåíèóñà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îáíîâ-

ëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñîñòîèò â íà-

õîæäåíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äèíàìèêè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ � arg min ( � )	 	
	 	

�
% s

J .

Îïòèìèçàöèîííóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà ìèíèìóìà îòðèöàòåëüíîãî ëî-

ãàðèôìà ôóíêöèè ÌÏ J( � )	 íåîáõîäèìî íà÷èíàòü ñ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ [13], îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò

ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó. Ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ â ëþáîé

ìîäåëè ËÀ äîñòàòî÷íî âåëèêî, ôóíêöèÿ ÌÏ èìååò ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû è

íàõîæäåíèå ìèíèìóìà (8) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷å-

íèé âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ [10]. Ïîýòîìó íà òðåòüåì ýòàïå ïðî-

öåäóðû èäåíòèôèêàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ (ÌÍÊ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèìå-
íåíèå ÌÍÊ íå òðåáóåò çíàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî ýòîò ìåòîä
èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê — äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà øóìû îòñóòñòâóþò èëè îíè ìèíèìàëüíûå. Íî äàæå ïîñëå
ãðóáîé î÷èñòêè ñèãíàëîâ (íàïðèìåð, öèôðîâûì ñèììåòðè÷åñêèì íåðåê-
êóðñèâíûì ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåìûì ôèëüòðîì íèçêèõ ÷àñòîò [14], îñ-
íîâíûì ñâîéñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ôàçîâîãî ñäâèãà) ðåçóëü-
òàòû ÌÍÊ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé ïî ÌÌÏ. Â ðàáîòàõ ïî èäåíòèôèêàöèè ÌÍÊ, íàïðèìåð [10],
ìîäåëü, ïàðàìåòðû êîòîðîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ïðåäñòàâëåíà êàê «àâòî-
ðåãðåññèÿ — ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå», à èìåííî

Y Ô E� �	 , (9)

ãäå Y — âåêòîð âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ìîäåëè;Ô — ìàòðèöà ðåãðåññîðà; E —

âåêòîð ïîãðåøíîñòè. Åñëè ìîäåëü èäåíòèôèöèðóåìîãî îáúåêòà ïðåäñòàâ-
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= y + b + �

Ðèñ. 2. Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòà DHC-2 «Beaver»



ëåíà â âèäå (9), òî â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèêàöèè âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ îïðåäåëÿþò ïî ôîðìóëå

� ( )	ÌÍÊ � �
Ô Ô Ô Y

T T1 . (10)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíîãî ÌÍÊ (10) ê ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå ñîñ-

òîÿíèé (1) â ðàáîòå [13] ïðåäëîæåíî âèäîèçìåíèòü ìîäåëü (9). Â îáùåì

ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíî n, ïåðåìåííûõ óïðàâ-

ëåíèÿ — m è ïåðåìåííûõ èçìåðåíèÿ — l, à ÷èñëî èçìåðåíèé ðàâíî N,

âåêòîð Y èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Y � � �[ ( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ... ( ) (y i y i y N y i y N y i y il l1 1 1 2 21 1) ... ( )]y Nl
T .

Ðàçìåð âåêòîðà Y â ýòîì ñëó÷àå l N i( )� � �1 1. Âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ïðè èçìåðåíèè âñåõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé èìååò ðàçìåð l n m( )� �1

è âèä

� [ ... ... ... .	ÌÍÊ � a a a b b b a a a b bn m n n nn n n11 12 1 11 12 1 1 2 1 2 .. ]bnm
T .

Â äàííîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò [10], âåêòîðíûé ðåãðåññîð äëÿ ìîäåëè

(1) çàìåíÿåòñÿ ðàñøèðåííûì áëî÷íî-äèàãîíàëüíûì ìàòðè÷íûì ðåãðåññîðîì,

êîòîðûé èìååò ðàçìåð l N i l n m( ) ( )� � � �1 è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [13]

Ô

Ô O O

O Ô O

O O Ô

�




�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

&

&

&

�

�

� � � �

�

,
(11)

ãäå

Ô & �

� � �x i x i x i u i u i u i

x i x i

n m1 2 1 2

1 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

� �

) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

� �

� � � � � � � �

x i u i u i u i

x N x N

n m1 2

1 2

1 1 1

1 1

� � �

� � ) ( ) ( ) ( ) ( )� �x N u N u N u Nn m�




�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�1 1 2

;

(12)

O — íóëåâàÿ ìàòðèöà; ðàçìåðû Ô & è O ðàâíû ( ) ( )N i n m� � � �1 ; ul ( )'
è xk ( )' — âõîäíûå è âûõîäíûå ñèãíàëû îáúåêòà, â äàííîì ñëó÷àå ñîâïà-

äàþùèå ñ âåêòîðîì ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (2). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ �	ÌÍÊ ïî ôîðìóëå (10) ñ ó÷åòîì (11), (12)

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýòàïó ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè.

Èäåíòèôèêàöèÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ïðèìå-

íåíèåì ðàñøèðåííîé êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè è ñòîõàñòè÷åñêîé
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àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ (8) â ñîîòâåòñòâèè ñ ÌÌÏ

òðåáóåòñÿ îöåíêà îáíîâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( � )y yi i� íà êàæäîì

øàãå. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðèìåíåíèå êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè, ïî-

ñêîëüêó èçìåðåíèÿ y i äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáíîâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìîäåëè (1) âûïîëíÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îöåíèòü

íå òîëüêî ïàðàìåòðû ìîäåëè äèíàìèêè ëåãêîãî ñàìîëåòà, íî è ñìåùåíèÿ

äàò÷èêîâ. Äëÿ ýòîãî ïðåäëîæåíî [5, 12] ðàñøèðèòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿ-

íèé ìîäåëè (1) ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ — ñìåùå-

íèé äàò÷èêîâ b� [ , , ..., ]b b b T
1 2 ( , ãäå ( — ÷èñëî äàò÷èêîâ, èìåþùèõ ñìå-

ùåíèå ïðè èäåíòèôèêàöèè äâèæåíèÿ ëåãêîãî ñàìîëåòà.

Ïîñëå ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé âåêòîðû âõîäà u ð, ñîñòîÿ-

íèÿ x ð, èçìåðÿåìîãî âûõîäà y ð ïðèíèìàþò âèä

u uð � � [ , ..., ] ,u um
T

1

x x bð � �[ , ] [ , ..., , , ..., ] ,T
n

Tx x b b1 1 ( y yð � � [ , ..., ] ,y y l
T

1

à óðàâíåíèÿì (1) ïðè èçìåðåíèè âñåõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñò-

âóåò ñëåäóþùàÿ òðîéêà ìàòðèö:

A
A O

O O
�



�
�

�

�
�

�

� �

0 n

n

(

( ( (
, B

B
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�



�
�
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�

0

( m

, C E
B

O
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�
��

� �
n n

n

0

( () (
, (13)

ãäå

A 0

11 1

1

�



�

�
�
�

�

�

�
�
�

a a

a a

n

n nn

�

� � �

�

; B 0

11 1

1

�



�

�
�
�

�

�

�
�
�

b b

b b

m

n nn

�

� � �

�

;

O i j� — íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì i j� ; Ei j� — åäèíè÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà ðàçìåðîì i j� . Ïðè ýòîì âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èìååò

âèä 	 ð � [ , ..., , , ..., , , ..., , , ...,a a a a b b b bn n nn m n n11 1 1 11 1 1 m
Tb b, , ..., ]1 ( .

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà R øóìîâ èçìåðåíèé � ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöåé ðàçìåðîì n n� , òîãäà êàê êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Q øóìîâ

ñîñòîÿíèÿ èìååò ðàçìåð n n� � �( ( è âèä Q �diag [ , , ..., , , ..., ]q q qn1 2 0 0 ,

ïîñêîëüêó øóìû ñîñòîÿíèÿ âëèÿþò òîëüêî íà ðåàëüíûå ïåðåìåííûå ñîñ-

òîÿíèÿ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà Ãàìèëüòîíà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ óðàâíåíèåì

Ðèêêàòè äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ [15],

H
A C R C

Q A
�

�


�
�

�

�
�

�T T ( )1

, (14)
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èìååò 2( íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà, ÷òî ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â

ðàáîòå [12] ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðèåì ðàíäîìèçàöèè ôèêòèâíûõ ïå-

ðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ:(ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû

èìåþò âèä �b wn1 1 1� �* , �b wn2 2 2� �* , ..., �b wn( ( (*� � , ãäå wn�1, wn�2 , ..., wn�( —

öåíòðèðîâàííûå åäèíè÷íûå áåëûå øóìû, à * * *(1 2, , ..., — ïàðàìåòðû,

çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íàìíîãî ìåíüøå åäèíèöû. Òîãäà êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-

ðèöà øóìîâ ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä Q = diag [ , , ..., , , , ..., ]q q qn1 2 1
2

2
2 2* * *( . Ãà-

ìèëüòîíèàí (14) ïðè òàêîé ìàòðèöå Q ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

(õîòÿ è ïëîõî îáóñëîâëåííîé). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìàëûå ïàðàìåòðû * i

àíàëîãè÷íû ïàðàìåòðàì ðåãóëÿðèçàöèè, ââåäåííûì â [16].

Äëÿ ðàñøèðåííîé ÌÌ ñ ìàòðèöàìè (13) è êîâàðèàöèîííûìè ìàòðè-

öàìè Q è R êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îáíîâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

R in ôèëüòðà Êàëìàíà èìååò âèä [5] R CQC Rin
T+� . Êðîìå òîãî, â ðàáîòå

[5] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî

äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè [15] åãî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå íà îñíîâå

íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè:

AP PA PC R CP Q� � � ��T T
ind( / ) ( )1 01 , (15)

ãäå d — èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15) èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ Êàëìàíà [15]: K=

� �
PC R

T
in( ) 1. Îáíîâëåííûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ

ïî èçâåñòíîìó àëãîðèòìó ñòàöèîíàðíîé êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè [15],

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ íà êàæäîì øàãå ÌÌÏ.

Ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå ñòàöèîíàðíîé êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè ê

ôèêòèâíûì ïåðåìåííûì çàòðóäíåíî âñëåäñòâèå èõ ñëàáîé íàáëþäàåìîñ-

òè, â [12] ïðåäëîæåíî ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ðàñøèðåííîãî ôèëüòðà

Êàëìàíà (äëÿ îöåíêè ðåàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è ãðóáîé îöåíêè

ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ) è óñêîðåííîé ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîê-

ñèìàöèè Êåñòåíà [17] (äëÿ óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèé ñìåùåíèé äàò÷èêîâ, ïîëó-

÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè ðàñøèðåííûì ôèëüòðîì Êàëìàíà). Â

ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ñìåùåíèÿì b j ,

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ êîððåêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ

óñêîðåííîé ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé Êåñòåíà [17]:

�� ( ) � ( ) ( ) ( � )x i x i i y ybj bj bj bj� � � � �1 1 + ,

ãäå � ( )x ibj �1 — ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ íà (i + 1)-ì øàãå, îòíîñÿùàÿñÿ ê j-ìó

ñìåùåíèþ, îöåíåííîìó ôèëüòðîì Êàëìàíà; + ( )i — çàòóõàþùàÿ ïîñëåäî-

Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ
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âàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû Äâîðåöêîãî [17, 18]; ybj

è �ybj — èçìåðåííûé è ðàññ÷èòàííûé âûõîäû îáúåêòà, îòíîñÿùèåñÿ ê j-ìó

ñìåùåíèþ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Äâîðåöêîãî [18] àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè ñõîäèòñÿ ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó â ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêîì ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà àëãîðèòìîâ ðàñøè-

ðåííîé êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè è ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïðî-

èñõîäèò âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé ïðîöåäóðû ÌÌÏ.

Îöåíêó àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííîé ìîäåëè â [11] ïðåäëîæåíî ïðîâî-

äèòü ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îöåíî÷íûõ è

íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïî ôîðìóëå

,
	 	

	
i

i i

i

�
��

%íîì

íîì

100 ,
(16)

ãäå �	 i è 	 iíîì — ðàññ÷èòàííîå è íîìèíàëüíîå çíà÷åíèÿ i-ãî ïàðàìåòðà.

Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ. Ðåçóëüòàòîì ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëû îòêëîíåíèÿ ðóëÿ

âûñîòû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé (ðèñ. 3) è

äëèííîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ. Ñèãíàë äëÿ

èäåíòèôèêàöèè äëèííîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé àíàëîãè÷åí ïðåäñòàâ-

ëåííîìó íà ðèñ. 3, íî åãî äëèíà â 10 ðàç áîëüøå.

Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè

ÌÌ äèíàìèêè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòà «Beaver» ïðèâåäåíû â

òàáë. 1, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îöåíêè ïàðà-

ìåòðîâ X V , X 
 , X q , ZV , MV , X e� äëèííîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

äâèæåíèÿ ËÀ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ

Z
 , Zq , M 
 , M q , Z e� , M e� êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Ýòîò ôàêò

ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòîì àíàëèçà ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðèöû èäåí-

òèôèöèðóåìîñòè, êîòîðûå èìåþò äîñòàòî÷íî øèðîêèé äèàïàçîí (îò 1,00

äî 146170,84) è ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïàðàìåòðû X V , X 
 , X q , ZV ,

MV , X e� ÿâëÿþòñÿ ñëàáî èäåíòèôèöèðóåìûìè, ò.å. èõ íåâîçìîæíî îöå-

íèòü ñ äîñòàòî÷íîé äîñòîâåðíîñòüþ.

Äëÿ îöåíêè ñìåùåíèé äàò÷èêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííîé ïðî-

öåäóðîé èäåíòèôèêàöèè æåñòêîé ñèñòåìû ïðèìåíåí àëãîðèòì ñòîõàñ-

òè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè Êåñòåíà. Ðåçóëüòàòû îöåíêè ôèêòèâíûõ ïåðå-

ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îöåíèâàíèÿ ñìåùåíèé äàò÷èêîâ (b bV , � )

ïî àëãîðèòìó ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè Êåñòåíà ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4, à,

à êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îöåíîê ñìåùåíèé — íà ðèñ. 4, á. Êàê âèäíî íà
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ðèñ. 4, á, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îöåíîê ñìåùåíèé ïðèáëèæàþòñÿ ê

äåëüòà-ôóíêöèÿì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá èõ íåñìåùåííîñòè [10].

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ èäåíòèôèêàöèè âîñïîëüçóåìñÿ ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé , îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îöåíî÷íûõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ (15):

, ,�
�
�1 2

1K
i

i

K

( ) , (17)

ãäå K — ÷èñëî èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äèíàìèêè, à , i îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (16). Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà , (17) îòíîñè-

Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2011. Ò. 33. ¹ 6 15

0

0 20 40 60 80 100 120

4

5

b� 10� - ðàä

Kbv

Kb�
10�

bV , ì/ñ

�.
�/

�0 5,

0

0 5,

0 5,

�0 5,

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
�2

0

2

Ðèñ. 4. Êðèâûå îöåíèâàíèÿ ñìåùåíèé äàò÷èêîâ (à) è êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îöå-
íîê ñìåùåíèé äàò÷èêîâ (á)

Ðèñ. 3. Ñèãíàë îòêëîíåíèÿ ðóëÿ âûñîòû äëÿ èäåíòèôèêàöèè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé ñîñ-
òàâëÿþùåé ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ËÀ



òåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âñåãî ïðîäîëüíîãî

äâèæåíèÿ ËÀ ñîñòàâëÿåò 9,52 % (ïðè èäåíòèôèêàöèè ÌÍÊ — 41,94 %),

òîëüêî êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé — 2,29 % (ïðè èäåíòèôèêàöèè

ÌÍÊ — 20,82 %), äëèííîïåðèîäè÷åñêîé — 18,9 % (ïðè èäåíòèôèêàöèè

ÌÍÊ — 81,26 %). Ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê ñâè-

äåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êîðîò- êîïå-

ðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ è äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ

ïàðàìåòðîâ äëèííîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Âûâîäû

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè äèíàìèêè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ËÀ,

îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó æåñòêèõ ñèñòåì, ïðè íàëè÷èè ïîìåõ è ñìåùåíèé

äàò÷èêîâ îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî âñëåäñòâèå ñëàáîé íàáëþäàåìîñòè è èäåíòè-

ôèöèðóåìîñòè îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íåîáõîäè-
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Ñìåùåíèå Íîìèíàëüíîå çíà÷åíèå Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ,i , %

b
 , ðàä 0,0080 0,0084 5,00

bq , ðàä/ñ �0,0060 �0,0057 5,00

bV , ì/ñ �0,0500 �0,0473 5,40

b� , ðàä 0,0050 0,0045 10,00

Òàáëèöà 2

Ïàðàìåòð
Íîìèíàëüíîå

çíà÷åíèå

Çíà÷åíèå,
ðàññ÷èòàííîå

ïî ÌÍÊ

,iÌÍÊ
, %

Çíà÷åíèå,
ðàññ÷èòàííîå

ïî ïðåäëîæåííîé
ìåòîäèêå

,i , %

Z
 , ñ–1 –1,2850 –1,1792 8,23 –1,1847 7,80

Zq , – 0,9764 0,8548 12,45 0,8982 8,00

M
 ,ñ–2 –6,7370 –7,0389 4,48 –6,9912 3,77

Mq , ñ–1 –3,0290 –2,7105 10,52 –2,8716 5,20

Z e� , ñ–1 –0,0929 –0,2073 123,14 –0,0914 1,63

M e� ,ñ–2 –10,6000 –9,5858 9,57 –10,1195 4,53

XV ,1/ñ –0,0389 –0,0937 140,87 –0,0466 19,70

X 
 ,ì/(ðàä'ñ2) 5,4530 25,5194 367,99 5,9649 9,39

X q ,ì/(ðàä'ñ) –0,4076 –1,4965 267,15 –0,7072 73,50

ZV , ðàä/ì –0,0084 –0,0021 75,00 –0,0148 76,70

MV , ì/(ðàä'ñ) 0,0139 0,0040 71,22 0,0184 32,28

X e� , ì /(ðàä ' ñ2) –0,608 –0,4900 19,41 –0,5622 7,53

Òàáëèöà 1



ìî ïðèìåíÿòü äîïîëíèòåëüíûå ìåðû äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà

èäåíòèôèêàöèè. Ê òàêèì ìåðàì îòíîñÿòñÿ ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà â

÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëîæåíèÿ Ðàéñà—Ïèðñîíà äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ôîðìû ñèãíàëà óïðàâëåíèÿ ËÀ, ïðèìåíåíèå ÌÍÊ ñ

ìàòðè÷íûìè ðåãðåññîðàìè äëÿ îöåíêè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ, ïðèìåíåíèå íåðåêêóðñèâíîé öèôðîâîé ôèëüòðàöèè äëÿ ãðóáîé

ôèëüòðàöèè ïîìåõ èçìåðåíèé è ðàçäåëåíèÿ êîðîòêî- è äëèííîïåðèîäè-

÷åñêèõ ìîä, ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà àëãîðèòìîâ ðàñøèðåííîé êàëìàíîâñêîé

ôèëüòðàöèè è ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïòè-

ìèçàöèîííîé ïðîöåäóðû ÌÌÏ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà èäåí-

òèôèêàöèè íà ïðèìåðå «ýòàëîííîé» ìîäåëè ËÀ ñâèäåòåëüñòâóþò îá ýôôåê-

òèâíîñòè ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè æåñòêèõ ñèñòåì.

Aircraft longitudinal motion models belong to the class of stiff systems because they include both
the fast, and the slow modes, which frequencies considerably differ from each other. In this con-
nection the identification of dynamics models of these plants in state space in the presence of
measurement noise and sensors’ biases is a difficult problem. An effective identification proce-
dure of these models based on application of likelihood method, methods of stochastic approxi-
mation and experiment design is proposed in the paper.
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