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Î êëàññå NP è NP-ïîëíûõ çàäà÷àõ

Ïîêàçàíî, ÷òî SAT-çàäà÷ó (satisfiability problem) íåëüçÿ ñ÷èòàòü óíèâåðñàëüíîé NP-ïîë-
íîé çàäà÷åé, à ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è
îñòàåòñÿ îòêðûòûì, ÷åì îáúÿñíÿåòñÿ áåçóñïåøíîñòü ïîïûòîê óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü
ìåæäó êëàññàìè P è NP.

Ïîêàçàíî, ùî SAT-çàäà÷ó (satisfiability problem) íå ìîæíà ââàæàòè óí³âåðñàëüíîþ NP-ïîâíîþ
çàäà÷åþ, à îòæå, ïèòàííÿ ïðî ³ñíóâàííÿ õî÷à á îäí³º¿ NP-ïîâíî¿ çàäà÷³ çàëèøàºòüñÿ
â³äêðèòèì, ùî º ïîÿñíåííÿì áåçóñï³øíîñò³ ñïðîá âñòàíîâèòè âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ êëàñàìè
P ³ NP.

K ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: NP-ïîëíîòà, ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü.

Âîïðîñ î òîì, äåéñòâèòåëüíî ëè NP-ïîëíûå çàäà÷è òðóäíîðåøàåìû, â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ ñî-

âðåìåííîé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè. Âîïðåêè ãîòîâíîñ-

òè áîëüøèíñòâà ñïåöèàëèñòîâ ñ÷èòàòü, ÷òî âñå NP-ïîëíûå çàäà÷è òðóäíî-

ðåøàåìû, ïðîãðåññà íè â äîêàçàòåëüñòâå íè â îïðîâåðæåíèè ýòîãî ïðåäïî-

ëîæåíèÿ íå íàáëþäàåòñÿ.

Ïîïûòàåìñÿ ðàçâèòü òåîðèþ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷, ñâÿçàííóþ ñ

ïðîáëåìîé äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé Ð = NP èëè Ð � NP. Òåîðèÿ NP-

ïîëíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíà äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ. Çàäà÷ó ðàñïî-

çíàâàíèÿ L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìíîæåñòâ: ìíî-

æåñòâà âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ Di è ìíîæåñòâà çàäà÷ ñ îòâåòîì «äà»

Yä, ïðè ýòîì Yä � Di .

Ýòè çàäà÷è ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ îïèñà-

íèå óñëîâèé çàäà÷è â òåðìèíàõ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò: ìíîæåñòâ, ãðàôîâ,

÷èñåë è äð. Âî âòîðîé ÷àñòè ôîðìóëèðóåòñÿ âîïðîñ, íà êîòîðûé òðåáóåòñÿ

îäèí èç äâóõ îòâåòîâ: «äà» èëè «íåò». Íåôîðìàëüíî êëàññ NP-ïîëíûõ

çàäà÷ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèò-

ìà. Òàêîé àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: óãàäûâàíèÿ è ïðîâåðêè. Ñíà-

÷àëà ïî çàäàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I ïðîèñõîäèò óãàäûâàíèå ñòðóê-
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òóðû S è çàòåì, ñ ó÷åòîì óñëîâèé çàäà÷è I, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà äåòåðìè-

íèðîâàííûì àëãîðèòìîì, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ îòâåòîì «äà» èëè «íåò».

Êàê ïîêàçàíî â [1], ñ ïîìîùüþ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ðå-

øàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ L, åñëè äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è

I � Di âûïîëíèìû äâà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ.

1. Åñëè I �Yä, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðóêòóðà S, óãàäûâàíèå êîòîðîé

ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ñòàäèÿ ïðîâåðêè çàêîí÷èòñÿ îòâåòîì «äà».

2. Åñëè I �Yä, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðóêòóðû S, óãàäûâàíèå êîòî-

ðîé äëÿ I ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ñòàäèÿ ïðîâåðêè çàêîí÷èòñÿ îòâåòîì «íåò».
Ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ïðîâåðÿåìîñòè [1] ïîçâîëÿåò ôàêòè÷åñêè

âûäåëèòü êëàññ NP-ïîëíûõ çàäà÷ è ïðè ýòîì ïðîâåðÿåìîñòü çà ïîëèíî-
ìèàëüíîå âðåìÿ íå îáåñïå÷èâàåò ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ L íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè L�NP è ëþáàÿ

äðóãàÿ çàäà÷à �L èç ýòîãî êëàññà ñâîäèòñÿ ê L ïîëèíîìèàëüíî.

Â ðàáîòå [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíà êîíêðåòíàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP,

íàçûâàåìàÿ SAT-çàäà÷åé èëè çàäà÷åé âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë

(ÂÛÏ), îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî âñÿêàÿ äðóãàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íåé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå

óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ôîðìàëèçàöèÿ SAT-çàäà÷è. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ f x x( , ,...1 2

..., )xn â êîíúþíêòèâíîé ôîðìå çàïèñè:

f x x x x x x xn n
n m( , ,..., ) ( ... ) ... (1 2 1 2 1
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Îïåðàöèè � è � ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè è ìîäåëèðóþò ïðîñòåéøèå ëîãè-

÷åñêèå ïîíÿòèÿ ñîîòâåòñòâåííî ÈËÈ è È. Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî íàáîðà

x x x xn� ( , , ..., )1 2 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:

åäèíèöà èëè íóëü. SAT-çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòâåòå íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò

ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x x x xn� ( , , ..., )1 2 , îáðàùàþùèé ôóíêöèþ f
â åäèíèöó.

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âûïîëíèìîñòè èëè

íåâûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñâîéñòâà íåâû-

ïîëíèìûõ ôóíêöèé è ñïîñîáû èõ ïîëó÷åíèÿ.

Ñâîéñòâà íåâûïîëíèìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ââåäåì ïîíÿòèå ìèíè-

ìàëüíîé êîíúþíêòèâíîé ôîðìû Fë
min ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f

îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì äèçúþíêòîâ r, ïðè êîòîðûõ
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Fë
min ïðèíèìàåò çíà÷åíèå «ëîæíî» íà âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðàõ ôóíêöèè.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô G22 (ðèñ. 1), ãäå îäíó äîëþ îáðà-

çóþò ïåðåìåííûå (à, b), à âòîðóþ — ïåðåìåííûå ( , )a b , ðåáðàìè ñîåäèíå-

íû âåðøèíû, êîòîðûå íå îáðàçóþò èíâåðñíûå ïàðû òèïà ( , )a a .

Äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ â áóëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ïðèñóòñòâîâàëè ïåðåìåííûå ( , )a b è ( , )a b . Ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â

ãðàôåG22 îáóñëîâëèâàåò âñå âîçìîæíûå äîïîëíåíèÿ ñî÷åòàíèé ïåðåìåííûõ,

êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ðåáðîì, ïîñêîëüêó ýòè âåðøèíû â ãðàôå íå

èíâåðñíûå. Äîïîëíåíèå äèçúþíêòîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ( , )a b è

( , )a b äèçúþíêòàìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííûå, îáóñëîâëåííûå ñîâåðøåí-

íûì ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå G22, ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíóþ ôîðìó

F a b a b a b b a2ë
min ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � . (1)

Ïðåäñòàâèì áóëåâó ôóíêöèþ f â âèäå ñëîèñòîãî ãðàôà G, â êîòîðîì

êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ â äèçúþíêòàõ ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå ãðàôà, à êàæäûé

ñëîé èëè ÿðóñ ñîîòâåòñòâóþò äèçúþíêòó, â êîòîðîì âåðøèíû íå ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé.

Ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè ÿðóñîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ òàê. Âåðøèíà i, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííîé Õi ïðîèçâîëüíîãî ÿðóñà, ñîåäèíÿåòñÿ ñî âñåìè

âåðøèíàìè ñëåäóþùåãî ÿðóñà, êðîìå âåðøèí i* , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðå-

ìåííîé X i .

Âåðøèíû i è i* áóäåì íàçûâàòü èíâåðñíûìè âåðøèíàìè ãðàôà. Ïîðÿ-

äîê ðàçìåùåíèÿ ÿðóñîâ â ãðàôå G äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Ââåäåì òàêæå äâå ôèêòèâíûå âåðøèíû s è t , êîòîðûå ñâÿçàíû ñî âñåìè

âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ÿðóñà ãðàôà G. Òîãäà

ãðàô ôóíêöèè (1) èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2.

ßñíî, ÷òî åñëè â ãðàôå G ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò

ïóòü èç âåðøèíû s â âåðøèíó t, â êîòîðûé íå âõîäÿò èíâåðñíûå âåðøèíû,

òî ñóùåñòâóåò íàáîð ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà-

Î êëàññå NP è NP-ïîëíûõ çàäà÷
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÷åíèå «èñòèííî». Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò ïóòü èç s â t â ãðàôå G, íå

ñîäåðæàùèé èíâåðñíûõ âåðøèí (s, i, j, ..., k, t). Êàæäîé âåðøèíå ñîîò-

âåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ Õi ëèáî X i , ò.å ïóòè (s, i, j, ..., k, t) ìîæíî ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ïåðåìåííûõ (X X Xi j k, , ..., ), ñðåäè êîòîðûõ íåò

ïðîòèâîðå÷èâûõ, ÷òî ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå èíâåðñíûõ âåðøèí â ïóòè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ëåãêî óêàçàòü íàáîð ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì âåñü

íàáîð áóäåò ñîñòîÿòü èç åäèíèö. Íî ïåðåìåííûå â íàáîðå èñïîëüçîâàíû èç

êàæäîãî ÿðóñà ãðàôà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîì äèçúþíêòå ïðèñóòñò-

âóåò åäèíèöà, è ôóíêöèÿ f â ýòîì íàáîðå ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

«èñòèííî».

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèå

«ëîæíî», òî â ãðàôå ôóíêöèè G íå ñóùåñòâóåò ïóòè èç s â t, â êîòîðûé íå

âõîäÿò èíâåðñíûå âåðøèíû, ÷òî âèäíî íà ãðàôå, ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 2.

Ðàññìàòðèâàåìûå êîíúþíêòèâíûå ôîðìû îáëàäàþò âàæíûì ñâîéñòâîì v,

à èìåííî: èçìåíåíèå çíàêà èíâåðñèè â ïðîèçâîëüíîì ëèòåðàëå ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî èçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ Fë ñòàíîâèòñÿ âûïîëíèìîé.
Â ýòîì ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, àíàëèçèðóÿ íåïîñðåäñòâåííî ãðàô G2ë

ôóíêöèè F2ë
min , èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî èçìåíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ñâîéñòâîì


, ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ â ãðàôå ïóòåé, íå ñîäåðæàùèõ èíâåðñíûõ âåðøèí
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f ñòàíîâèòñÿ âûïîëíèìîé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèþ Fnë ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ è ÷èñëîì ïåðåìåííûõ â
äèçúþíêòå íå ìåíåe äâóõ, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
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ãðàôîâ äâóäîëüíîãî ãðàôà Gnë (ðèñ. 3), â êîòîðîì âåðøèíû ïåðâîé äîëè
ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì (

~
,

~
,..., )Q Q X n1 2 , à âåðøèíû âòîðîé äîëè —

ïåðåìåííûì ( , ,..., )X X X n1 2 . Ïîäìíîæåñòâà áèíàðíûõ ãðàôîâ Gnë
' , â êîòî-

ðûõ ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåìåííûì ( , ,...X X1 2

..., )X n è( , ,..., )X X X n1 2 , îïðåäåëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè â
ãðàôå Gnë .

Ïîêàæåì, ÷òî êîíúþíêöèÿ äèçúþíêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ áèíàðíûìè ãðà-

ôàìè {Gnë
' }, ïðèâîäÿùèìè ê íåâûïîëíèìîñòè ôóíêöèé, â îáùåì ñëó÷àå

ðàâíà
~ ~

... ...O O X X X Xn n1 2 1 2� , à ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ Fnë
min ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

F X X X X X Xn n n n në
min ( ... ) ( ... )� � � � � � � �� � � � � �1 1 2 2 1 1 2 2

� � � � � �( ... ... ) ... ( ...X X X X X X X X X X X Xn n n n1 2 1 2 1 2 1 1 2 2� � � n )�

� � � � � �
�
�X X X X X X x f x x fn n n i i i
i

n

i1 2 1 1 2 2

1

... ( ... ) ( ) (� � � � � i i
i

n

x )
�
�

1

,

ãäå

� i �{ , }0 1 ; �i �{ , }0 1 ;

f x X X Xi i n n( ) ( ... )� � � �� � � �1 1 2 2 ; (2)

f x X X Xi i n n( ) ( ... )� � � �� � � �1 1 2 2 .

Ïîñêîëüêó SAT-çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó î ïîêðûòèè, ïî
áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèì áóëåâó ìàòðèöó Â, â êîòîðîé ñòîëáöàì ñîîò-
âåòñòâóþò ïåðåìåííûå ( , , ..., )X X X n1 2 è ( , , ..., )X X X n1 2 , à ñòðîêàì —
äèçúþíêòû áóëåâîé ôóíêöèè. Â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå Â
ðàâíî 2n, à ÷èñëî ñòðîê — ÷èñëó äèçúþíêòîâ m â áóëåâîé ôóíêöèè.
Íàïðèìåð, äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè

F X X X X X X X Xnë � � � � � � � �( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4

� � � � �( ) ( ) ( ) ( )X X X X X X X X1 3 2 4 3 1 1 2

ìàòðèöà Â èìååò âèä

B

X X X X X X X X

�

1

2

3

4

5

6

1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 1 0

0 1

1 2 3 4 1 2 3 4

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0

.
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Ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì X i è X i â ìàòðèöå Â, íàçîâåì

èíâåðñíûìè. Åñëè â ìàòðèöå Â ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå ñòðîê åäèíèöàìè,

ïðèíàäëåæàùåå íå èíâåðñíûì ñòîëáöàì, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ f
âûïîëíèìà, åñëè òàêîãî ïîêðûòèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî îíà íåâûïîëíèìà.

Èòàê, ïóñòü çàäàíà áóëåâà ìàòðèöà Â ñ 2n ñòîëáöàìè è m ñòðîêàìè, ãäå

m ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó äèçúþíêòîâ â áóëåâîé ôóíêöèè f. Ñòîëáöû áóäåì

çàäàâàòü âåêòîðîì ( , , ..., , , , ..., )X X X X X Xn n1 2 1 2 , ñòðîêè — âåêòîðîì

M m�{ , , ..., }� � �1 2 . Ïîêðûòèåì Q ñòðîê Ì íàçîâåì òàêîå ìíîæåñòâî

ñòîëáöîâ Â, êîòîðîå ïîêðûâàåò åäèíèöàìè âñå ñòðîêè Ì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

âñåõ ïîêðûòèé ìàòðèöû èñïîëüçóåì àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïî

èìïëèêàíòíîé òàáëèöå ïðèâåäåííûõ ñèñòåì ïðîñòûõ èìïëèêàíò áóëåâûõ

ôóíêöèé. Åñëè êàæäûé ñòîëáåö èç ñîâîêóïíîñòè ( , , ..., , ,X X X Xn1 2 1

X X n2 , ..., ) ðàññìàòðèâàòü êàê «ïðîñòóþ èìïëèêàíòó», ïîêðûâàþùóþ ñî-

âîêóïíîñòü ñòðîê M m�{ , , ..., }� � �1 2 , à êàæäóþ ñòðîêó � i — êàê íàáîð

ïåðåìåííûõ, ïîêðûâàåìûõ ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè, òî ìàòðèöó Â ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê èìïëèêàíòíóþ òàáëèöó áóëåâîé ôóíêöèè f. Ïðè òàêîé

èíòåðïðåòàöèè ìàòðèöû Â äëÿ êàæäîé ñòðîêè� i äèçúþíêöèþ ñòîëáöîâ bi,

ïîêðûâàþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ ñòðîêó, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

d x xk�1 1� � �( ...)

.......................... (3)

d x xm P t� � � �( ...).

Êîíúþíêöèÿ äèçúþíêöèé (3) ïî âñåì ñòðîêàì � � �1 2, ,..., m ìàòðèöû Â
îáðàçóåò êîíúþíêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Â, ñîäåðæàùåå âñå ïîê-

ðûòèÿ ñîâîêóïíîñòè ñòðîê Ì:

k M d d d x x x xr k P t( ) ... ( ...) ... ( ...)� � � � � � � � � � �� � �1 2 1 .

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè, ïîëó-

÷àåì äèçúþíêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Â, îáðàçóþùåå ïåðå÷åíü

âñåõ âîçìîæíûõ ïîêðûòèé ñîâîêóïíîñòè ñòðîê M m�{ , , ..., }� � �1 2 . Äëÿ

âûÿñíåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîêðûòèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðïî-

çèöèè â áóëåâîé àëãåáðå, îñíîâàííûì íà ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâàõ:

f X X X f X X Xn
n

n
n( , , ..., ) ( , , ..., )1

1
2

2
1

1
2

21	 	 	 	 	 	� � �

� � � � �f X X X f X X Xn
n

n
n( , , ..., ) ... ( , , ...,1

1
2

2
1

1
2

21	 	 	 	 	 	 1);

� � � � �f X X X f X X Xn
n

n
n( , , ..., ) ( , , ..., )1

1
2

2
1

1
2

20	 	 	 	 	 	 (4)

� � � � � �f X X X f X X Xn
n

n( , , ..., ) ... ( , , ...,1
1

2
2

1
1

2
20	 	 	 	 	 	n �0).
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Íå íàðóøàÿ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè (4), èñõîäíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f X X f X X f X Xn
n

n
n

n( , ..., ) ( , ..., ) ( , ...,1
1

1 1
1

2 1
1	 	 	 	 	 	� � n ) ...�

... ( , ..., ) ( , ..., ) (� � � � �� �f X X f X X f Xn n
n

n n
n

n1
1

1 1
1

2
	 	 	 	

1
1	 	, ..., ) ...X n

n �

... ( , ..., )� �f X Xn n
n

2 1
1	 	 , (5)

ãäå

f X X X f X Xi n
n

i n
n( ,..., ) ( ,..., )1

1
1

	 	 	 	� ; � �f X X O f X Xi n
n

i n
n( ,..., )

~
( ,..., )1

1
1

1	 	 	 	 .

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (5) â âèäå

f X X X X X f X Xn
n

n n
n( ,..., ) ( ... ) ( ,..., ) ..1

1
1 2 1

1	 	 	 	� � � � � .

... ( ... ) ( ,..., )� � � � �X X X f X Xn n
n

1 2 1
1	 	 . (6)

Êàê ñëåäóåò èç (6), äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà áóëåâà ôóíêöèÿ áûëà òîæ-

äåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà âñåõ íàáîðàõ ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî ÷òîáû

ôóíêöèè f X Xi n
n( ,..., )1

1	 	 è �f X Xi n
n( ,..., )1

1	 	 áûëè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

( ... )X X X n1 2� � � è( ... )X X X n1 2� � � . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (6) âûðîæ-

äàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå (2), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå âûðàæåíèå (2) èìååò âèä

F X X X X X X X X X X X Xen n n n n
min ... ... ... ...� � � � �1 1 2 2 1 2 1 2

� � � �X X X X X X X X X X X Xn n n n1 1 2 2 1 2 1 2... ... ... ... . (7)

Îáîçíà÷èì S ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ SAT-çàäà÷. Åãî ìîæíî ðàç-

áèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà: S + — ïîäìíîæåñòâî âûïîëíèìûõ èíäèâè-

äóàëüíûõ çàäà÷ è S – — ïîäìíîæåñòâî íåâûïîëíèìûõ èíäèâèäóàëüíûõ

çàäà÷. Òîãäà S S S� �� � .

Ëþáàÿ íåâûïîëíèìàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ äîëæíà ñîäåðæàòü â ñåáå â

ÿâíîì èëè íåÿâíîì âèäå Fnë
min . Åñëè îíà ñîäåðæèò Fnë

min â íåÿâíîì âèäå, òî

åå âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó (2) èëè (7). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

áóëåâîé ôóíêöèè ñ n ïåðåìåííûìè ìîæíî ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ìèíè-

ìàëüíûõ ëîæíûõ ôîðì. Èõ ÷èñëî ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñîâåð-

øåííûõ ñî÷åòàíèé â ãðàôå Gnë
' . Ïîñêîëüêó îíè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â

áóëåâîé ôóíêöèè â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì,

÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåâûïîëíèìûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ S – â ýêñïî-

íåíöèàëüíîå ÷èñëî ðàç áîëüøå ÷åì ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âûïîëíèìûõ

èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ S +, ò.å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

S S� ��� . (8)
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Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [1—5], ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è
ðàñïîçíàâàíèÿ I1 ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ I2 îçíà÷àåò íàëè÷èå ôóíêöèè f ,
êîòîðàÿ íà îñíîâå íåêîòîðîãî ïðàâèëà Ïi îòîáðàæàåò ïîäìíîæåñòâî çàäà÷
Di1 â ïîäìíîæåñòâî çàäà÷ D D Di i i2 1 2( )� è ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåò äâóì
óñëîâèÿì:

1) f âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà;

2) äëÿ âñåõ I Di� , I Y� ä1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f I Y( )� ä2.
Ðàññìîòðèì òðè ïîäìíîæåñòâà çàäà÷: {Ii}, {Zi}, {Ci}. Ïóñòü çàäà÷à

I—NP-ïîëíàÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ çàäà÷ó, çàäà÷è Z è Ñ
òàêæå ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåíèåì êëàññà
NP-ïîëíûõ çàäà÷ îíè äîëæíû ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòüñÿ îäíà ê äðóãîé.
Ïðè ýòîì åñëè áóäåò íàéäåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ îäíîé èç íèõ,
òî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ âñåõ èíäèâè-
äóàëüíûõ çàäà÷{Ii}, {Zi}, {Ci}. Ïîñêîëüêó óíèâåðñàëüíîé çàäà÷åé ìîæåò
áûòü ëþáàÿ èç NP-ïîëíûõ çàäà÷, äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû âñå ñëåäóþ-
ùèå ñâåäåíèÿ çàäà÷:

{ } { } { }I Z Ci i i� � ; (9)

{ } { } { }I C Zi i i� � ; (10)

{ } { } { }C I Zi i i� � ; (11)

{ } { } { }C I Zi i i� � ; (12)

{ } { } { }Z C Ii i i� � ; (13)

{ } { } { }Z I Ci i i� � ; (14)

Ñóùåñòâóþò ïðàâèëà Ï iz è Ï zc , êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñâîäèìîñòü
çàäà÷è I Zp p� , è ïðè ýòîì { }I Yp i� ä , è çàäà÷è Z Cp p� , è ïðè ýòîì
{ }Z Yp z� ä , ò.å. ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ï iz è Ï zc óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
1 è 2 ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, àíàëîãè÷íûé (8), êîãäà ñòðóêòóðû S òàêîâû, ÷òî
ïîðîæäàþò ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷{Z}, êîòîðîå ïî ìîùíîñòè
ïðåâûøàåò ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷{I}. Åñëè ïîäìíîæåñòâî {I}
ñîäåðæèò n èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, à ìíîæåñòâà {Z} è {C} — ïî n + k èí-
äèâèäóàëüíûõ çàäà÷, òî äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà çàäà÷ {Z Zn n� �1 2, ,...
..., Zk } íåâîçìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íè îäíîé çàäà÷è èç{Ii}. Ñëå-
äîâàòåëüíî, (9) è (10) âîçìîæíû äëÿ âñåõ çàäà÷, à (11)—(14) — íå äëÿ
âñåõ, ò.å. îíè íå âîçìîæíû äëÿ çàäà÷ {C C Cn n k� �1 2, ,..., } è {Z Zn n� �1 2, ,...
..., Zk }, à çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñå NP-ïîëíûå
çàäà÷è ïîëèíîìèíàëüíî ñâîäÿòñÿ îäíà ê äðóãîé, íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñàìî ïîíÿòèå NP-ïîëíîé çàäà÷è íóæäàåòñÿ â

óòî÷íåíèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû NP-ïîëíàÿ çàäà÷à áûëà óíèâåðñàëüíîé è ñâî-
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äèìîé â ëþáûõ íàïðàâëåíèÿõ âíóòðè êëàññà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóùåñò-

âîâàëî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè èíäèâèäóàëü-

íûìè çàäà÷àìè{ },{ },{ }I Z Ci i i , ò.å. äëÿ ëþáîé ïàðû èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷

äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïðÿìîå è îáðàòíîå ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå, îïðå-

äåëÿåìîå óñëîâèÿìè 1 è 2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìåþòñÿ ïîäìíîæåñòâà çàäà÷ { },{ },{ }I Z Ci i i è

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ {Ii} îòëè÷àåòñÿ îò ìîùíîñòè

ìíîæåñòâ çàäà÷ {Zi} è {Ci}, òî äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ

çàäà÷à I ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, íåäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ èíäèâè-

äóàëüíàÿ çàäà÷à {Ii} ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó çàäà÷ {Zi} è

{Ci}, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1 è 2, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñò-

âå NP-ïîëíîòû çàäà÷è SAT â ðàáîòàõ [2, 4, 5]. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîêàçàòü,

÷òî ñóùåñòâóþò è çàäà÷è {I I In n k� �1 2, , ..., }, ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìûå ê

çàäà÷àì {C C Cn n k� �1 2, , ..., } è {Z Z Zn n k� �1 2, , ..., }, è ïðîâåðÿåìîñòü ýòèõ

çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ äîëæíà îñòàâàòüñÿ âîçìîæíîé çà ïîëèíîìèàëü-

íîå âðåìÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî SAT-çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé. Èòàê, ñíà÷àëà

Êóêîì áûëà äîêàçàíà óíèâåðñàëüíîñòü SAT-çàäà÷è. Ïîñëå òîãî êàê ñòàëî

èçâåñòíî äîêàçàòåëüñòâî îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è, ïðîöåññ äîêàçàòåëüñòâà

NP-ïîëíîòû çàäà÷è À óïðîùàåòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è

A NP� äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàêàÿ-ëèáî èç èçâåñòíûõ NP-ïîëíûõ çà-

äà÷ �A ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê À, òàê êàê ñâîéñòâî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäè-

ìîñòè òðàíçèòèâíî, ò.å. åñëè çàäà÷à À çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðà-

çóåòñÿ â çàäà÷ó Â è åñëè Â çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â Ñ, òî

è À çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â Ñ.

Ñíà÷àëà ïî äàííîé ñõåìå áûëà äîêàçàíà NP-ïîëíîòà øåñòè îñíîâíûõ

çàäà÷: «òðåõìåðíîå ñî÷åòàíèå», «ðàçáèåíèå», «âåðøèííîå ïîêðûòèå», «ãà-

ìèëüòîíîâ öèêë», «êëèêà». Ïîñêîëüêó ýòî áûëè ïåðâûå çàäà÷è, ââîäèìûå

â êëàññ NP-ïîëíûõ ïîñëå SAT-çàäà÷è, äîêàçàòåëüñòâî èõ NP-ïîëíîòû

ñâîäèëîñü ê ââåäåíèþ ïðàâèëà Ï, ïî êîòîðîìó íà îñíîâå íåêîòîðîé ïðîèç-

âîëüíîé SAT-çàäà÷è y Y� ñòðîèëàñü ñòðóêòóðà S, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì v
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèííî. Íàïðè-

ìåð, äëÿ çàäà÷è «âåðøèííîå ïîêðûòèå» â êà÷åñòâå ñòðóêòóðû S èñïîëü-

çîâàí ãðàô G, à ñâîéñòâî � çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãðàô G èìååò âåðøèííîå

ïîêðûòèå ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå áîëåå Ê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíèì íàáîð äèçúþíêöèé C c c cm�{ , ,..., }1 2 , îïðåäåëÿþùèõ ïðîèçâîëü-

íóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó Ç-ÂÛÏ.

Â îáùåì ñëó÷àå SAT-çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Y
èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ

ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-ïîë-

Î êëàññå NP è NP-ïîëíûõ çàäà÷
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íîòû øåñòè ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ èíäè-

âèäóàëüíàÿ çàäà÷à y Y� è ïî íåé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñòðîèòñÿ ãðàô

G, ñîäåðæàùèé èñêîìóþ ñòðóêòóðó, îáëàäàþùóþ íóæíûì ñâîéñòâîì v
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé

èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèííî. Ïîñêîëüêó ãðàô G
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, ðåøàåì íåêîòîðóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó

z Z� , ãäå Z — ìíîæåñòâî çàäà÷, ïîðîæäàåìûõ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ

òèïîâ ãðàôîâ G.

Ïðè ðåøåíèè ïðîèçâîëüíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è òåîðèè ãðàôîâ âîçíè-

êàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à: çàäàí ïðîèçâîëüíûé ãðàô G, è òðåáóåòñÿ óñòàíî-

âèòü, îáëàäàåò äàííûé ãðàô G ñòðóêòóðîé ñî ñâîéñòâîì v èëè íåò.

Âîçíèêàþò âîïðîñû: êàêàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à (ó) èç ìíîæåñòâà

èíäèâèäóàëüíûõ SAT-çàäà÷ Y ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å z Z� , ïîðîæäåííîé

ãðàôîì G? Äëÿ âñåõ ëè çàäà÷ Z ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå è, åñëè

ñóùåñòâóåò, òî êàê åãî ïîñòðîèòü ïî èñõîäíîìó ãðàôó? Áóäåò ýòî ïîñò-

ðîåíèå ïîëèíîìèàëüíûì èëè íåò?

Â òåîðèè NP-ïîëíûõ çàäà÷ [1—5] îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ïîêà íå íàé-

äåíû, à ñâîéñòâî âçàèìîîáðàòíîé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè èíäèâèäó-

àëüíûõ çàäà÷ y z� ïî óìîë÷àíèþ ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîæåñòâà Y è Z.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè SAT-çàäà÷ó ðàññìàòðèâàòü êàê óíèâåðñàëüíóþ, òî

ñõåìà, ïî êîòîðîé ôàêòè÷åñêè ïîëó÷åí âåñü ñïèñîê NP-ïîëíûõ çàäà÷, íå

ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâèÿ çàäà÷ y z� è èõ ïîëèíîìèàëü-

íîé ñâîäèìîñòè îäíà ê äðóãîé.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå çàäà÷ y z� , â êîòîðîì ñòðóêòóðå S, îáëà-

äàþùåé ñâîéñòâîì v, íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü SAT-çàäà÷ó, ïðèíèìàþ-

ùóþ çíà÷åíèå èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðóêòóðà S îáëàäàåò

ñâîéñòâîì v.

Ââåäåì ïðàâèëî Ï, ïî êîòîðîìó íà îñíîâå íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé

SAT-çàäà÷è y Y� ïîñòðîåíà ñòðóêòóðà S, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì v â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèííî. Ñëåäóåò çàìå-

òèòü, ÷òî òàêîé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-ïîëíîòû

øåñòè îñíîâíûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîñíîâàòü íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîò-

âåòñòâèÿ y z� ïðè óñëîâèè, ÷òî SAT-çàäà÷à NP-ïîëíà, è ïðè ýòîì

çàäà÷à z íå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â èñõîäíóþ çàäà÷ó y çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå âðåìÿ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ýòî íà ïðèìåðå îäíîé èç øåñòè

îñíîâíûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è «âåðøèííîå ïîêðûòèå». Ïðèâåäåì

ïðàâèëî Ï, èñïîëüçîâàííîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è «âåð-

øèííîå ïîêðûòèå»â ðàáîòå [1].
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ÏóñòüU u u un�{ , , ..., }1 2 èC c c cm�{ , , ..., }1 2 îïðåäåëÿþò ïðîèçâîëüíóþ

èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç Ç-ÂÛÏ. Óêàæåì ãðàô G (V, E) è ïîëîæèòåëüíîå

öåëîå ÷èñëî K V� òàêîå, ïðè êîòîðîì G èìååò âåðøèííîå ïîêðûòèå ñ

÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå áîëåå K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèì íàáîð

äèçúþíêöèé Ñ. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé u Ui � èìååòñÿ êîìïîíåíòà Ti �
� ( , )V Ei i íàáîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòè, ãäå V u ui i i�{ , }, E u ui i i�{{ , }}, ò.å.

Ti — ýòî ïàðà âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì. Ïðè ýòîì ëþáîå âåðøèííîå

ïîêðûòèå äîëæíî ïîêðûòü ðåáðî èç Ei , ïîýòîìó îíî äîëæíî ñîäåðæàòü, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíó èç âåðøèí ui èëè ui .

Äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè c Cj � èìååòñÿ êîìïîíåíòà ïðîâåðêè âûïîë-

íèìîñòè S V Ej j j� � �( , ), ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ âåðøèí è òðåõ ñîåäèíÿþùèõ èõ

ðåáåð, îáðàçóþùèõ òðåóãîëüíèê:

� �V a j a j a jj { [ ], [ ], [ ]}1 2 3 ,

� �E a j a j a j a j a j a jj {{ [ ], [ ]}, { [ ], [ ]}, { [ ], [ ]}}1 2 1 3 2 3 .

Ëþáîå âåðøèííîå ïîêðûòèå äîëæíî ñîäåðæàòü õîòÿ áû äâå âåðøèíû èç
�V j , ÷òîáû ïîêðûòü òðè ðåáðà èç �E j . Ñâÿçûâàþùèå ðåáðà — ýòî åäèíñò-

âåííàÿ ÷àñòü êîíñòðóêöèè, çàâèñÿùàÿ îò òîãî, êàêèå ëèòåðàëû âõîäÿò â
äèçúþíêöèè. Äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè c Cj � ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðè
âõîäÿùèõ â íåå ëèòåðàëà: x l pj j j, , . Òîãäà ñâÿçûâàþùèå ðåáðà, èñõîäÿùèå
èç S j , çàäàåì â âèäå

�� �E a j x a j l a j pj j j j{{ [ ], }, { [ ], }, { [ ], }}1 2 3 .

Ïîñòðîåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è «âåðøèííîå ïîêðûòèå» çàêàí÷è-

âàåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü K n m� �2 è G V E� ( , ), ãäå

V V Vi
i

n

j
j

m

�
�

�
��

�

�
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�

�
�
�

�

�
 
 

� �1 1

� �� ; E E E Ei
i

n

j
j

m

j
j

m

�
�

�
��

�

�
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�

�
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�
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�

�
�
�

�

�
 

� � �1 1 1

� �� �  � .

Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ

f u u u u u u u u u u u u� � � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 1 3

� � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )u u u u u u u u u u u u3 4 5 3 4 5 3 4 5 3 4 5 . (15)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé ïðîöåäóðîé Ï ãðàô G V E1 1 1� ( , ) äëÿ äàííîé

ôóíêöèè èìååò âèä, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 4. ×èñëî âåðøèí, îáðàçóþùèõ

ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå â ãðàôå, íå äîëæíî ïðåâûñèòü K n� � 2 5m� �
� �16 21. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (15) íåâûïîëíèìà íè íà îäíîì íàáîðå

ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

f u u u u u u u u� � � � �( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 . (16)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ (16) íåâûïîëíèìà íè íà îäíîì íàáîðå ïå-

ðåìåííûõ. Ïðåîáðàçóåì (15), äîáàâèâ â êàæäóþ ñêîáêó ïåðåìåííóþ u3 è óì-

íîæèâ ôóíêöèþ (16) íà ìíîæèòåëü( ) ( ) ( )u u u u u u u u u3 4 5 3 4 5 3 4 5� � � � � � �
� � �( )u u u3 4 5 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ôóíêöèþ (15).

Òàêîå äîáàâëåíèå ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðåìåííàÿ u3 áó-

äåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå «ëîæíî» â ëþáîì íàáîðå èñòèííîñòè, âûïîë-

íÿþùåì (15). Ïîýòîìó äèçúþíêòû, ñîäåðæàùèå ïî äâå ïåðåìåííûõ â (16),

ýêâèâàëåíòíû çàìåíÿåìûì èõ äèçúþíêòàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (15)

âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ôóíêöèÿ (16). À ïî-

ñêîëüêó (16) íåâûïîëíèìà íè íà îäíîì íàáîðå ïåðåìåííûõ, òî è ôóíêöèÿ

(15) íåâûïîëíèìà íè íà îäíîì íàáîðå ïåðåìåííûõ.

Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ãðàô G1 íå ñîäåðæèò ïîêðûòèÿ, ñîñòîÿùåãî èç 21

âåðøèíû, à ýòî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôàêòîì íåâûïîëíèìîñòè ôóíêöèè

(15) íè íà îäíîì íàáîðå ïåðåìåííûõ. Íî íà ãðàôå G V E1 1 1� ( , ) ëåãêî

óêàçàòü ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç 22 âåðøèí. Íà ðèñ. 4 ýòè âåðøèíû îáîçíà-

÷åíû áîëåå êðóïíûìè êðóæêàìè. Ïðè ýòîì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå

ïîêðûòèå â ãðàôå G1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü äëÿ ãðàôà G1 òàêóþ áóëåâó

ôóíêöèþ, ïðèäåðæèâàÿñü ïðàâèëà Ï, êîòîðàÿ áûëà áû âûïîëíèìà òîëüêî

â ñëó÷àå, êîãäà â ãðàôå G1 ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå íå ïðåâûøàåò 22 âåð-

øèíû? Î÷åâèäíî, òàêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ôóíêöèþ (15), è ýòà åå

÷àñòü áóäåò ãàðàíòèåé òîãî, ÷òî ïîêðûòèÿ, ñîñòîÿùåãî ìåíåå ÷åì èç 22-õ

âåðøèí, â ãðàôå G1 íå ñóùåñòâóåò, à ÷èñëî äèçúþíêòîâ â åå ñîñòàâå,

íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðàâèëî Ï âûïîëíÿëîñü, äîëæíî áûòü ðàâíî

(22–5)/2 = 8,5. Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó òàêàÿ ôóíêöèÿ, âî-ïåð-

âûõ, áóäåò íåâûïîëíèìà íà âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðàõ, òàê êàê âêëþ÷àåò â

ñåáÿ ôóíêöèþ (15), è, âî-âòîðûõ, ÷èñëî äèçúþíêòîâ â ôóíêöèè íå ìîæåò

áûòü äðîáíûì.
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Åñëè ïîïûòàòüñÿ îñóùåñòâèòü

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ãðàôà, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî

Ï, ïîíàäîáèòñÿ ÷èñëî äèçúþíêòîâ

â èíäèâèäóàëüíîé SAT-çàäà÷å, ðàâ-

íîå m = (K – n)/2, ò.å. åñëè K – n
íå÷åòíîå, òî ÷èñëî äèçúþíêòîâ áó-

äåò äðîáíûì ÷èñëîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò

òàêîé SAT-çàäà÷è, ôóíêöèÿ êîòî-

ðîé, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó Ï [1],

ïðèíèìàëà áû çíà÷åíèå èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî âåðøèí

â ïîêðûòèè ãðàôà G1 íå ïðåâûøàåò 22. Òàêèõ ïðèìåðîâ ìîæåò áûòü

ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåâûïîëíèìûõ ôóíêöèé, ò.å. ýêñïîíåíöèàëüíî

áîëüøîå ìíîæåñòâî. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äàæå åñëè ïðåîáðàçîâàíèå

âîçìîæíî, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëî èñòèííûõ âûñêà-

çûâàíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøèì, à ñâîéñòâó v èñõîä-

íîãî ãðàôà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî îäíî èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, îáëà-

äàþùåå íåêîòîðûì ñâîéñòâîì !.

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f, ïîñòðîåííàÿ ïî

ãðàôó G = (V, E) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äèçúþíêòîâ (V Vi j� ), ãäå{ } { , }Vi � 0 1 ,

i n�1, , j n�1, , i j" , è ïðè ýòîì êàæäûé äèçúþíêò (V Vi j� ) ñîîòâåòñòâóåò

ðåáðó (V Vi j, ), òî âñå íàáîðû ïåðåìåííûõ {V Vi j, }, íà êîòîðûõ îíà ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèå èñòèííî, ñîîòâåòñòâóþò âåðøèííûì ïîêðûòèÿì â ãðàôå G=
= (V, E).Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé ãðà-

ôà G = (V, E) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òå ñèñòåìû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

{ , }V Vi j , ïðè êîòîðûõ âûñêàçûâàíèå

f (V1, V2 … Vn) = 1 (17)

èñòèííî. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñèñòåìû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ {v vi j, },

íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ëåâóþ ÷àñòü (17) ê ìèíèìàëüíîé äèçúþíêòèâíîé

íîðìàëüíîé ôîðìå, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïîëüçóÿñü çàêîíîì ïîãëîùåíèÿ.

Òàêàÿ ôîðìà åäèíñòâåííà ââèäó îòñóòñòâèÿ â (17) ëîãè÷åñêèõ îòðèöàíèé.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ãðàôà G (ðèñ. 5). Áóëåâà ôóíêöèÿ äëÿ ãðàôà

èìååò âèä

f V V V V V V V V V V� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 3 4 2 4 1 4

� � � � � �( ) ( ) )V V V V V V V V V V V V V V V2 1 3 4 1 2 3 2 4 1 2 3 1 3 4 . (18)

Êàê âèäíî èç (18), â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ,

ïîëó÷åí ïîëíûé ïåðå÷åíü âåðøèííûõ ïîêðûòèé ãðàôà G, ïðèâåäåííîãî

Î êëàññå NP è NP-ïîëíûõ çàäà÷
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íà ðèñ. 5. Èìè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà âåðøèí: {2, 4}; {1, 2, 3};{1, 3, 4}. Â

îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (17) ñîäåðæèò ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî èñòèííûõ

âûñêàçûâàíèé, òàê êàê íå ñîäåðæèò ëîãè÷åñêèõ îòðèöàíèé. Åñëè íåîáõî-

äèìî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå, òî âûñêàçûâàíèå äîëæíî óäîâ-

ëåòâîðÿòü ñâîéñòâó !, çàêëþ÷àþùåìóñÿ â òîì, ÷òî äèçúþíêò, ñîîòâåòñò-

âóþùèé ìèíèìàëüíîìó âåðøèííîìó ïîêðûòèþ, äîëæåí èìåòü ìèíèìàëü-

íóþ äëèíó, ò.å. ñîäåðæàòü íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ {Vi}.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ëåãêî ïðèìåíèòü ê ãðàôó G1, íî ïðè

ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ãðàôà v ïîíàäîáèòñÿ âûïîëíåíèå ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ. Åñëè âñå æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â äàííîì ñëó-

÷àå äëÿ äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì,

òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî çàäà÷à «âåðøèííîå ïîêðûòèå» ðàçðåøèìà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåðàçðå-

øèìîñòè NP-ïîëíûõ çàäà÷ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóþò,

òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíûì, à íå ïîëèíî-

ìèàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â ïðèìåðå (9)—(14) ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ² —

ýòî SAT-çàäà÷à, òî çàäà÷àì {C C Cn n k� �1 2, , ..., } è {Z Z Zn n k� �1 2, , ..., } ìîæíî

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷è {I I In n k� �1 2, , ..., } òàêèå, äëÿ êîòîðûõ âñå

ñâîäèìîñòè (9)—(14) âûïîëíèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íî ïðè ýòîì

«ïðîâåðÿåìîñòü» çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ Ip>n ìîæåò ïîòðåáîâàòü ýêñïîíåí-

öèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ.

Èòàê, åñëè â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è âûáðàòü SAT-çàäà÷ó, òî

ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü íåêîòîðî-

ãî ïîäìíîæåñòâà çàäà÷ âíóòðè êëàññà NP-ïîëíûõ çàäà÷ íåâîçìîæíà. Ýòî

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Êóêà ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîæåñòâà

èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ âûïîëíèìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé S +, íà êîòîðîì, èñ-

ïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè âû÷èñëèòåëÿ ìàøèíó Òüþðèíãà, äîñòàòî÷íî

ïðîñòî îáîñíîâûâàòü ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü. Ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ

èñêëþ÷àåòñÿ èç àíàëèçà ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ S – íåâûïîë-

íèìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ìîùíîñòü êîòîðîãî ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S +.
Âûâîäû. Òàêèì îáðàçîì, SAT-çàäà÷ó íåëüçÿ ñ÷èòàòü óíèâåðñàëüíîé

NP-ïîëíîé. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è
îñòàåòñÿ îòêðûòûì, ïîñêîëüêó óíèâåðñàëüíîñòü íè îäíîé çàäà÷è èç êëàññà
NP, êðîìå SAT-çàäà÷è, íå áûëà äîêàçàíà, è îíè áûëè âêëþ÷åíû â ñïèñîê
NP-ïîëíûõ çàäà÷ ëèøü íà îñíîâå ñâîäèìîñòè ê íèì SAT-çàäà÷è.

Ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíîå ìíîæåñòâî çàäà÷, íàçûâàåìûõ NP-ïîëíû-

ìè, ôàêòè÷åñêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïîäìíîæåñòâà, âíóòðè êàæäîãî èç

êîòîðûõ âîçìîæíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ìåæäó âñåìè çàäà÷àìè,

Ñ. Â. Ëèñòðîâîé
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íàïðèìåð âåðøèííîå ïîêðûòèå, ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî è

êëèêà â ãðàôå. Îäíàêî, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñâîäèìîñòü ìåæäó ïîäìíî-

æåñòâàìè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ èíäèâèäóàëüíûõ

çàäà÷ [7].
Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ìåæäó ïîäìíî-

æåñòâàìè ìîæåò îêàçàòüñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Ïî-
ýòîìó ïîêà íåâîçìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû îäíà
óíèâåðñàëüíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à, à âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâåíñòâà Ð =
= NP ïðîñòî ïðåæäåâðåìåíåí è ïîêà íå èìååò ñìûñëà. Ñëåäóåò òàêæå
çàìåòèòü, ÷òî âñå âûâîäû, ñäåëàííûå â òåîðèè çàäà÷ èç êëàññà NP, íà
îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î «òîòàëüíîé» ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè â êëàññå
NP-ïîëíûõ çàäà÷ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâåðíûìè, åñëè ïðîáëåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è îêàæåòñÿ íåðàçðåøèìîé.

It is shown that SAT (satisfiability) problem cannot aspire to the role of universal NP-full prob-
lem, but consequently a question of existence of at least one NP-full problem remains open, that
explains the failure of all attempts to establish the relationship between the classes P and NP.
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