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Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èòåðàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé îáîáùåííûõ CORDIC-àëãîðèòìîâ

Ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ èòåðà-
öèîííûõ ïðîöåññîâ ïðè ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ìàêðîîïåðàöèé (ÔÌ) îáîáùåí-
íûìè CORDIC-ïîäîáíûìè àëãîðèòìàìè. Â ìîäåëè îáúåäèíåíû ïîñðåäñòâîì ñèñòåìíîé
êàíîíè÷åñêîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè êâàçèîïðåäåëÿþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
èñïîëüçóåìûå äëÿ îïèñàíèÿ ÔÌ, ñ èòåðàöèîííûìè ôîðìóëàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû êàíîíè÷åñêèõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îáîáùåííûõ ðàçíîñòíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèâåäåí ïîëíîôóíêöèîíàëüíûé
âàðèàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììíîé ïðîöåäóðû íà ÿçûêå Maple c ïðèìåðàìè.

Çàïðîïîíîâàíî àíàë³òè÷íó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ äîñë³äæåííÿ äèñêðåòíèõ ³òåðàö³é-
íèõ ïðîöåñ³â ïðè ôîðìóâàíí³ ôóíêö³îíàëüíèõ ìàêðîîïåðàö³é (ÔÌ) óçàãàëüíåíèìè
CORDIC-ïîä³áíèìè àëãîðèòìàìè. Ó ìîäåë³ ïîºäíàíî çà äîïîìîãîþ ñèñòåìíî¿ êàíîí³÷íî¿
ïåðåäàâàëüíî¿ ôóíêö³¿ êâàç³âèçíà÷àëüí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, âèêîðèñòîâóâàí³ äëÿ
îïèñó ÔÌ, ç ³òåðàö³éíèìè ôîðìóëàìè ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ. Îòðèìàíî êîåô³ö³ºíòè
êàíîí³÷íèõ ïåðåäàâàëüíèõ ôóíêö³é óçàãàëüíåíèõ ð³çíèöåâî-äèôåðåíö³àëüíèõ ôîðìóë ÷è-
ñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ ³ íàâåäåíî ïîâíîôóíêö³îíàëüíèé âàð³àíò â³äïîâ³äíî¿ ïðîãðàìíî¿
ïðîöåäóðè ìîâîþ Maple ç ïðèêëàäàìè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: CORDIC, ôóíêöèîíàëüíûå ìàêðîîïåðàöèè, èòåðàöèîííûå àëãî-
ðèòìû, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êàíîíè÷åñêèå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè, èíòåãðî-àëãîðèò-
ìè÷åñêèé ìåòîä, ðàçíîñòíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ìèêðîïîâîðîò.

Àëãîðèòì CORDIC (Cîordinate Rotation D³gital Computer) è ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ áàçîâàÿ ñòðóêòóðà àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [1]

áîëåå 50-òè ëåò íàçàä äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è

âåêòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè â áîðòîâûõ

êîìïüþòåðàõ. Â 1962 ã. â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà

íà îñíîâå ïîøàãîâîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ è ñôîðìóëèðîâàíû ïðèíöèïû

ïñåâäîóìíîæåíèÿ è ïñåâäîäåëåíèÿ. Â 1971 ã. â ðàáîòå [3] ñôîðìóëèðîâàí

îáúåäèíåííûé ïîäõîä äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ CORDIC, ÷òî ïîçâîëèëî

ðàñøèðèòü íàáîð ôóíêöèé, âû÷èñëÿåìûõ ïî åäèíîìó óíèôèöèðîâàííîìó
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àëãîðèòìó: óìíîæåíèå, äåëåíèå, sin(), cos(), tg(), arctg(), sh(), ch(), th(),

arth(), ln(), exp() è sqr(). Â 1972 ã. ýòîò âàðèàíò áûë èñïîëüçîâàí ôèðìîé

Hewlett-Packard â ìèêðîêàëüêóëÿòîðàõ HP35.

Ñóùåñòâåííûì äîñòîèíñòâîì CORDIC-àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ èõ ðåàëèçàöèè ñëåäóþùèõ ïðîñòåéøèõ îïå-

ðàöèé: ñëîæåíèå-âû÷èòàíèå, ñäâèãè è ñ÷èòûâàíèå êîíñòàíò. Ïðè ýòîì

ñóììàðíîå ÷èñëî îïåðàöèé ëèíåéíî çàâèñèò îò ðàçðÿäíîñòè îïåðàíäîâ.

Â îñíîâó èñõîäíîãî CORDIC-àëãîðèòìà ïîëîæåíà èäåÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ìèêðîïîâîðîòîâ âåêòîðà íà îïðåäåëåííûå íàáîðû ôèêñèðîâàí-

íûõ óãëîâ. Íàïðèìåð, çàïèñûâàÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû íàïðàâëÿþùèõ
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 �1 — íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ, �i	1 — öåëûå ÷èñëà â ïðåäåëàõ âåëè÷èíû

ðàçðÿäíîñòè îïåðàíäîâ. Ïðè ýòîì óãîë äåéñòâèòåëüíîãî ìèêðîïîâîðîòà
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âàðèàíòà CORDIC-àëãîðèòìà íå âûïîëíÿåòñÿ, âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñî

ñõîäèìîñòüþ, òî÷íîñòüþ, êîìïåíñàöèåé ìàñøòàáíûõ êîýôôèöèåíòîâ è

äðóãèå (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]), ðåøåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåí-

íûå ïîñëåäóþùèå ïóáëèêàöèè [6].

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïóáëèêàöèé î CORDIC â IEEE (êðè-

âàÿ 1) çà ïîëâåêà. Îïðåäåëÿþòñÿ òðè ïåðèîäà: 20 ëåò (1959 — 1979 ãã.) —
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íåâûñîêàÿ èíòåíñèâíîñòü, ñëåäóþùèå âîñåìü ëåò (1980 — 1988 ãã.) —

ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê äàííîé òåìàòèêå, à çàòåì — ðåçêîå âîçðàñòàíèå

÷èñëà ïóáëèêàöèé. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî â îñíîâíîì óñïåõàìè â ìèêðîýëåêòðîíè-

êå è ïðîãðåññîì â ñîçäàíèè ñðåäñòâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ÑÁÈÑ è ïðîãðàììèðóå-

ìûõ ìàòðèö, à òàêæå ðàñøèðÿþùèìèñÿ ïîòðåáíîñòÿìè â âûñîêîýôôåê-

òèâíûõ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõ ðàçðàáîòêàõ äëÿ ðàçëè÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ

(ðèñ. 2). Äåéñòâèòåëüíî, ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïóáëèêàöèÿõ ïðèâåäåíû

îäèí èëè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ ðàç-

ðàáîòîê àâòîðîâ.

Ïðîàíàëèçèðîâàííûå ïóáëèêàöèè èìåþò ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè.

1. Áîëüøàÿ ÷àñòü ïóáëèêàöèé èìååò èíæåíåðíóþ îñíîâó. Â íèõ àëãî-

ðèòì CORDIC ïðåäñòàâëåí â òðàêòîâêå òèïà (1), èçëîæåííîé â ðàáîòàõ

[1—3], ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìèðóåìûé ñòàíäàðòíûé íàáîð ôóíêöèé ñ

ó÷åòîì çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé, âñòðàèâàåòñÿ ýòîò àëãîðèòì â îáùóþ çà-

äà÷ó ïðèëîæåíèÿ è ðàçðàáàòûâàåòñÿ îáùàÿ àðõèòåêòóðà.

2. ×èñëî ïóáëèêàöèé ìàòåìàòèêîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè íåâåëèêî. Ìî-

æåò áûòü, èìåííî ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî çàïàäíûå èññëå-

äîâàòåëè çà ïîëâåêà òàê è íå äîñòèãëè ñóùåñòâåííîãî ïðîãðåññà â ðàçâè-

òèè àëãîðèòìîâ CORDIC. Îäíàêî åñëè áû îíè ïðîÿâèëè èíòåðåñ ê ðóññêî-

ÿçû÷íîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, òî ïîëó÷èëè áû ìîùíóþ ìàòå-

ìàòè÷åñêóþ, àëãîðèòìè÷åñêóþ è ñòðóêòóðíî-àïïàðàòíóþ îñíîâó äëÿ ðàç-

âèòèÿ êàê àëãîðèòìà CORDIC, òàê è íîâûõ áîëåå ýôôåêòèâíûõ CORDIC-

ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ.
Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè èíòåãðî-àëãîðèòìè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé (Inte-

gration Algorithmic Computation (IAC)) àëãîðèòìû CORDIC è åãî ðàçëè÷-

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èòåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
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Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå ïóáëèêàöèé î CORDIC-àëãîðèòìàõ ïî ãîäàì: 1 — çàðóáåæíûõ
àâòîðîâ; 2 — àâòîðà äàííîé ñòàòüè



íûå ìîäèôèêàöèè ñîñòàâëÿþò ëèøü îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåàëè-
çàöèè IAC. Â ðàáîòàõ [4, 5 è äð.] (ñì. ðèñ. 1, êðèâàÿ 2) èçëîæåíà îáîáùåí-
íàÿ òåîðèÿ àëãîðèòìîâ Âîëäåðà, îäíàêî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ìàêðîîïåðàöèé (ÔÌ) îòäàíî ïðåäïî÷òåíèå èññëåäîâàíèþ èíîé ðåà-
ëèçàöèè — ðàçðàáîòàííîì àâòîðîì èíòåãðî-àëãîðèòìè÷åñêîìó ìåòîäó
ÈÀÌ, èëè IAM (Integration Algorithmic Method).

Ñîãëàñíî IAC â îñíîâó CORDIC, ïî ñóòè, ïîëîæåíî èòåðàöèîííîå
ñîîòíîøåíèå Ýéëåðà (ÿâíûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ)

Y Y AYi i i i
i
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1 12 1� �
, (3)

ãäå A — ìàòðèöà îïðåäåëÿþùèõ èëè êâàçèîïðåäåëÿþùèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ÔÌ (ìàòðèöà êîììóòàöèè) [4, 5]. Ñîîòíîøåíèå (3) äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîå äëÿ ðåàëèçàöèè, íî îáëàäàåò ãëîáàëüíûì íåäîñòàòêîì —
ôàçîâîé ïîãðåøíîñòüþ, ïðèâîäÿùåé ê äåôîðìàöèè âåêòîðà ïðè ôîðìè-
ðîâàíèè ÔÌ, â ÷àñòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ÷òî âûçûâàåò ñëîæ-
íîñòü ïðè îáåñïå÷åíèè òî÷íîñòè, ñõîäèìîñòè, êîìïåíñàöèè èñêàæåíèé è
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.
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Â îñíîâó ÈÀÌ ïîëîæåíî íåÿâíîå èòåðàöèîííîå ñîîòíîøåíèå, ñîîò-

âåòñòâóþùåå ôîðìóëå òðàïåöèé
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Êàê è äëÿ CORDIC, äëÿ ðåàëèçàöèè ÈÀÌ èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ïðîñòîé
íàáîð îïåðàöèé: ñëîæåíèå-âû÷èòàíèå, ñäâèãè è ñ÷èòûâàíèå êîíñòàíò.
Îäíàêî íåÿâíûé âèä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òðåáóåò îñîáîãî ïîäõîäà â îðãà-
íèçàöèè ñòðóêòóð è âû÷èñëåíèé ÔÌ ïî äàííîìó ìåòîäó. Ññûëêè íà ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàçðàáîòêè ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [4, 5].

Ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìóë òðàïåöèé íå âîçíèêàåò ôàçîâîé ïîãðåøíîñòè,
ïîýòîìó äåôîðìàöèÿ âåêòîðà òèïà (2) îòñóòñòâóåò íà ëþáîì äîïóñòèìîì
øàãå Hi è ïðè ëþáîé çàäàâàåìîé ðàçðÿäíîñòè âû÷èñëåíèé. Íà ðèñ. 3
ïîêàçàíà ñòðóêòóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî áëîêà äëÿ âûïîëíåíèÿ ìèêðîïî-
âîðîòîâ âåêòîðà. Îíà ñîäåðæèò âîñåìü îäíîðàçðÿäíûõ ïîëóñóììàòîðîâ �
äëÿ äâîè÷íîé èçáûòî÷íîé çíàêî-ðàçðÿäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ (ÈÇÑÑ),
÷åòûðå áëîêà ñäâèãà D1 è D2 íà âåëè÷èíó èòåðàöèîííîãî øàãà (â âèäå,
íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåãèñòðîâ), äâà âõîäíûõ ðåãèñòðà, Rg�X è
Rg�Y, äëÿ èñõîäíûõ êîîðäèíàò âåêòîðà è áëîêè òðèããåðíûõ çàäåðæåê T.
Âûõîäíûå ðåãèñòðû íå ïîêàçàíû, òàê êàê îíè ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû ñ
âõîäíûìè.
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Ðèñ. 3. Áëîê âðàùåíèÿ âåêòîðà



Çàäàâ, íàïðèìåð, Xi = 0,345 (äâîè÷íûé êîä 0.01011000010), Yi = 0,94

(0.1111000010), øàã Hi = – 1/8 è ÷èñëî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ðåçóëüòàòà 400,

ïîëó÷èì çà îäèí (i + 1)-é èòåðàöèîííûé øàã çíà÷åíèå â ÈÇÑÑ íîâîãî

âåêòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî 120 äîñòîâåðíûõ äåñÿòè÷íûõ ðàçðÿäîâ, à èìåííî:

Xi+1 = 0.2252723735408560311284046692607003891050583657 ...

... 8093385214007782101,

Yi+1 = 0.9756420233463035019455252918287937743190661478 ...

... 0505836575875486381.

Ðàçðÿäíîñòü ìîæåò áûòü âûøå è íèæå èëè ïåðåìåííîé, ïðè ýòîì îíà

ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà àïïàðàòóðó è àëãîðèòì. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü

òûñÿ÷ó äîñòîâåðíûõ äåñÿòè÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðà çà îäíó ìèêðîñåêóíäó

íà òàêîì ïîñëåäîâàòåëüíîì ìàëîçàòðàòíîì áëîêå, àðèôìåòè÷åñêàÿ ÷àñòü

êîòîðîãî òðåáóåò íàëè÷èÿ íà êðèñòàëëå âñåãî íåñêîëüêèõ ñîòåí âåíòèëåé.

Òàêîé âîçìîæíîñòè äëÿ ñòàíäàðòíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ CORDIC è åãî

ìîäèôèêàöèé íå ñóùåñòâóåò. Ñòðóêòóðû ìîäóëåé íà îñíîâå ÈÀÌ ìîãóò

áûòü òàêæå ïàðàëëåëüíûìè, ìàòðè÷íûìè, êîíâåéåðíûìè è äð.
Èòåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ êàê äëÿ CORDIC (3), òàê è äëÿ ÈÀÌ (4)

îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (Ô×È). Â ðàáîòàõ
[7 è äð.] ïðèâåäåíû èíûå èòåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÔÌ, îäíàêî ïðè
âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè âñå îíè òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå Ô×È. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçíîñòíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ôîð-
ìóëû (ÐÄÔ) ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáîáùåííîãî òèïà [5, 8], ÷àñò-
íûìè âàðèàíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ è ôîðìóëû Ýéëåðà (ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ), ôîðìóëû òðàïåöèé è ìíîãèå äðóãèå.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ôîðìóë ýòîãî êëàññà, äëÿ êîòîðûõ, êàê è â
ÈÀÌ, îòñóòñòâóåò ôàçîâàÿ ïîãðåøíîñòü, à ñëåäîâàòåëüíî, è äåôîðìàöèÿ
âåêòîðà ïðè ôîðìèðîâàíèè ÔÌ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ÷èñëåííîì
èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ) òðåáîâàíèÿ
ê òî÷íîñòè ôîðìóë èíòåãðèðîâàíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ ïðè ôîðìèðî-
âàíèè ÔÌ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïðèåìëåìóþ òî÷-
íîñòü íà øàãå áåç ñóùåñòâåííîãî íàêîïëåíèÿ ïîãðåøíîñòè îò øàãà ê øàãó,
â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîãðåøíîñòè Ô×È ïðè ôîðìè-
ðîâàíèè ÔÌ ïðàêòè÷åñêè íå âàæíà, òàê êàê âûçûâàåìàÿ åþ äåôîðìàöèÿ ïî
àðãóìåíòó (èòåðàöèîííîìó øàãó) êîìïåíñèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì âû-
áîðîì êîíñòàíò.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èñõîäíûå äàííûå ñëåäóþùèå.
1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÔÌ â âèäå ïîðîæäàþùåé îäíîðîäíîé ÑÄÓ

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

� 
Y AY, Y Y Z( )x0 0
 
 . (5)
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Ñîñòàâ ÔÌ îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå äîïîëíèòåëüíûì ëèíåéíûì ôóíêöèî-

íàëîì îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà ðåøåíèÿ Y è ïåðåìåííîé èíòåãðè-

ðîâàíèÿ x, à êâàäðàòíàÿ n � n ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

A A
2 1j jq	 
 , (6)

ãäå j — íàòóðàëüíîå ÷èñëî; q — ñêàëÿð. Åñëè ìàòðèöà A íåîñîáåííàÿ, òî

A E
2 
 q , ãäå E — åäèíè÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

2. Îáîáùåííàÿ ìíîãîøàãîâàÿ ÐÄÔ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ÐÄ

Ô×È) ñ ó÷åòîì m ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà f
i l

s

	 �1

( ) (m s� � 0) èìååò âèä

y a y c H fi

n

i

s

m

l l

n

sl
s

i l

s
	



	 �


 


	
	 �
 	� � �1

1

1

0

1

1

0�
� �

( ) , (7)

ãäå a� è csl — âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çíà÷åíèé èíòå-

ãðàëà y i	 �1 � è ïðîèçâîäíûõ f
i l

s

	 �1

( ) ïðè êâàíòîâàííûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé x = x0 + (i + 1 – l) H; n è (n – l0) — ÷èñëî øàãîâ H âäîëü

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, íà èíòåðâàëàõ êîòîðîé äîëæíû áûòü îïðåäå-

ëåíû ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà è ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñ

åå m ïðîèçâîäíûìè; l0 — ÷èñëî øàãîâ H âïåðåä îò (i + 1)-é òî÷êè êâàíòî-

âàíèÿ, ïðè l0 > 0 ÐÄÔ (5) ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè, à ïðè l0 � 0 — íåÿâíûìè.

Èòåðàöèîííîå ñîîòíîøåíèå â âèäå Ô×È (7) äèñêðåòèçèðóåò íåïðåðûâíîå

ïî x ðåøåíèå (5).
3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð èìååò âèä òðåõ

âçàèìîñâÿçàííûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé (ÊÏÔ) — ïðÿìîé
S p( ), ñèñòåìíîé B(A) è îáðàòíîé S p�1( ) (èëè îáðàòíîé ñèñòåìíîé C(A))
ÊÏÔ [5]:

S p
p

S p
p

H p
r

r
r r( ) ( )
 





�

�1 1
0

0

� ; (8)

B A AB A A A( ) ( )
 




�

�0

0r

r
r rH� ; (9)

S p pS p p H p
r

r
r r� �




�


 
 �1

0

1

0

( ) ( )( ) � ; (10)

C A AC A A A( ) ( )
 




�

�0

0r

r
r rH� , (11)

ãäå p — îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â îáëàñòè èçîáðàæåíèé, p
d

dx

r
r

r



�

�
;
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À — ìàòðè÷íûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îäíîðîäíîé ÑÄÓ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè; � r , � r , � r — áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû

ÊÏÔ, õàðàêòåðèçóþùèå êîíêðåòíóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó. Ýòè êîýô-

ôèöèåíòû âçàèìîñâÿçàíû: îïðåäåëèâ � r , ìîæíî íàéòè è îñòàëüíûå.

Êàíîíè÷åñêèå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè (9) — (11) èìåþò ìíîæåñòâî âà-

ðèàíòîâ ïðèìåíåíèÿ [4, 5]. Òàê, àìïëèòóäíî- è ôàçî-÷àñòîòíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè Ô×È ìîæíî ïîëó÷èòü èç (8), çàìåíèâ îïåðàòîð äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ p â ñîîòíîøåíèè S p H p
r

r
r r

0

0

( ) 




�
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A H H
r

r r r
r

r

r r
0

0

2 2

2

0

2 11 1( ) ( ) ( )� � � �
 �
�

�
��

�

�
�� 	 �




�




�
	� � � ��

2 1
1

2

r
r

	
	

�

�
��

�

�
�� ,

à ôàçî-÷àñòîòíàÿ — ñîîòâåòñòâåííî

� �

� �

�

�

0
0

2 1 2 1
1

0

2

1

1

( )

( )

( )




�

�




�
	 	

	




�

�

�
arctg r

r r r
r

r

r r

H

H 2r
r� �

.

Íà îñíîâå ïóíêòîâ 1 — 3 íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü åäèíóþ ìàòåìàòè-

÷åñêóþ ìîäåëü è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà äëÿ àíàëèçà

ïàðàìåòðîâ è ïîëó÷åíèÿ äàííûõ î ëþáîé êîíêðåòíîé ÐÄ Ô×È (7), èñ-

ïîëüçóåìîé â êà÷åñòâå èòåðàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ

ÔÌ, à òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (5) ëþáîãî

ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûì ñîîòíîøåíèåì

~ ( )~

Y A E Z
A=e

q

x  0 21�
��

�
�

�

�
� ,

à äëÿ íåîñîáåííûõ ìàòðèö A — ñîîòíîøåíèåì
~ ~

Y Z
A= ex 0 , ãäå

~ ( )x H r H
i

k

i x i



�

1

,   0

1





�
i

k

i iH( ).

Çäåñü äåôîðìàöèè àðãóìåíòà r Hx i( ) è âåêòîðà  i iH( ) — ñêàëÿðíûå âåëè-

÷èíû, çàâèñÿùèå îò ìîäóëÿ âåëè÷èíû èòåðàöèîííîãî øàãà Hi è ïàðà-

ìåòðîâ Ô×È.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÐÄÔ â ðåæèìå èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíê-

öèé. Ñîîòíîøåíèå (7) â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðè èíòåãðèðîâàíèè

íåçàâèñèìûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f xs( ) ( ), ò.å. â ðåæèìå ðàçîìêíóòîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñ. 4). Îäíàêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè m = 0, ò.å. êîãäà îò-

ñóòñòâóþò âûñøèå ïðîèçâîäíûå îò âõîäíîãî ñèãíàëà f x( ), èñêîìàÿ ìî-

äåëü áóäåò ýêâèâàëåíòíîé ðåøåíèþ ñèñòåìû (5) (ðåæèì çàìêíóòîãî èíòå-

ãðèðîâàíèÿ). Òàêèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóë (7) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ôîðìóë

y y H c fi i

l

n

l i l	 	 �



	 �
 	 �1 1

0
1� , (12)

ãäå f
i l	 �1

— çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â (i + 1 – l)-é òî÷êå îòñ÷å-

òà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé õ; � — óêàçàòåëü èíòåðâàëà (� H), â êîòîðîì

îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå èíòåãðàëà !y i	1. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû

v è çíà÷åíèé cl èç (12) ïîëó÷àåì ôîðìóëû Ýéëåðà, òðàïåöèè, Ñèìïñîíà,

Àäàìñà-Áàøôîðòà è äð.

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû � r êàíîíè÷åñêîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

(8) äëÿ ÐÄÔ (7). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé âûâîäà

ñîîòíîøåíèé.

1. Ïðåîáðàçîâàòü â ÐÄÔ ìíîãîòî÷å÷íóþ çàâèñèìîñòü y i	1 îò ïîäûíòå-

ãðàëüíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â îäíîòî÷å÷íóþ, íàïðèìåð îòíîñè-

òåëüíî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x i	1, è îïðåäåëèòü òî÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ

ìåòîäè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè.

2. Ïðåäñòàâèòü áëîê Ô×È â âèäå ÷åðíîãî ÿùèêà, èìåþùåãî ïðÿìóþ

êàíîíè÷åñêóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåí-
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Ðèñ. 4. Ýêâèâàëåíòèðîâàíèå ïðîöåññà ÐÄÔ èíòåãðèðîâàíèÿ â ðàçîìêíóòîì ðåæèìå



òàìè � r , îïðåäåëèòü y i	1 êàê ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè ýòèì áëîêîì è íàéòè ñîîòíîøåíèå äëÿ ìåòîäè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè.

3. Íàéòè óñëîâèÿ àäåêâàòíîñòè îáîèõ âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ Ô×È.

Ïðåîáðàçîâàíèå ÐÄÔ. Ïîëàãàåì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f x( )

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå [x i N	 �1 , x i	1, x i l	 �1 0
], ãäå N 



max{ , }n n . Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ f
i l

s

	 �1

( ) íà ïðåäûäóùèõ

øàãàõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ðÿäàìè Òåéëîðà ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé ïðîèç-

âîäíûõ â òî÷êå x i	1:

f f
lH

r
i l

s

r
i

r s
r

	 �



�

	
	


��1
0

1

( ) ( ) ( )

!
.

Ïîäñòàâèâ èõ â èñõîäíóþ ôîðìóëó (7), çàïèøåì

y a y c H fi
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l l
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s

m

sl
s
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i

r s
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðîéíîé ñóììû
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r s
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c f
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r
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ãäå S r sm 
min{ , }, ïîëó÷àåì

y a y f H ci

n

i

r
i

r r

l l

n

s
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	 �
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 	� � ��1

1

1

0
1

1

00�
� �

( ) ( )

( )!

�
�

�l

r s

r s

. (13)

Ñîîòíîøåíèå (13) îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

ÐÄÔ (7) ñ ó÷åòîì âåëè÷èí ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-

íûõ â òî÷êå õi+1.

Ìåòîäè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Ëîêàëüíàÿ ìåòîäè÷åñ-

êàÿ ïîãðåøíîñòü íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ïîëó-

÷åííûì âûðàæåíèåì y i	1 è òî÷íûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà y i	1
ò , ò.å. � i	 
1


 �	 	y y
i i1 1

ò . Çíà÷åíèå y i	1
ò â òî÷êå x i	1 íàéäåì, èñïîëüçîâàâ âçâåøåííóþ

ñóììó òî÷íûõ ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé !ò òy y y
i v i i v	 � 	 	 �
 �

1 1 1
:

y a y a y y ai

n

i

n

i i

n

	



	



	 � 	 �




 
 	 
� � �1

1
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1 1
1

ò ò ò

�
�

�
� � �

�

( )! � �
�

� �y a y
i

n

i	 �



	 �	�1
1

1!ò .

Çàïèñàâ èõ òàêæå â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ Òåéëîðà

y a y
f H

r
i

n

i v
r

i

r r
r
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1

1

1

n

i

r

i

r r r n

a y
f H

r
a

( ) ( )

( )!
��

r	1,

âèäèì, ÷òî îøèáêà ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå (7) â (i + 1)-é òî÷êå

ñîñòàâëÿåò

� i i i

r
i

r r

l l

n

s

r m

y y f H	 	 	



�

	
	


 



 � 
� � �1 1 1

0
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1
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ò ( )
min{ , }c l

r s r
asl

r s r n
r( )
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( )
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�

�
	
�
	

�

�
�
�

�

�
�
�

� 	




	�1

1

1

1

1

�
�� .

(14)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîñðåäñòâîì ÊÏÔ. Íà îñíîâå ïðÿìîé ÊÏÔ

S p
p

H p
p

H p
r

r
r r

r

r r r( ) 
 
 	
�

�
��

�

�
��




�




�

� �1
1

0

0

1 0

�
� �

�

ïðè êîýôôèöèåíòå óñèëåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ � 0 1
 ñëåäóåò

S p
p p

H p
r

r
r r( ) 
 	




�

�1 1

1

� ,

ãäå ïåðâûé ÷ëåí îïðåäåëÿåò èäåàëüíûé èíòåãðàë y i	1
ò , à âòîðîé — ïîãðåø-

íîñòü ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ �i	1. Òîãäà çàïèøåì

y y a f x dx
i i i

n

x

x

i

i

i
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( ) ( ) .

Äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f (õ)

f x dx
f

k

r

x

x

k

i

r k
k k

i

i
( )

( )

( )
( )!

( )

	 �

	

" �
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� H k	1,
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n

r

r
r

k

i
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k ka H
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èëè, ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ,

�
�

�
�i

r
i

r r

s

r
r s s

n

f H
s

a	



�

	
	




�
�






	

�� � �1

1
1

1

0

1

11
1( )

( )!
( ) �s	1.

(15)

Àäåêâàòíîñòü ðåøåíèé. Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ Ô×È (7) èíòåãðè-

ðóþùèì áëîêîì ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (8) íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü

ðàâåíñòâî âûðàæåíèé (14) è (15), ò.å. � �i i	 	
1 1, òàê êàê îíè äîëæíû

îïèñûâàòü îäíó è òó æå ìåòîäè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ïîýòîìó ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

r
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Ïîñêîëüêó ïðè r = 0 ïðàâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ó÷åòîì èíäåêñîâ ñóììû ðàâíà

íóëþ, çàïèøåì
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Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé r =

= 0, 1, 2, …,� ïðè ïðîèçâîëüíûõ âåëè÷èíàõ f
i

r

	1

( ) , ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì
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( ) , (16)

èç êîòîðîãî ïðè r = 0 ñëåäóåò çàâèñèìîñòü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ÐÄÔ (7)
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� �
�

�
�

�
�

�r

n

s

r
r s s

n
sa

s
a


 


�
�




	� � �	
	

� 

1 1

1

1

1

1
1

( )!
( )

Â. Â. Àðèñòîâ

14 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2011. V. 33. ¹ 1





�

�
	
�
	
 


� 	

� �
l l

n

s

r m
sl

r s rc l

r s r
0 0

11

1

min{ , } ( )

( )!

( )

( )! �


	�
1

1
n

ra�� .

Ïðè
�

�� #


� $

1

n

a ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé ÊÏÔ:

� r

l l

n

s

r m
sl

r s rc l

r s r



�

�
	
�
	
 


� 	

� �
0 0

11

1

min{ , } ( )

( )!

( )

( )! ( )!
( )

�
�

�
�

�

�
�

�



	




�
�




	




� � ��
	

�
1

1

1

1

1

1

1

1
1

n
r

s

r
r s s

n
s

n

a
s

a

� a��

. (17)

Îñíîâíàÿ ìàññà ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìûõ Ô×È îïèñûâàåòñÿ ÊÏÔ ñ

êîýôôèöèåíòàìè � r , óäîâëåòâîðÿþùèìè ïîëó÷åííîìó ðåêóððåíòíîìó

ñîîòíîøåíèþ (17). Îäíàêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíòû � r

ÊÏÔ ìîãóò áûòü òàêîâû, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (14) ïðè çíà÷åíèè s ìåíüøå

íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ r0 áóäåò
�

�
	��



� 


1

0
n

sa . Ïîýòîìó ðàçîáüåì ñèñòåìó

(16) íà äâå ïîäñèñòåìû: äëÿ r = 0, 1, …, r0 – 1
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Èç âòîðîé ïîäñèñòåìû ïîñëå çàìåíû èíäåêñîâ ñëåäóåò ðåêóððåíòíîå ñîîò-

íîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ� r ÊÏÔ ÐÄÔ (7):
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ãäå S r r mm 
 	 �min{ , }0 1 ; r0 — ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (r0 > 0),

ïðè êîòîðîì
�

��


� $

1

0 0
m

r
a . Çàäàâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî r = 1, 2, 3, ... , ñîãëàñíî
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(18) ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ðÿä êîýôôèöèåíòîâ � r êàíîíè÷åñêîé ïåðåäà-

òî÷íîé ôóíêöèè (8). Ïðè ðàçëîæåíèè ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî äðóãîé

òî÷êè àðãóìåíòà, õi, ïîëó÷èì íåñêîëüêî èíîå, íî àäåêâàòíîå (18), âûðàæå-

íèå äëÿ� r .
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÐÄÔ äëÿ ðåøåíèÿ ÑÄÓ (5). Íàéäåì êîýô-

ôèöèåíòû ÊÏÔ ÐÄÔ ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè îäíîðîäíûõ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèç-
âîäíûìè f

i l

s

	 �1

( ) â (7) ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâàííûå ïî íåçàâèñèìîìó àðãóìåíòó x
âåêòîðíûå ïðîèçâîäíûå Psi l	 �1 , îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ âåêòîðà Yi l	 �1 è
ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A: P A Ysi l

s
i l	 �

	
	 �
1

1
1 .

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà «àíàëîãîâàÿ» ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà.
Íåïðåðûâíîå ðåøåíèå Y ýòîé ìîäåëè â òî÷êàõ êâàíòîâàíèÿ õk ýêâèâà-
ëåíòíî äèñêðåòíûì ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿå-
ìûì ÐÄÔ

Y Y Pi

n

i

s

m

sl

l l

n
s

i la c H s	 	 �
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. (19)

Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (5) îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì áëîêà S0

ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è, íå ðàâíûì åäèíèöå è çàâèñÿùèì îò ïàðà-
ìåòðîâ è ñòðóêòóðû ÐÄÔ (19). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ
ïàðàìåòðû S0 íå çàâèñÿò îò ìàòðèöû A.

Ïðåîáðàçîâàíèå ÐÄÔ. Âûðàçèì âõîäíóþ ïåðåìåííóþ P0( )x áëîêà S0

÷åðåç êîýôôèöèåíòû � �1r r
 îáðàòíîé ÊÏÔ ýòîãî áëîêà è ïðîèçâîäíûå îò

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè Y
( ) ( )r x	1 íà âûõîäå S0 :

P P Y0 1

0

1( ) ( ) ( )( )x x H xr
r

r

r
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Ðèñ. 5. Ñõåìà ýêâèâàëåíòèðîâàíèÿ ïðîöåññà ÐÄÔ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ÑÄÓ



Îäíàêî P AY0( ) ( )x x
 , ïîýòîìó, îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû

íåçàâèñèìûé àðãóìåíò x, îïðåäåëÿåì ïðîèçâîäíûå â âèäå P AY
0

( ) ( )j j= .

Òîãäà ïåðåìåííàÿ P1( )x , îòîáðàæàþùàÿ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ îò âõîäíîé

ïåðåìåííîé Ð(õ), èìååò âèä

P AP AY P1 0 1

0

1
1

0
0

1
 
 




�
	




�
	� �� �r

r

r

r
r

r

r

rH H( ) ( )

è íå àäåêâàòíà ïðîèçâîäíîé P
0

1( ) âñëåäñòâèå íåíóëåâûõ çíà÷åíèé êîýôôè-

öèåíòîâ �1r ïðè r > 0. Äàëåå, äëÿ ïåðåìåííîé P2( )x íàõîäèì

P AP P P2 1 1

0
0

1
1

0
1

1
 
 
 




�
	




�
	� �� �r

r

r

r
r

r

r

rH H( ) ( )


 




�




�
	




�
	� � �� � �%

%

%

% 	�
1

0

1

0
0 2

0
0

2
r

r

r

r
r

r

r

rH H HP P
( ) ( ) ,

ãäå � � �
%

% %�2

0

1 1r

r

r




�� ( , è ïðè s = 0, 1, 2, ..., m äëÿ Ps x( ) ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå:

P Ps H r
sr

r

r s




�
	� �

0
0

( ) ,
(20)

� � � � � �% %
%

1 1 1

0

0

1 0

0
r r sr s r

r

r

r

 
 




� �



�, ,

,
( ) ( )

ïðè

ïðè r &
'
(
) 0.

(21)

Ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè � j è � j ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé (8) è îáðàò-

íîé (10), (11) ÊÏÔ ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü

� � � � �0

1

1

1
 
 � � �



�

�, r r r s s

s

r

, (22)

èëè

� � � �r r r s s

s

r


 � � �



�

�
1

1

.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ � r èñïîëüçóåì êîýôôèöèåíòû � j è� j ïðè j � r. Ýòèõ äàí-

íûõ äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâíûõ êîýôôèöèåíòîâ � sr . Ïðåäñòà-

âèâ ôîðìóëó (20) â âèäå

P Ps H r s
s r s

r s

r
 �
�




�

� � ( )
( )

0
,
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óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé êîýôôè-

öèåíòîâ ÊÏÔ ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ r íå âîçíèêàåò íåÿâíûõ ðåêóðñèé, òàê

êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ � r èñïîëüçóþòñÿ óæå âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ � sj

ïðè j � r – s. Ïðè s = 0 êîýôôèöèåíòû � 0r ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè 1, 0, 0, ...

(ñì. (21)).

Âûðàçèì èñïîëüçóåìûå â ÐÄÔ êâàíòîâàííûå çíà÷åíèÿ Psi l	 �1 ÷åðåç

ïðîèçâîäíûå îò P0 1i	
:

P
P

Ps
lH s lH

Hi l
i r

sr

r

	 �
	




�




�



�



�� �1

1

0 0

0

( ) ( )
( )* *

*

*

*+ *+
�

i

r s

	

	 	




�

� 

1

0

( )*

*



�
�


�
	

�



� �	

H
l

r

r

r

r s
s

rr

i

0

0

0
1

P
( ) ( )

(
�

*�+
*

*

*

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó â (19), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

Y Y Pi

n

i
r r

r l l

n

sl

s

s

a H c
i

m

	 	 �
	




�





 	� � �	1 1 0
1

0 0
1

0

�
�
�

�



( )

 � �




�

� � �
� �

min{ , }
( )

(

r m

s

r sr s
l

r s
�

*�+
*

*

* 0

.

Ìåòîäè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Ëîêàëüíàÿ ìåòîäè÷åñ-

êàÿ ïîãðåøíîñòü íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ (èëè âçâåøåííîé ñîâîêóïíîñòè

n øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ) ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ïîëó÷åííûì âûðàæåíèåì

Yi+1 è òî÷íûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà Yi	1
ò :

�
i i i	 	 	�

1 1 1= Y Y
ò .

Òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà Yi	1
ò â òî÷êå õi+1 íàéäåì, èñïîëüçóÿ âçâåøåí-

íóþ ñóììó òî÷íûõ ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé ! � �
ò ò
Y Y Y

i i i	 � 	 	 �
 �
1 1 1

,

Y Y = Y Yi

n

i

n

i i

n

a a a	 	 	 � 	 �
 	 
� �1 1 1 1

ò ò ò
�

�
�
�

�
�
� � �

�
�

!( ) � �	 � 	 �	Y Yi

n

i
a1 1� �

�
�
�!ò ,

çàïèñàâ èõ òàêæå â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ Òåéëîðà

Y Y
P

i

n

i

r r

r r

r

a
H

r

i

	 	 �

	
	





 	 �� 	
1 1

0
1

1

0

1 1ò
�

�
�
�

	��+
�

( )

(
( )

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�




 �
�

� �	 �

	 	




�
	a

H

r
a

n

i

r r r

r

i

�
�
�

� �
�
�	��+

Y
P

1

0
1 1

0

1
1

( )
( )

(

n
r� 	� 1.

Ïðè ýòîì îøèáêà ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÐÄÔ (19) â (i + 1)-é òî÷êå

êâàíòîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò

�
i i i	 	 	� 


1 1 1= Y Y
ò
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s r m
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min{ , }
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1
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(23)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîñðåäñòâîì ÊÏÔ. Íà îñíîâå ïðÿìîé ÊÏÔ

S p
p p

H p
r

r
r r( ) 
 	




�

�1 1

1

� ,

ãäå ïåðâûé ÷ëåí îïðåäåëÿåò èäåàëüíûé èíòåãðàë Yi	1
ò , à âòîðîé — ïîãðåø-

íîñòü ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ �
i	1

, çàïèøåì

Y Y P
i i i

n

x

x

ia x dx

i
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0
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1 1�
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�

P
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(
( )� ,

èëè, ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ,

�
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�

�
�i

r

r r r s s
n
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s
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H
s
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�
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 �� �	1
1

0
1

1

1

1
1P

( )

(
( )

0

1r�

� . (24)

Àäåêâàòíîñòü ðåøåíèé. Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ Ô×È (19) èíòåã-

ðèðóþùèì áëîêîì ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (8) íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü

ðàâåíñòâî âûðàæåíèé (23) è (24), ò.å. � �
i i	 	


1 1
, òàê êàê îíè äîëæíû îïèñû-

âàòü îäíó è òó æå ìåòîäè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ïîýòîìó ïðèðàâíÿåì ïðà-

âûå ÷àñòè (23) è (24):

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èòåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2011. Ò. 33. ¹ 1 19



P0
1

0 0
1

0

i

m
r r

r l l

n

sl

s

s r m

s

r

H c
l

	

	




�





 �

� � � �( )
min{ , }

( )



*�

s r n
r

r s

r s r
a

� 	
	




�

� �
	
�
	

�

�
�
�

�

�
���

*

�
�
�* *�+ �+

�
(

( )

(

1

1

1
1

0
� 



 �



�
	 �




	




�

� �	
r

r r r s s
n

s

s

r

i
H

s
a

1

0
1

1

1

0

1

1
1P

( )

(
( )

�

	��+
�

�
�� .

Ïîñêîëüêó ïðè r = 0 ïðàâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ó÷åòîì èíäåêñîâ ñóììû ðàâíà

íóëþ, ìîæíî çàïèñàòü

P0
1

0 0
1

0

i

m
r r

r l l

n

sl

s

s r m

s

r

H c
l

	

	




�





 �

� � � �( )
min{ , }

( )



*�

s r n
r

r s

r s r
a

� 	
	




�

� �
	
�
	

�
�

�
�
� ��

*

�
�
�* *�+ �+

�
(

( )

(

1

1

1
1

0

� �
�

�
��

�




	




�

��
�

	��+
�

�
�

r s s
n

s

s

r

s
a

(
( )1

1

1

0

1

.

Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå ðàçîìêíóòîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ çíà÷åíèé r = 0, 1, 2, …, � äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

l l

n

sl

s

s r m

s

r s r

c
l

r s

m





 � �

� � �
� �

	
�

0 0

1



*

*

�
*�+

min{ , }
( )

(

( ) 	
	




�

	
���

1
1

0 1(r
a

n
r

r s

�+
��

�
�*

� � 
�




	




�

��
�

	��+
�

�
�

r s s
n

s

s

r

s
a

(
( ) .1 0

1

1

0

1 (25)

Îòñþäà ïðè r = 0 ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîýôôè-

öèåíòàìè ÐÄÔ (19)
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Îäíàêî êîýôôèöèåíòû� r òàêîâû, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (24) ïðè s ìåíüøå

íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ r0 ñóììà a
n

s
�

�
�

�� 	1 ìîæåò áûòü ðàâíîé íóëþ. Ïîýòî-

ìó ðàçîáüåì ñèñòåìó (25) íà äâå ïîäñèñòåìû: äëÿ r = 0, 1, …, r0 –1
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Îòñþäà ñëåäóåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ � r ÊÏÔ

ÐÄÔ èíòåãðèðîâàíèÿ (19) ïðè ðåøåíèè ÑÄÓ
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��� . (26)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èòåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ôîðìèðî-

âàíèÿ ÔÌ. Êâàçèîïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè íåêîòîðîãî íàáîðà îïå-

ðàòîðîâ W Zi S{ , , }� , i m,{ , }1 , íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü ïîðîæäàþùèõ óðàâ-

íåíèé â îáùåì ñëó÷àå äðóãîãî íàáîðà îïåðàòîðîâ Y xj{ , }Z , j N,{ , }1 , ñ

òàêèìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè� �k S x{ , , , }Y , k p,{ , }1 , âûïîëíåíèå

êîòîðûõ ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ çàäàííîãî íàáîðà îïåðàòîðîâ Wi. Íàáî-

ðû âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè-

÷åñêèõ, ýêñïîíåíöèàëüíûõ è èíûõ ôóíêöèé, ò.å. ÔÌ, ìîæíî îïèñàòü

îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè (5) â ñîâîêóïíîñòè ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèî-

íàëàìè (îäíèì èëè íåñêîëüêèìè) âèäà

� - - -k k j J

j

N

sx Y S
 	 � .� 0 .
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Ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûìè

èòåðàöèîííûìè Ô×È êëàññà ÐÄÔ (7) èëè (19) äëÿ ÑÄÓ, â îáùåì ñëó÷àå

çíà÷åíèå
~
Yi íå áóäåò ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì Y â êâàíòîâàííûõ òî÷êàõ xi

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Íåïðåðûâíàÿ êâàçèýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà (ðèñ. 6)

ïîðîæäàþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà
~
Y íàõîäèòñÿ ñ

ïîìîùüþ ñèñòåìíîé ÊÏÔ (9):
~ ~�Y BY= ,

~
( )Y Y Zx =0 0
 , (27)

ãäå

B A= Hr

r

r r�

0

1
�

	� .

Êîýôôèöèåíòû� r îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåí-

òîâ� r ïðÿìîé ÊÏÔ (26) èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

� �r r
 ( )0 , � � �q

s

j

q sj j s( ) ( )
 	 �



	

��
0

1

1 1 ,

� 0 0 1( ) 
 , � 0 0 0( )|j j & 
 , q j, , , , ...
1 2 3

Èçìåíèâ èíäåêñàöèþ, ýòè ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

� �r r r
 ( ), � � � �q q

s

j

q sq j q j q j s	



	 
 	 	 	 ��1

1

( ) ( ) ( ) ,

� �1( )r r
 , � � �q q r r rr r( ) ( )| � 
 
 , q j, , , , ...
1 2 3

Êðèâûå, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 7, ñâèäåòåëüñòâóþò î öåëåñîîáðàç-

íîñòè ïðèìåíåíèÿ òåðìèíà êâàçèýêâèâàëåíòíîñòü. Âåêòîð ðåøåíèÿ ïîëó-

÷åííîé ìîäåëè (27) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è ëèøü â òî÷êàõ êâàíòîâàíèÿ xi
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Ðèñ. 6. Êâàçèýêâèâàëåíòíàÿ íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü äèñêðåòíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà



ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé ñèñòåìû (5) ïî èòåðàöèîííîé Ô×È.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âñëåäñòâèå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè Ô×È, èñ-

ïîëüçóåìîé â êà÷åñòâå èòåðàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ýòè ðåçóëüòàòû íå

ñîâïàäàþò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (5). Îäíàêî ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñèñòåìíîé

ÊÏÔ (11) ìàòðèöó A ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû (5) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â

ìàòðèöó C è òîãäà ÷èñëåííîå ðåøåíèå íîâîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû �Y CY= ,
Y Y( )x0 0
 â òî÷êàõ êâàíòîâàíèÿ xi áóäåò ñîâïàäàòü ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (5) .

Ïîñêîëüêó èòåðàöèè îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïåðåìåííûì øàãîì Hi, ñîîò-

âåòñòâåííî áóäåò ïåðåìåííîé è ìàòðèöà B Ai r

r

i
r r= H�


0

1
�

	� . Íàéäåì ðåøå-

íèå êâàçèýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû (27) ïðè âûïîëíåíèè ïîñðåäñòâîì Ô×È

k ïðîèçâîëüíûõ øàãîâ Hi. Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå (6) è ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó ðàâåíñòâî A A
2 1 2( )j jq	 
 , ïîëó÷àåì

B A A A Ai r

r

i
r r

r i
r r

x i= + H H r H +r( ) ( )� �
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2 1 1 è êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèè àðãóìåíòà èìååò

âèä

r H H qx i r

r

i
r r( ) 
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2
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2 .
(28)
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Ðèñ. 7. Âàðèàíòû ðåøåíèÿ : ——— — òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (5); - - - —
òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (27); âåðòèêàëüíûå ëèíèè — ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5)



Òîãäà ðåøåíèå (27) íà îäíîì øàãå Hi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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(29)

Òîãäà

~ ( )~

Y E A Z
A
 	

��
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�
�e

q

x  0 21
,

(30)

à äëÿ íåîñîáåííûõ ìàòðèö A, ò.å., êîãäà det A $ 0, âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(27) ïðèíèìàåò âèä
~ ~

Y Z
A
 0ex , (31)

ãäå ~x — ðåçóëüòèðóþùèé èíòåðâàë ïî àðãóìåíòó x,

~ ( )x H r H H H q
i

k

i x i

i
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r

r i
r r
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Èòàê, íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � r â êàíîíè÷åñêîé ïåðåäà-

òî÷íîé ôóíêöèè Ô×È ïðè r > 0 ïðèâîäÿò ê ïîãðåøíîñòÿì âû÷èñëåíèÿ
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âåêòîðà ðåøåíèÿ (30) èëè (31) ñèñòåìû (5). Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ� r ñ ÷åòíû-

ìè èíäåêñàìè r âëèÿþò íà êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèè àðãóìåíòà (28), à ñ

íå÷åòíûìè — íà êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèè âåêòîðà (29).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � r , � r è � r ÊÏÔ ðàçðàáîòàí ðÿä

ïðîãðàìì íà ÿçûêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ. Ïðîãðàììà íà ÿçûêå Maple

äëÿ íàèáîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, ðàçðàáîòàííàÿ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ñîîò-

íîøåíèé ñ äîïîëíèòåëüíîé âîçìîæíîñòüþ ôîðìèðîâàíèÿ òàáëèö êîýôôè-

öèåíòîâ äåôîðìàöèè ìîäóëÿ âåêòîðà è àðãóìåíòà â çàâèñèìîñòè îò èòåðà-

öèîííîãî øàãà H, îôîðìëåíà â âèäå ïðîöåäóðû CRDF2cpf:

CRDF2cpf:=proc(n::integer, m::integer, Rm::integer, C::array, F::string, Dg::integer)

local i,k,rq,sn,l,cf,sq,s,r,rk, sm,dq,d1,v,Zq,A,Z,Pq,B,B2,B3,B4,Dtg,Ktg,Dth,Kth,dDtg,

dKtg,dDth,dKth,

Fa,Fl,Var,CPF,CPF1,CPF2,CPF3,CPF4,Frm,H; Zq=array(1..m+2,1..Rm+1): B:=list:

Frm := Y[i+1]=sum(C[1,l]*Y[i+1-l],l=1..n+1)+H*sum(C[2,l]*f[i+2-l],l=1..n+1) +sum(H^(s+1)*

sum(C[2+s,l]*f[i+2-l]^’(‘s’)’, l=1..n+1),s=1..m):print(`Frm`): sn:=0:

for k from 2 to Rm+1 do Zq[1,k]:=0 end do:

for k from 1 to m+1 do Zq[k,1]:=1 end do:

Var:=" VARIANT x = f(t)": Fa := cat(F, “F”): rq:=0: sq:=0:

while sq = 0 do rq:=rq+1: sq := sum(C[1,s]*s**rq,s=1..n+1) end do:

sq:=rq!/sq: printf(“\t\t————— r# = %d —————\n”,rq):

for r from 0 to rq-1 do sm:=min(r, m):

d1:= sum(sum ((C[s+2,l+1]*l**(r-s)*(-1)**(r-s))/(r-s)!,s=0..sm),l=0..n)+

sum(C[1,l]*l**(r+1),l=1..n+1)*(-1)**(r+1)/(r+1)!:

if d1<>0 then sn:=1 end if:

end do:

if sn = 1 then print(`———- CTF is absent! —————`) end if: sn:=2:

if (m>0) and (rq>1) then sn:=1 end if:

for cf from 1 to sn do A:=array(1..Rm): Z:=array(1..Rm): Pq:=array(1..Rm):

for r from 1 to Rm do

rk:=r+rq-1: sm:=min(rk, m):

if cf=1 then d1:= sum(sum((C[s+2,l+1]*l**(rk-s)*(-1)**(r-s))/(rk-s)!,

s=0..sm),l=0..n):

else d1:=sum(sum(C[s+2,l+1]*sum( Zq[s+1,v+1]*l**(rk-s-v)*(-1)**

(r-s-v)/(rk-s-v)!,v=0..rk-s),s=0..sm),l=0..n):

end if:

A[r]:=(d1+sum(C[1,l]*l**(r+rq),l=1..n+1)*(-1)**(r+1)/(r+rq)!-sum(A[r-s]*sum(C[1,i]*i**

(s+rq),i=1..n+1)*(-1)**s/(s+rq)!,s=1..r-1))*sq:

Pq[r]:=A[r]: Z[r]:=-A[r] - sum(A[i]*Z[r-i],i=1..r-1):

if cf = 2 then for k from 1 to m do Zq[k+1,r+1]:=Zq[k,r+1]+

sum(Zq[k,i+1]*Z[r-i],i=0..r-1): end do: end if:
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end do:

B := seq(A[k], k = 1 .. Rm):

CPF := “————— Coefficient Alpha of CTF —————”: Fl := cat(Fa, “a”):

save Frm, Var, CPF, B, Fl: B := seq(Z[k], k = 1 .. Rm):

CPF := “————— Coefficient Gamma of CTF —————”: Fl := cat(Fa, “g”):

save Frm, Var, CPF, B, Fl:

if cf=1 then Var:=" VARIANT Y’ = AY + F": Fa := cat(F, “A”): end if:

if cf=2 then

for k from 1 to Rm do for r from Rm by -1 to k do

Pq[r]:=Pq[r]+sum(Pq[r-i]*A[i],i=1..r-k) end do: end do:

B := seq(Pq[k], k = 1 .. Rm):

CPF := “————— Coefficient Ro of CTF —————”: Fl := cat(Fa, “r”):

save Frm, Var, CPF, B, Fl:

Ktg:=evalf(exp(sum(Pq[2*i-1]*(-1)^i, i=1..Rm/2))):

if Ktg < 0.25 then Ktg:=1: end if:

Dth:=1: Dtg:=1:

for r from 1 to Rm do

H:=2^(-r): sq:=-1: A[r]:=exp(sum(Pq[2*i-1]*H^(2*i)*sq^i,i=1..Rm/2)):

Dtg:=Dtg*A[r]:

Zq[1,r]:=1+sum(Pq[2*i]*H^(2*i)*sq^i,i=1..Rm/2): sq:=1:

Zq[2,r]:=1+sum(Pq[2*i]*H^(2*i)*sq^i,i=1..Rm/2):

Z[r]:=exp(sum(Pq[2*i-1]*H^(2*i)*sq^i,i=1..Rm/2)):

Dth:=Dth*Z[r]:

end do:

CPF := “————— Constants of FDI —————”:

CPF1 := “+++++ Vector deformation constants, for q = -1":

CPF2 := ”+++++ Argument H deformation constants, for q = -1":

CPF3 := “+++++ Vector deformation constants, for q = +1":

CPF4 := ”+++++ Argument H deformation constants, for q = +1":

Fl := cat(Fa, “C”): B:= seq(evalf[Dg](A[k]), k = 1 .. Rm):

B2:=seq(evalf[Dg](Zq[1,k-Rm]), k = Rm+1 .. 2*Rm):

B3:= seq(evalf[Dg](Z[k]), k = 1 .. Rm):

B4:=seq( evalf[Dg](Zq[2,k-Rm]), k = Rm+1 .. 2*Rm): dDtg:=evalf[Dg](Ktg*Dtg^2):

Dtg:=evalf[Dg](Ktg*Dtg): Ktg:=convert (1/Dtg,binary,Dg*3):

dKtg:=convert(1/dDtg,binary,Dg*3):

dDth:=evalf[Dg](Dth^2): Dth:=evalf[Dg](Dth): Kth:= convert(1/Dth,binary,Dg*3):

dKth:=convert(1/dDth,binary,Dg*3):

save Frm, CPF, CPF1, B, Dtg, Ktg, dDtg, dKtg,CPF2, B2, CPF3, B3, Dth, Kth, dDth,

dKth, CPF4, B4, Fl:

end if:
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end do:

if sn = 1 then print(`CTF for this FDI and system DE don’t be calculate!`) end if:

end proc; # Dg – number of decimal digits for constants

Äëÿ ðàñ÷åòà íåîáõîäèìî ââåñòè áëîê äàííûõ ñ çàïóñêîì ïðîöåäóðû.

Íàïðèìåð, äëÿ ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà

> Dg:=20: m:=0: n:=1: C:=array(1..m+2, 1..n+1,[[1,0],[0,1]]): Rm:=24: F:="../Exp1/RDF-

Euler.v“: CRDF2cpf(n,m,Rm,C,F,Dg):

Åñëè ïàðàìåòðû ïåðåä çàïóñêîì áëîêà äàííûõ íå çàäàíû, òî èõ ñëå-

äóåò ïîìåñòèòü â ýòîò áëîê. Çäåñü Dg — ÷èñëî äîñòîâåðíûõ äåñÿòè÷íûõ

ðàçðÿäîâ ïðè ôîðìèðîâàíèè äåôîðìàöèé âåêòîðà è àðãóìåíòà; m — ÷èñëî

ó÷èòûâàåìûõ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ; n — øàãîâûé èíòåðâàë Ô×È; C:=ar-

ray(1..m+2, 1..n+1,[[1,0],[0,1]]) — ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ ïðè äèñêðåòíûõ çíà÷å-

íèÿõ èíòåãðàëà, ôóíêöèè è åå m ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ; Rm — ÷èñëî

îïðåäåëÿåìûõ êîýôôèöèåíòîâ � r , � r è � r ÊÏÔ: F:="../Exp1/RDF-Euler.v" —

øàáëîí èìåí ýêñïîðòèðóåìûõ ôàéëîâ ñ îòíîñèòåëüíûì ïóòåì ê êàòàëîãó;

CRDF2cpf(n,m,Rm,C,F,Dg) — çàïóñê ïðîöåäóðû.

Â óêàçàííîì êàòàëîãå ôîðìèðóåòñÿ øåñòü ôàéëîâ ñ èìåíåì RDF-Euler

äëÿ äàííîãî ïðèìåðà. Êîýôôèöèåíòû �r ïðÿìîé ÊÏÔ ðàñïîëàãàþòñÿ â

*.vFa è *.vAa (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé è ðåøåíèÿ

ÑÄÓ), êîýôôèöèåíòû � r îáðàòíîé ÊÏÔ (22) — â *.vFg è *.vAg è êîýôôè-

öèåíòû � r ñèñòåìíîé ÊÏÔ — â ôàéëå *.vAr. Â ôàéë *.vAC çàïèñûâàþòñÿ

îñíîâíûå ïàðàìåòðû èòåðàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà áàçå èñïîëüçóåìîé

Ô×È ïðè ôîðìèðîâàíèè ÔÌ, à èìåííî äëÿ q = –1 (òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ÔÌ) è q = +1 (ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýêñïîíåíöèàëüíûå ÔÌ):

êîíñòàíòû ïîøàãîâîé äåôîðìàöèè âåêòîðà;

ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ âåêòîðà ïðè âûïîëíåíèè áàçîâîãî íàáîðà èòå-

ðàöèé;

êîìïåíñèðóþùèé ìíîæèòåëü â äâîè÷íîì êîäå;

êîíñòàíòû äåôîðìàöèè øàãà Hi.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì âòîðîé áëîê äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðàçðàáîòàííîé ïðîöåäóðû Sint_CRDF äëÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà Ô×È:

> m:=8:n:=1:Dg:=20:Rm:=24:C:=array(1..m+2,1..n+1,[]): W0:=[C[1,n+1],C[2,1], C[3,1],

C[4,1],C[4,2],C[5,1], C[6,1], C[6,2],C[7,1],C[8,1],C[9,1],C[10,1],C[10,2],NULL]:

Sint_CRDF(W0);F:="../Htr-8.v“: CRDF2cpf(n,m,Rm,C,F,Dg):

# ÿâíàÿ îäíîøàãîâàÿ Ô×È Ýéëåðà ñ 1,3,5 - 7 ïðîèçâîäíûìè

Äëÿ CRDF2cpf êîìïîíåíòû ìàññèâà C íå çàäàþòñÿ, à ñèíòåçèðóþòñÿ

óêàçàííîé ïðîöåäóðîé ïðè çàäàííîì êðèòåðèè îïòèìèçàöèè è íàëîæåíèè

îãðàíè÷åíèé íà ïðèìåíÿåìûå êâàíòîâàííûå ïðîèçâîäíûå. Â äàííîì
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ñëó÷àå äëÿ ôîðìóëû (19) ñïèñêîì W0 çàäàíî (ñëåâà íàïðàâî): a0 = 0,

c00 0
 , c10 0
 , c20 0
 , c21 0
 , c30 0
 , c40 0
 , c41 0
 , c50 0
 , c60 0
 , c70 0
 ,

c80 0
 , c81 0
 . Â ðåçóëüòàòå ñèíòåçèðóåòñÿ ôîðìóëà ñ ìèíèìàëüíîé äëÿ

çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé ôàçîâîé ïîãðåøíîñòüþ

Y Y P P P P P
i i

H H H H H
i i i i i	 
 	 	 � 	 	 	

1 0
2

1
4

3
6

5
7

6

1

2

1

8

1

16

7

128

1

64

8
7H

i
P ,

ãäå ïðè ðåøåíèè ÑÄÓ (5) ïîëó÷àåì P A Yk
k

ii

 	1 . Ñèíòåçèðîâàííûå äàëåå

÷åðåç ìàññèâ C êîìïîíåíòû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåäàþòñÿ ðàññìîòðåííîé

ïðîöåäóðå CRDF2cpf âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÊÏÔ è íàõîæäåíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ÔÌ.

Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû CRDF2cpf ìîãóò áûòü ñôîðìèðîâàíû àíàëè-

òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ÊÏÔ, åñëè ñèìâîëüíî çàäàâàòü

èëè âîîáùå íå çàäàâàòü òå èëè èíûå êîýôôèöèåíòû Ô×È.

Âûâîäû.

1. CORDIC-ïîäîáíûå àëãîðèòìû ôîðìèðîâàíèÿ ÔÌ ýêâèâàëåíòíû

èòåðàöèîííîìó ðåøåíèþ ïîðîæäàþùèõ ÑÄÓ ïîñðåäñòâîì ÐÄ Ô×È ñ îïðå-

äåëåííûìè íàáîðàìè øàãîâ Hi.

2. Äèñêðåòíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ÔÌ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå ÑÄÓ, ó÷èòûâàþùåé êàê èñõîäíóþ ÑÄÓ, òàê è âëèÿíèå

Ô×È íà ðåçóëüòàò åå ðåøåíèÿ. Îáîáùåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü â òî÷êàõ

êâàíòîâàíèÿ àðãóìåíòà xi àäåêâàòíà ðåçóëüòàòàì èòåðàöèîííûõ àëãîðèò-

ìîâ ôîðìèðîâàíèÿ ÔÌ, åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ.

3. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ÔÌ àïïàðàòíî-îðèåíòèðîâàííûìè CORDIC-ïî-

äîáíûìè àëãîðèòìàìè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü õàðàêòåðèñòèêè èñïîëüçóåìûõ

ÐÄÔ, òàê êàê ôàçîâàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèâîäèò ê âåñüìà ïðîáëåìíîìó ýô-

ôåêòó — äåôîðìàöèè âåêòîðà ðåøåíèÿ.

4. Â ïðîöåäóðó CRDF2cpf âëîæåíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü ÐÄÔ è ÑÄÓ,

ïîýòîìó îíà èëè åå ìîäèôèêàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýôôåêòèâ-

íîãî àíàëèçà êàê ñóùåñòâóþùèõ, òàê è âíîâü ðàçðàáàòûâàåìûõ CORDIC-

ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ.

A analytical mathematical model is proposed for investigating the discrete iterative processes un-
der forming functional màcrooperations (FM) of generalized CORDIC-like algorithms. The
model unites through the system canonical transfer function the quasi-determining differential
equations used to describe FM with iterative formulas of numerical integration. The coefficients
of the canonical transfer functions of generalized difference-differential formulas of numerical
integration are obtained, and complete functional variant of the corresponding software proce-
dure in Maple language with examples is presented.

Â. Â. Àðèñòîâ
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