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Опуклостi, породженi монадами

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.В. Шарком)

Let F be a monad in the category Comp. We build a convexity in general sense for each F-algebra
(see [1]), investigate properties of such convexities, and apply them to prove that the multipli-
cation map of the monad of order-preserving functionals is soft.

Поняття опуклостi, що розглядається в цьому повiдомленнi, є значно загальнiшим, нiж
класичне поняття опуклостi, обмежене контекстом лiнiйного простору. Загальнi опукло-
стi виникають при дослiдженнi розмаїтих структур: частково впорядкованих множин, на-
пiвграток, граток, суперрозширень тощо. Наш пiдхiд базується на поняттi топологiчної
опуклостi з [1], де викладена загальна теорiя опуклостi, починаючи з аксiом i закiнчуючи
застосуваннями в рiзних галузях математики.

Головна мета роботи полягає в описаннi категорного зв’язку мiж тополого-алгебраїчни-
ми структурами i теорiєю опуклостi. Багато топологiчних конструкцiй є функторiальними:
вони означенi не тiльки для просторiв, а й для вiдображень. Алгебраїчний аспект тео-
рiї функторiв у категорiях топологiчних просторiв та неперервних вiдображень базується
в основному на поняттi монади (чи трiйки) у сенсi С. Ейленберга та Д. Мура [2]. Багато
класичних конструкцiй приводять до монад: гiперпростори, простори ймовiрнiсних мiр, су-
перрозширення та iн. Багато дослiджень присв’яченi монадам у категорiях топологiчних
просторiв та неперервних вiдображень (див., напр., [3] або [4]). Для деяких з них вводились
опуклостi. Звичайна лiнiйна опуклiсть вiдповiдає монадi ймовiрнiсних мiр [5]. Певна нелi-
нiйна опуклiсть була означена для суперрозширення [6]. У цiй роботi ми вводимо структуру
опуклостi для кожної F-алгебри довiльної монади F у категорiї компактних гаусдорфових
просторiв та неперервних вiдображень (п. 1), введенi опуклостi зберiгаються морфiзма-
ми F -алгебр; дослiджуємо властивостi опуклостей для деяких спецiальних класiв монад
(пп. 2, 3); застосовуємо нашi результати для дослiдження топологiї монади функцiоналiв,
що зберiгають порядок (п. 4).
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1. Опуклостi на алгебрах монад. Через Comp ми позначаємо категорiю компактних
гаусдорфових просторiв (компактiв) та неперервних вiдображень. Нехай X ∈ Comp. Через
CX позначаємо банахiв простiр неперервних функцiй φ : X → R iз звичайною sup-нормою:
‖φ‖ = sup{|φ(x)| | x ∈ X}. Надалi всi простори i вiдображення вважаємо елементами Comp,
за винятком R i функцiй з CX, де X — компакт.

Нехай X — компакт. Сiм’я C замкнених пiдмножин X називається опуклiстю наX, якщо
C є замкненою вiдносно перетинiв i мiстить X та порожню множину. Елементи C назива-
ються C-опуклими. Зауважимо, що ми розглядаємо в нашому означеннi тiльки замкненi
опуклi множини. Усю сiм’ю опуклих множин у сенсi [1] можна отримати, застосовуючи
операцiю об’єднання напрямлених угору пiдсiмей. Кажемо, що опуклiсть C породжує топо-
логiю X, якщо C є замкненою передбазою X. Опуклiсть C на X називають T2, якщо для
кожних x1, x2 ∈ X iснують T1, T2 ∈ C такi, що T1 ∪ T2 = X, x1 /∈ T2 i x2 /∈ T1. Нехай (X, C),
(Y,D) — два компакти iз заданими опуклостями. Неперервне вiдображення називається
f : X → Y CP-вiдображенням, якщо f−1(D) ∈ C для кожного D ∈ D.

Нагадаємо деякi категорнi поняття. Ми означаємо їх тiльки для категорiї Comp. Функ-
тор F : Comp → Comp називається мономорфним, якщо вiн зберiгає мономорфiзми. Для
мономорфного функтора F i вкладення i : A→ X ми утотожнюємо простiр F (A) i пiдпрос-
тiр F (i)(F (A)) ⊂ F (X). Мономорфний функтор F зберiгає перетини, якщо F (

⋂
{Xα | α ∈

∈ A}) =
⋂
{F (Xα) | α ∈ A} для кожної сiм’ї {Xα | α ∈ A} замкнених пiдмножин X. Надалi

розглядаємо мономорфнi функтори, що зберiгають перетини i одноточковi простори.
Також ми потребуватимемо означень, що стосуються монад i їх алгебр (детальнiше

див. [8]). Монада T = (T, η, µ) у категорiї Comp складається з функтора T : Comp → Comp
i натуральних перетворень η : IdComp → T , µ : T 2 → T , що задовольняють рiвностi µ ◦ Tη =
= µ ◦ ηT = 1T i µ ◦ µT = µ ◦ Tµ. (IdComp позначає тотожний функтор у категорiї Comp i T 2

є суперпозицiєю T ◦ T функтора T .)
Нехай T = (T, η, µ) — монада в категорiї Comp. Пара (X, ξ), де ξ : TX → X — неперервне

вiдображення, називається T-алгеброю, якщо ξ ◦ ηX = idX i ξ ◦ µX = ξ ◦ Tξ. Нехай (X, ξ),
(Y, ξ′) — двi T-алгебри. Вiдображення f : X → Y називається морфiзмом T-алгебр, якщо
ξ′ ◦ Tf = f ◦ ξ.

Природне перетворення ψ : T → T ′ називається морфiзмом монад T = (T, η, µ), T
′ =

= (T ′, η′, µ′), якщо ψ◦η = η′ i ψ◦µ = µ′◦ηT ′◦Tψ. Якщо всi компоненти ψ є мономорфiзмами,
то монада T називається пiдмонадою T

′ i ψ називається вкладенням монад.
Нехай (X, ξ) є F-алгеброю монади F = (F, η, µ) i A є замкненою пiдмножиною X. По-

значимо через fA факторвiдображення fA : X → X/A i покладемо a = fA(A). Означи-
мо F-опуклу оболонку CF(A) множини A таким чином: CF(A) = ξ((FfA)−1(η(X/A)(a))).
Додатково покладемо CF(∅) = ∅. Означимо сiм’ю CF(X, ξ) = {A ⊂ X | A є замкненою
i CF(A) = A}. Елементи сiм’ї CF(X, ξ) називаємо F-опуклими.

Твердження 1. Сiм’я CF(X, ξ) є опуклiстю на X.
Зауважимо, що одноточковi множини завжди є опуклими.
Теорема 1. Нехай h : (X, ξ) → (X ′, ξ′) є морфiзмом F-алгебр. Тодi h є CP -вiдображен-

ням.
2. Опуклостi L-монад. Невiдомо, чи означенi нами опуклостi породжують топологiю,

чи вони є T2. Розглянемо клас монад, що породжують опуклостi з цими властивостями.
Означення 1. Монада F = (F, η, µ) називається L-монадою, якщо для кожних t1, t2 ∈ R

таких, що t1 6 t2, iснує вiдображення ξ[t1,t2] : F [t1, t2] → [t1, t2] таке, що пара ([t1, t2], ξ[t1,t2])
є F-алгеброю; для кожних t1, t2, t3, t4 ∈ R таких, що t1 6 t2 6 t3 6 t4, природне вкладення
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j : [t2, t3] → [t1, t4] є морфiзмом F -алгебр i для кожного X ∈ Comp iснує сiм’я морфiзмiв
F -алгебр {fα : (FX,µX) → ([t1(α), t2(α)], ξ[t1(α),t2(α)]) | α ∈ A}, що вiдокремлює точки.

Наше означення є невеликою модифiкацiєю означення монади Лоусона з [7] i було дане
в [9] пiд iншим iменем. Клас L-монад мiстить бiльшiсть вiдомих монад в Comp, зокрема
суперрозширення, гiпепростiр, iмовiрнiснi мiри та iн.

Нехай φ ∈ CX. Через maxφ (minφ) позначимо max
x∈X

φ(x) (min
x∈X

φ(x)), а πφ або π(φ) буде

позначати природну проекцiю πφ :
∏

ψ∈CX

[minψ,maxψ] → [minφ,maxφ]. У [9] показано, що

для кожної L-монади F = (F, η, µ) ми можемо розглядати FX як пiдмножину добутку∏

φ∈CX

[minφ,maxφ], бiльше того, виконуються такi рiвностi: πφ ◦ ηX = φ, πφ ◦ µX = π(πφ)

для кожної φ ∈ C(X) i πψ ◦ Ff = πψ◦f для кожної ψ ∈ C(Y ), f : X → Y .

Використовуючи схему доведення леми 4 з [10], легко перевiрити, що ν ∈ FA ⊂ FX тодi
й лише тодi, коли πφ1

(ν) = πφ2
(ν) для кожної φ1, φ2 ∈ CX такої, що φ1|A = φ2|A.

Нагадаємо, що функтор F зберiгає прообрази, якщо для кожного вiдображення f : X →
→ Y i замкненої пiдмножини A ⊂ Y справджується рiвнiсть (F (f))−1(F (A)) = F (f−1(A)).
Кажемо, що монада F = (F, η, µ) зберiгає прообрази, якщо її функторiальна частина F
зберiгає прообрази. Отже, L-монада F = (F, η, µ) зберiгає прообрази тодi й лише тодi, ко-
ли для кожного вiдображення f : X → Y i замкненої пiдмножини A ⊂ Y справджується
πφ1

(ν) = πφ2
(ν) для кожних ν ∈ (Ff)−1(A) i φ1, φ2 ∈ CX таких, що φ1|f

−1(A) = φ2|f
−1(A).

Багато важливих монад не зберiгають прообрази. Тому ми розглянемо слабшу умову.

Означення 2. L-монада F = (F, η, µ) слабо зберiгає прообрази, якщо для кожного вiд-
ображення f : X → Y i замкненої пiдмножини A ⊂ Y справджується πφ(ν) ∈ [minφ(f−1(A)),
maxφ(f−1(A))] для кожних ν ∈ (Ff)−1(A) i φ ∈ CX.

Легко бачити, що якщо L-монада зберiгає прообрази, то вона слабо зберiгає прообрази.

Теорема 2. Нехай F — L-монада, що слабо зберiгає прообрази. Тодi для кожного ком-
пакта X опуклiсть CF(FX,µX) є T2 i породжує топологiю.

3. Бiнарнi монади. Розглянемо опуклостi з властивiстю бiнарностi. Нехай S — деяка
сiм’я пiдмножин компакта X. Кажемо, що S є зчепленою, якщо перетин кожних її двох
елементiв є непорожнiм. S називається бiнарною, якщо перетин кожної її зчепленої пiдсис-
теми є непорожнiм. Ми називаємо монаду F бiнарною, якщо сiм’я CF(X, ξ) є бiнарною для
кожної F-алгебри (X, ξ).

Нагадаємо деякi означення та факти з теорiї неметризовних компактiв. Детальнiшу iн-
формацiю можна знайти в [11]. Компакт X називається вiдкрито-породженим, якщо X
можна зобразити у виглядi границi ω-спектра з вiдкритими граничними вiдображеннями.
Вiдображення f : X → Y називається (0-)м’яким, якщо для будь якого (0-вимiрного) ком-
пакта Z, замкненої пiдмножини A в Z i вiдображень Φ: A → X, Ψ: Z → Y таких, що
Ψ|A = f ◦ Φ, iснує вiдображення G : Z → X таке, що G|A = Φ i Ψ = f ◦ G.

Теорема 3. Нехай F — бiнарна L-монада, що слабо зберiгає прообрази, i X — компакт
такий, що FX є вiдкрито-породженим (зв’язним) компактом. Тодi кожне вiдображення
f : FX → Y з F-опуклими шарами є 0-м’яким(м’яким), якщо f вiдкрите.

4. Монада функцiоналiв, що зберiгають порядок. Застосуємо одержанi результа-
ти до дослiдження топологiчних властивостей монади функцiоналiв, що зберiгають поря-
док O.

Для кожного c ∈ R через cX ми позначаємо постiйну функцiю, означену таким чином:
cX(x) = c для кожного x ∈ X. Ми розглядаємо CX з природним частковим порядком,
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визначеним таким чином: для кожних φ, ψ ∈ CX справджується φ 6 ψ, якщо φ(x) 6 ψ(x)
для кожного x ∈ X.

Функцiонал ν : CX → R називається:
слабо адитивним, якщо для кожного c ∈ R i φ ∈ CX справджується ν(φ+ cX) = ν(φ)+ c

i ν(1X) = 1;
зберiгаючим порядок, якщо для кожних φ, ψ ∈ CX таких, що φ 6 ψ справджується

ν(φ) 6 ν(ψ).
У [10] показано, що кожен слабо адитивний функцiонал, що зберiгає порядок, є не-

перервним. Для компакта X через OX ми позначаємо множину всiх слабо адитивних
функцiоналiв, що зберiгають порядок. Розглядаємо OX як пiдпростiр в

∏

φ∈CX

[minφ,maxφ].

Для кожного вiдображення f : X → Y означимо вiдображення Of : OX → OY таким чи-
ном: πψ ◦ Of = πψ◦f для кожної ψ ∈ C(Y ). Також ми означаємо природнi перетворення
η : IdComp → O i µ : O2 → O за допомогою таких умов: πφ ◦ ηX = φ, πφ ◦ µX = π(πφ) для
кожної φ ∈ C(X). Вiдомо, що O = (O, η, µ) є L-монадою в Comp [10].

Теорема 4. Монада O слабо зберiгає прообрази.
Зауважимо, що монада O не зберiгає прообрази [10].
Теорема 5. Вiдображення µX вiдкрите для кожного компакта X.
Теорема 6. Вiдображення µX м’яке тодi й лише тодi, коли X вiдкрито-породжений

компакт.
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