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Приближенное вычисление коэффициентов Фурье 
функций трех переменных на классе 
дифференцированных функций

В статье исследуются кубатурные формулы вычисления коэффициентов Фурье функций трех переменных
на классе дифференцируемых функций. Информация о функции задана её следами на взаимно-
перпендикулярных плоскостях, линиях и значениями функции в узловых точках. Получены оценки 
погрешности кубатурных формул. 
Ключевые слова: коэффициенты Фурье функций трех переменных,
кубатурные формулы, интерфлетация функций.

In the work, cubature formulas of calculation of 3D Fourier coefficients with using spline-interflatation were 
submitted. Cubature formulas are presented in the case when information about function is set of flats, set of 
lines and set of knots on one class of differentiable functions. The estimations of error of approaching of the 
cubature formulas are presented.
Key words: 3 D Fourier coefficients, cubature formulas, interflatation of functions.

У статті досліджуються кубатурні формули обчислення коефіцієнтів Фур’є функцій трьох змінних на 
класі диференційованих функцій. Інформація про функцію задана її слідами на взаємно-перпендикулярних
площинах, лініях та значеннями функції у вузлових точках. Отримані оцінки похибки наближення.
Ключові слова: коефіцієнти Фур’є функцій трьох змінних, кубатурні формули, 
інтерфлетація функцій.

Вступ
Сучасні задачі цифрової обробки сигналів вимагають розв’язку за допомогою 

інформаційних операторів різних типів. Це пов’язане з тим, що як дані можуть бути 
значення функції у вузлових точках, сліди функції на лініях або площинах, інтеграли 
від наближуваної функції вздовж вибраної системи ліній або площин, що перетинають
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досліджуваний об’єкт. Ефективним у вирішені таких задач став апарат інтерлінації 
та інтерфлетації функцій [1]. Зокрема, в [2] на класі Ліпшиця був представлений ал-
горитм побудови кубатурних формул з використанням кусково-сталої інтерфлетації 
у випадку, коли як дані задані сліди функції на взаємноперпендикулярних площинах. 
У [3], [4] був викладений загальний підхід до побудови операторів фінітного триви-
мірного дискретно-неперервного і дискретного перетворення Фур’є на основі методу 
Файлона, трилінійних сплайнів (лінійних за кожною змінною) та сплайн-інтерфлетації
на класі диференційовних функцій у випадку, коли задані значення функції у вузлах. 
У [5], [6] наведений алгоритм для отримання більш точної оцінки похибки наближення
3 D коефіцієнтів Фур’є кубатурними формулами, що у своїй побудові використовують
оператори сплайн-інтерфлетації.

Метою даної роботи є представлення та дослідження кубатурних формул на-
ближеного обчислення 3 D коефіцієнтів Фур’є у випадках, коли як дані задані значення
функції у вузлах, сліди функції на взаємноперпендикулярних лініях, на взаємно-
перпендикулярних лініях площинах на класі дійсних функцій трьох змінних, визначених

на  30 ,1G  і  т а к и х ,  щ о   ,0 ,0 ( , , )rf x y z M ,   0 , ,0 ( , , )rf x y z M ,   0 ,0 , ( , , )rf x y z M ,

 , ,0 ( , , )r rf x y z M ,   ,0 , ( , , )r rf x y z M ,   0 , , ( , , )r rf x y z M ,   , , ( , , )r r rf x y z M  ,  1, 2r  .  

Д л я  к у б а т у р н и х  ф о р м у л  з а в ж д и  є  а к т у а л ь н и м  п и т а н н я  їх  я к о с т і  [ 7 ] .  Т о м у  в а ж -
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Аналогічно визначаються функції
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Означення 1. Під слідом функції ( , , )f x y z на лініях розуміємо 
( , , ), 0 1k jf x y z z  , ( , , ), 0 1k sf x y z y  , ( , , ), 0 1j sf x y z x  .

Означення 2. Під слідом функції ( , , )f x y z на площинах розуміємо 
( , , ), 0 1, 0 1kf x y z y z    , ( , , ), 0 1, 0 1jf x y z x z    , ( , , ), 0 1, 0 1sf x y z x y    .

Лема 1. [1] Оператор сплайн-інтерфлетації 
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Лема 2. [1] Оператор сплайн-інтерлінації, побудований на основі інтерфлетації 
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Лема 3. [1] Оператор сплайн-інтерполяції, побудований на основі інтерфлетації
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а функції      2 22, , , , , , , ,j jjG y r G y r G y r   ,    3 3, , , , , ,s sG z r G z r   3 , ,sG z r , 1, 2r 

визначаються аналогічно.
Лема 4. [1] Справедливі наступні рівності
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2.    1 1 2 1 3 1 2 3 , ,O O O O O O O O f x y z        
1 1

0, ,
2 3( , , ) ( , , ) ( , , )

j s

j

sj

y z
r r

k s
y z

f x G y r G z r d d
 

      
 



 

 


 

  ;

3.      1
,0,0

1 2 1 2 3 1, , ( , , ) ( , , )
k

k

x
r

j s k
x

O O O O O f x y z f y z G x r d


      .

Лема 5. [8] Справедливі наступні нерівності

 
1 1 1

1
2

, ,
( 2)!

k k

k k

x x r

x x

G x r d dx
r

  
  

  ,  
1 1

2 , ,
j j

j j

y y

j
y y

G y r d dy
 

   
12

( 2)!

r

r




, 

 
1 1

3 , ,
s s

s s

z z

s
z z

G z r d dz
 

   
12

( 2)!

r

r




.

2 Кубатурна формула обчислення 3 D коефіцієнтів Фур’є
з використанням операторів сплайн-інтерфлетації

Для обчислення інтегралів 3 ( , , ), 1, 2,3I m n p   пропонуються формули:

 
1 1 1

3
1

0 0 0

, , ( , , )sin2 sin2 sin2m n p Of x y z mx ny pzdxdydz       ,

1 1 1
3
2

0 0 0

( , , ) ( , , ) s2 s2 cos2m n p Of x y z co mxco ny pzdxdydz       ,

1 1 1
3 2 2 2
3

0 0 0

( , , ) ( , , ) i mx i ny i pzm n p Of x y z e e e dxdydz          .

Підставимо вираз для оператора сплайн-інтерфлетації та отримаємо відповідні 
кубатурні формули, наприклад:

 
11 1 1

3
11

00 0

( , , ) ( , , ) sin2 sin2 sin2
k

k

x

k k
k x

m n p f x y z h x mxdx nydy pzdz



       



 
11 1 1

2
00 0

( , , ) sin2 sin2 sin2
j

j

y

j j
j y

f x y z h y nydy mxdx pzdz



      



 
11 1 1

3
00 0

( , , ) sin2 sin2 sin2
s

s

z

s s
s z

f x y z h z pzdz nydy mxdx



      


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   
111 1 1

1 2
0 00

( , , ) sin 2 sin 2 sin 2
jk

k j

yx

k j k j
k j x y

f x y z h x mxdx h y nydy pzdz
 

 
       

 

   
1 11 1 1

1 3
0 00

( , , ) sin2 sin2 sin2
k s

k s

x z

k s k s
k s x z

f x y z h x mxdx h z pzdz nydy
  

 
      

 

   
1 11 1 1

2 3
0 00

( , , ) sin 2 sin 2 sin 2
j s

j s

y z

j s j s
j s y z

f x y z h y nydy h z pzdz mxdx
  

 
       

 

     
11 11 1 1

1 2 3
0 0 0

( , , ) sin2 sin2 sin2
jk s

k j s

yx z

k j s k j s
k j s x y z

f x y z h x mxdx h y nydy h z pzdz
   

  
       

  
.

Теорема 1. Для кубатурної формули  3
1 , ,m n p обчислення  3

1 , ,I m n p справедлива

така оцінка:  3 3
1 1( , , ) , ,I m n p m n p  

 3 3

8

( 2)! r

M

r 




.

Доведення. Маємо таку оцінку:

   3 3
1 1, , , ,I m n p m n p    

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) sin 2 sin 2 sin 2f x y z Of x y z mx ny pzdxdydz      

 
11 11 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) sin2 sin2 sin2
jk s

k j s

yx z

k j s x y z

f x y z Of x y z mx ny pzdxdydz
   

  
         

  

 
1 11 1 1 11 1 1

, .

0 0 0

( , , )
j jk s k s

k j s k j s

y yx z x z
r r r

k j s x y z x y z

f
      

  
            

  

     1 2 3, , , , , ,k j sG x r G y r G x r d d d dxdydz       

   
.

)!2(

~
8

)!2(

8~
)!2(

2

)!2(

2

)!2(

2~
333

3111

0

1

0

11

0
r

rrr

k j

r

s r

M

r
M

rrr
M



  





























  

Теорема доведена.

3 Кубатурна формула обчислення 3 D коефіцієнтів 
Фур’є з використанням операторів сплайн-інтерлінації,
побудованих на основі інтерфлетації

Для обчислення інтегралів 3( , , ), 1,2,3I m n p  пропонуються формули:

 
1 1 1

3
1

0 0 0

, , ( , , )sin2 sin2 sin2m n p Of x y z mx ny pzdxdydz        ,

 
1 1 1

3
2

0 0 0

, , ( , , )cos2 cos2 cos2m n p Of x y z mx ny pzdxdydz        ,
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 
1 1 1

3 2 2 2
3

0 0 0

, , ( , , ) i mx i ny i pzm n p Of x y z e e e dxdydz           .

Теорема 2. Для кубатурної формули  3
1 , ,m n p обчислення  3

1 , ,I m n p справед-

лива така оцінка:  3 3
1 1( , , ) , ,I m n p m n p 

   3 2 3
8 1 2 1

( 2 ) ! ( 2 ) ! r
M M

r r

 
 
   




.

Д о в е д е н н я .  О ц ін и м о  п о х и б к у  н а б л и ж е н н я

   
1 1 1

3 3
1 1

0 0 0

( , , ) , , ( , , ) ( , , ) sin 2 sin 2 sin 2I m n p m n p f x y z Of x y z mx ny pzdxdydz          

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) sin 2 sin 2 sin 2f x y z Of x y z Of x y z Of x y z mx ny pzdxdydz          

   3 3 3 3
1 1 1 1( , , ) , , ( , , ) , ,I m n p m n p m n p m n p       

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Of x y z dxdydz Of x y z Of x y z dxdydz          .

За теоремою 1    
 

3 3
1 1 3 3

8
, , , ,

( 2)! r

M
I m n p m n p

r
  






. Знайдемо оцінку 

 3 3
1 1( , , ) , ,m n p m n p   :

 3 3
1 1( , , ) , ,m n p m n p   

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )Of x y y O f x y z dxdydz   

     
1 1 1

1 2 3
0 0 0

, , , , , ,O f x y z O f x y z O f x y z     

       1 2 1 3 1 2 3 2 1, , , , , , , ,O O f x y z O O f x y z O O O f x y z O O f x y z        

         2 3 2 1 3 3 1 3 2 3 1 2, , , , , , , , , ,O O f x y z O O O f x y z O O f x y z O O f x y z O O O f x y z dxdydz           

       
1 1 1

1 1 2 1 3 1 2 3 2 2 1 2 3 2 1 3
0 0 0

, , , ,O O O O O O O O f x y z O O O O O O O O f x y z                  

   3 3 1 3 2 3 1 2 , ,O O O O O O O O f x y z dxdydz       

   
1 1 1

1 1 2 1 3 1 2 3
0 0 0

, ,O O O O O O O O f x y z dxdydz          

   
1 11

2 2 1 2 3 2 1 3
0 00

, ,O O O O O O OO f x y z dxdydz         

   
1 11

3 3 1 3 2 3 1 2
0 00

, ,O O O O O O O O f x y z dxdydz         

 
3/ 2 3/ 2 1 11 1 11 1 1

0, ,

0 0 0

( , , )
j jk s s

k s sj j

y yx z z
r r

k
k j s x y z y z

f x
     

  
         

  

  

    

    
2 3( , , ) ( , , )

j sG y r G z r d d dxdydz      
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 
3/2 3/2 11 1 1 11 1 1

,0,

0 00

( , , )
jk s k s

j s sk k

yx xz z
r r

j
j sk x y z x z

f y
     

 
         

  

  

    

    
31 ( , , ) ( , , )skG x r G z r d d dxdydz      

 
3/2 3/2 1 11 1 11 1 1

, ,0

0 00

( , , )
j jk s k

sj jk k

y yx xz
r r

s
s jk x y z x y

f z
     

 
         

  

   

    

     
21 ( , , ) ( , , )jkG x r G y r d d dxdydz      

1 1 1 1
3/2 3/2 3/2 3/21 1 1 12 2 2 2

( 2)!( 2)! ( 2)!( 2)!

r r r r
M M

r r r r

      
    

   
      1 1

3/ 2 3/ 2 1 12 2

( 2)! ( 2)!

r r
M

r r

  
 

 
  

     

2
21 1

12 2 3/2 2 3
12 12 1 12 1

12
( 2)!( 2)! ( 2)! ( 2)! ( 2)!

rr r
r

r
M M M

M
r r r r r

  
           

.

Отже,  3 3
1 1( , , ) , ,I m n p m n p 

 3 3

8

( 2)! r

M

r 




+

 2 3
1 2 1

( 2 ) ! r
M

r  
=

   3 2 3
8 1 2 1

( 2 ) ! ( 2 ) ! r
M M

r r

 
 
   




.  

Т е о р е м а  д о в е д е н а .

4 К у б а т у р н а  ф о р м у л а  о б ч и с л е н н я  3  D к о е ф і ц і є н т і в
Ф у р ’ є  з  в и к о р и с т а н н я м  о п е р а т о р і в  с п л а й н - і н т е р п о л я ц і ї ,
п о б у д о в а н и х  н а  о с н о в і  і н т е р ф л е т а ц і ї

Д л я  о б ч и с л е н н я  і н т е г р а л і в  3 ( , , ) , 1 , 2 , 3I m n p   п р о п о н у ю т ь с я  ф о р м у л и :

 
1 1 1

3
1

0 0 0

, , ( , , )sin2 sin2 sin2m n p Of x y z mx ny pzdxdydz       ,

 
1 1 1

3
2

0 0 0

, , ( , , )cos2 cos2 cos2m n p Of x y z mx ny pzdxdydz       ,

 
1 1 1

3 2 2 2
3

0 0 0

, , ( , , ) i mx i ny i pzmn p Of x y z e e e dxdydz         .

Теорема 3. Для кубатурної формули  3
1 , ,m n p обчислення  3

1 , ,I m n p справедлива

така оцінка:

 3 3
1 1( , , ) , ,I m n p m n p 

   3 2 3
8 1 2 1 8 1

( 2 ) !( 2 ) ! ( 2 ) ! r
M M M

rr r

 
  
   




.

Д о в е д е н н я .  О ц і н и м о п о х и б к у  н а б л и ж е н н я   3 3
1 1( , , ) , ,I m n p m n p :
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   
1 1 1

3 3
1 1

0 0 0

( , , ) , , ( , , ) ( , , ) sin2 sin2 sin2I m n p m n p f x y z Of x y z mx ny pzdxdydz        

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Of x y z Of x y z Of x y z Of x y z Of x y z          

sin2 sin 2 sin2mx ny pzdxdydz    

     3 3 3 3 3 3
1 1 1 1 1 1( , , ) , , ( , , ) , , , , ( , , )I m n p m n p m n p m n p m n p m n p         

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Of x y z dxdydz Of x y z Of x y z dxdydz          

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )Of x y z Of x y z dxdydz     .

За теоремою 1 та за теоремою 2 маємо:

   3 3
1 1, , , ,I m n p m n p   3 3

1 1( , , ) , ,m n p m n p  
   3 2 3

8 1 2 1

( 2 ) ! ( 2 ) ! r
M M

r r

 
 
   




.

З н а й д е м о  о ц ін к у   3 3
1 1( , , ) , ,m n p m n p  :

 3 3
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Висновки
У статті пропонуються та досліджуються кубатурні формули обчислення 3 D

коефіцієнтів Фур’є з використанням операторів сплайн-інтерфлетації на класі функцій,

визначених на  30 ,1G  і  т а к и х ,  щ о   ,0 , 0 ( , , )rf x y z M ,   0 , ,0 ( , , )rf x y z M ,  

 0 , 0 , ( , , )rf x y z M ,   , , 0 ( , , )r rf x y z M ,   ,0 , ( , , )r rf x y z M ,   0 , , ( , , )r rf x y z M ,  

 , , ( , , )r r rf x y z M  , 1 , 2r  . Ін ф о р м а ц ія  п р о  ф у н к ц ію  за д а н а  с л ід а м и  н а  с и с т е м і  

в за є м н о -п е р п е н д и к у л я р н и х  п л о щ и н , с л ід а м и  н а  с и с т е м і  в з а є м н о -п е р п е н д и к у л я р н и х  
л ін ій  т а  з н а ч е н н я м и  ф у н к ц і ї  у  в у з л о в и х  т о ч к а х . У  в с іх  в и п а д к а х  о т р и м а н а  о ц ін к а  
п о х и б к и  н а б л и ж е н н я  3  D  к о е ф іц іє н т ів  Ф у р ’є  к у б а т у р н и м и  ф о р м у л а м и . 

Т е с т у в а н н я  т а  а н а л із  з а п р о п о н о в а н и х  к у б а т у р н и х  ф о р м у л  б у д е  р о з г л я н у т и й  у  
н а с т у п н и х  с т а т т я х . П и т а н н я  я к о с т і  к у б а т у р н и х  ф о р м у л , т о б т о  ч и  є  п о б у д о в а н і  к у б а -
т ур н і ф о р м ул и  о п ти м ал ь н и м и  а б о  б л и зь к и м и  д о  н и х , б уд е  н а ст уп н и м  ет а п о м  д о сл ід ж ен ь .
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O.N. Lytvyn, O.P. Nechuiviter

Calculation of 3D Fourier Coefficients on the Class
of Differentiable Functions 

Modern problems of digital signal processing need the solutions with new forms of 
data. It means that information about function is set of flats or set of lines or set of knots.
The theory of interlineations and interflatation of functions is the most effective in this 
case.

In the work, cubature formulas of calculation of 3D Fourier coefficients with using 
spline-interflatation were submitted. Cubature formulas are presented in the case when
information about function is set of flats, set of lines and set of knots on one class of 
differentiable functions. The estimations of error of approaching of the cubature formulas
are presented.
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