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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÜIÕ ÐÅÆÈÌÎÂ
Â ÝËÅÌÅÍÒÀÕ ÌÈÊÐÎÝËÅÊÒÐÎÍÍÜIÕ ÏÐÈÁÎÐÎÂ

Ðåøåíà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîä-
íîñòè äëÿ èçîòðîïíîé ïîëîñû ñ èíîðîä-
íûì ïðÿìîóãîëüíûì âêëþ÷åíèåì, íà îä-
íîé èç ãðàíèö êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé
ñðåäîé, à äðóãàÿ íàãðåâàåòñÿ òåïëîâûì
ïîòîêîì.

Ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ óçëîâ è ýëå-
ìåíòîâ êîíñòðóêöèé ìèêðîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû
òðåáóåò òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâûõ ïðî-
öåññîâ â ñòðóêòóðàõ ñ èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷òî
èìååò êàê  òåîðåòè÷åñêîå, òàê è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå. Ó÷åò èíîðîäíûõ âêëþ÷åíèé â ñòðóêòóðàõ óñëîæ-
íÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îäíàêî óâåëè÷èâàåò åå
òî÷íîñòü, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òåðìîóñ-
òîé÷èâîñòè ñòðóêòóð. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà íîâûõ àë-
ãîðèòìîâ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ àíàëèçà òåìïå-
ðàòóðíûõ ðåæèìîâ â îòäåëüíûõ óçëàõ è êîíñòðóêöè-
îííûõ ýëåìåíòàõ ìèêðîýëåêòðîííîé àïàðàòóðû ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè òåë
îäíîìåðíîé êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû áûëè
ïðîâåäåíû â [1]. Â [2] ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå çà-
äà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ òåë
ñ òðåùèíàìè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ìåõàíè-
÷åñêèõ êâàäðàòóð.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ãðàíè÷íîé
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ èçîòðîï-
íîé ïîëîñû ñ èíîðîäíûì âêëþ÷åíèåì ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû, íà îäíîé èç ãðàíèö êîòîðîé îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé, à
äðóãàÿ íàãðåâàåòñÿ òåïëîâûì ïîòîêîì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ïîëîñó, ñîäåðæàùóþ

èíîðîäíîå ïðÿìîóãîëüíîå âêëþ÷åíèå ïëîùàäüþ 4hl,
îòíåñåííóþ ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x0y) ñ
íà÷àëîì â öåíòðå âêëþ÷åíèÿ (ðèñ. 1). Íà ãðàíèöàõ
âêëþ÷åíèÿ Lx={(x, y):|x|=h,|y≤l|} è Ly={(x, y):|x≤h|,
|y|=l} çàäàíû óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàê-
òà. Íà ãðàíèöå ïîëîñû Ã�={(x, �l�dí):|x|<∞} îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ êîíâåêòèâûé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðå-
äîé ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû tc. Äðóãàÿ ãðàíèöà ïî-

ëîñû Ã�={(x,l+dâ):|x|<∞ òåïëîèçîëèðîâàíà çà èñêëþ-
÷åíèåì îòðåçêà äëèíîé c, ëåâûé êîíåö êîòîðîãî íà-
õîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè  îò öåíòðà âêëþ÷åíèÿ è íà êî-
òîðûé ïàäàåò òåïëîâîé ïîòîê ìîùíîñòüþ q0=const.

Ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè

 Ðàñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ t(x, y) â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
[3, c. 46�58, 4, ñ. 17�29]
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Ââåäåì ôóíêöèþ [6]

ë( , ) èT x y= ⋅         (4)
è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå ïî ïåðåìåííûì x è y ñ ó÷å-
òîì ôîðìóëû (3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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(æ)

ä (æ)
æ

dS

d
±

± =  � àñèììåòðè÷åñêèå äåëüòà-ôóí-

êöèè Äèðàêà [5], èñïîëüçóåìûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîä-
íûõ ñðåä.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5) â ñîîòíîøåíèå (1), ïðè-
õîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñ ðàçðûâíûìè è ñèíãóëÿðíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè:

{

}
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 � îïåðàòîð Ëàïëàñà â äå-

êàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèè θ(±h, y), θ(x, ±l) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì [6]:
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÷åíèÿ èñêîìîé òåìïåðàòóðû.
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ãäå N(y, yj)=S�(y�yj)�S+(y�l);

N(x, xk)=S�(x�xk)�S+(x�h).
Ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî

êîîðäèíàòå  ê óðàâíåíèþ (8) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(2) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4), ïðèõîäèì ê îáûêíî-
âåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè
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 Íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9)
ðåøåíî ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ. Ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé  (10) ïîëó÷åíî ÷àñòíîå
ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (9), (10). Çàòåì, ïðèìåíèâ
îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó-
÷èì âûðàæåíèå
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Íåèçâåñòíûå àïïðîêñèìèðóþùèå çíà÷åíèÿ òåìïå-

ðàòóðû ( )è ( 1,..., 1),h
j j n± = − ( )è ( 1,..., 1)l

j k m± = − íàõî-

äèì, ðåøàÿ ñèñòåìó 2(n+m) ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííóþ èç âûðàæåíèÿ (11).

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå â
íåîäíîðîäíîé ïîëîñå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (11). Èç
ñîîòíîøåíèÿ (11) ïîëó÷àåì çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â
ëþáîé òî÷êå ïîëîñû è èíîðîäíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ
×èñëåííûé àíàëèç áåçðàçìåðíîé èçáûòî÷íîé òåì-

ïåðàòóðû *

0

T
T

q h
=  ïðîâîäèëñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè êðèòåðèÿ Áèî 
1

á
Bi

ë

h=  è ñëåäóþùèõ èñõîä-

íûõ äàííûõ: ìàòåðèàë ïîëîñû � êåðàìèêà ÂÊ94�I
(λ1=13,4 Âò/(ì·Ê)), ìàòåðèàë âêëþ÷åíèÿ � ñåðåáðî
(λ0=419 Âò/(ì·Ê)), êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé îòðåçêîâ
]�h;h[ è ]�l;l[ � n=m=5; L=l/h=2; Dâ=dâ/h; B=b/h=2;
C=c/h=1.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî ïîëó÷åííîå òåìïåðàòóðíîå
ïîëå ðàññìàòðèâàåìîé èçîòðîïíîé ïîëîñû â áåçðàç-
ìåðíûõ êîîðäèíàòàõ X=x/h è Y=y/h ïðè Dí=dí/h=1 è
Bi=5. Êàê âèäèì, òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñû Y=L+Dâ, ò. å. â îá-
ëàñòè íåïîñðåäñòâåííîãî âîçäåéñòâèÿ òåïëîâîãî ïî-
òîêà, à ïðè �4≤X≤4, �1,5≤Y≤0 è �4<X≤0, 0<Y≤4 îíà
ïðàêòè÷åñêè ðàâíà òåìïåðàòóðå ñðåäû.

Íà ðèñ. 3  ïîêàçàíî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû Ò íà
ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèÿ, îòêóäà âèäíî, ÷òî îíà ïðàêòè-
÷åñêè ðàâíà òåìïåðàòóðå ñðåäû ïðè X≤ �12, X ≥17 íà
ãðàíèöàõ, ãäå Y=const, è ïðè  Y≤ �2,75 íà ãðàíèöàõ,
ãäå X=const.

Ðèñ. 2.  Ðàñïðåäåëåíèå èçáûòî÷íîé áåçðàçìåðíîé òåìïå-
ðàòóðû Ò* ïî ïëîùàäè èçîòðîïíîé ïîëîñû ïðè Dí=1, Bi=5

6     4     2     0    �2     X
0            

            
 3        Y

Ò*

1,2
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0,4

0

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå èçáûòî÷íîé áåçðàçìåðíîé òåìïåðà-
òóðû Ò* íà ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèÿ âäîëü îñåé êîîðäèíàò

0x (à) è 0y (á) ïðè Dí=2, Bi=5
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Ãðàôèêè íà ðèñ. 4 äåìîíñòðèðóþò âëèÿíèå òåïëî-
îòäà÷è íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðè óêàçàííûõ
èñõîäíûõ äàííûõ. Çäåñü âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
êðèòåðèÿ Áèî òåìïåðàòóðà óáûâàåò.

***
Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà ãðà-

íè÷íàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ

èçîòðîïíîé ïîëîñû ñ èíîðîäíûì âêëþ÷åíèåì ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ôîðìû, íà îäíîé èç ãðàíèö êîòîðîé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé
ñðåäîé, à äðóãàÿ íàãðåâàåòñÿ òåïëîâûì ïîòîêîì.
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Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå èçáûòî÷íîé áåçðàçìåðíîé òåìïåðà-
òóðû Ò* âäîëü îñè êîîðäèíàò 0y ïðè X=0 äëÿ ðàçëè÷íûõ
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ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÄÈÀÒÎÐÎÂ Ñ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÌÈ
ÌÀÑÑÎÃÀÁÀÐÈÒÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ëþáûõ
ðåáðèñòûõ ðàäèàòîðîâ è ïðèâîäèò ê
ñíèæåíèþ ìàññû áîëåå ÷åì â 2,5 ðàçà
ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà â 1,5 ðàçà.

Ìîùíûå ïîëóïðîâîäíèêîâûå ïðèáîðû, êîòîðûå
øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðåîáðàçîâàòåëüíîé òåõíèêå
è â âûõîäíûõ êàñêàäàõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, èìåþò
îãðàíè÷åííóþ äîïóñòèìóþ òåìïåðàòóðó p�n-ïåðåõî-
äîâ [1]. Îáû÷íî ýòè ïðèáîðû î÷åíü êîìïàêòíû è èìåþò
âûñîêîå òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó êîðïóñîì
ïðèáîðà è îêðóæàþùåé ñðåäîé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èõ
òåïëîâîãî ðåæèìà ïðè çíà÷èòåëüíûõ óðîâíÿõ ìîù-
íîñòè ðàçðàáîò÷èêè ðàäèîàïïàðàòóðû îáû÷íî èñïîëü-
çóþò ðàäèàòîðû. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-
äèàòîðîâ [2, 3], îòëè÷àþùèõñÿ òèïîì îðåáðåíèÿ (ðåá-
ðèñòûå, øòûðåâûå, ïðîâîëî÷íûå, ãîôðèðîâàííûå) è
ôîðìîé îñíîâàíèÿ (ïëàñòèíà, öèëèíäð).

Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè òåìïåðàòóðû âäîëü òåïëîîòâîäÿùèõ ýëåìåíòîâ ðà-
äèàòîðîâ âîçìîæíî çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå èõ ìàñ-
ñû è ãàáàðèòîâ. Âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ ìàññû è
îáúåìà ðåáðèñòûõ ðàäèàòîðîâ ïîêàçàíà â [5, 6], îä-
íàêî îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïðè çàäàííîé òîëùè-
íå ðåáåð è, êðîìå òîãî, â èñïîëüçîâàííûõ ìîäåëÿõ

íå ó÷èòûâàëñÿ òðåõìåðíûé õàðàêòåð òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ â îñíîâàíèè ðàäèàòîðà. Ïðè ðàñ÷åòå òåïëîâûõ
ðåæèìîâ ðàäèàòîðîâ èñïîëüçîâàëèñü ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ 3-ãî ðîäà è ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ òåïëîîòäà÷è.

Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ñðåäñòâ èíæåíåðíî-
ãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [7�9], ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðî-
âàòü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñëîæíûõ êîíñò-
ðóêöèÿõ óñòðîéñòâ ðàçëè÷íîãî ïðèìåíåíèÿ. Â ñî÷å-
òàíèè ñ àëãîðèòìàìè îïòèìèçàöèè ýòî îòêðûâàåò ïóòü
ê ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàäèàòîðîâ,
ó÷èòûâàþùèõ ëþáûå êîíñòðóêòèâíûå è òåõíîëîãè-
÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìå-
òîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåáðèñòûõ ðàäèàòîðîâ ñ îïòè-
ìàëüíûìè ìàññîãàáàðèòíûìè ïàðàìåòðàìè íà îñíî-
âå èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ èíæåíåðíîãî ïðîåêòèðî-
âàíèÿ.

Òåïëîâàÿ ìîäåëü ðåáðèñòîãî ðàäèàòîðà

Ïîñòðîåíèå ìîäåëè ðàäèàòîðà â ñðåäå èíæåíåð-
íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äåëèòñÿ íà ýòàïû:

� ñîçäàíèå òðåõìåðíîé ìîäåëè òâåðäîãî òåëà ïî
çàäàííûì ðàçìåðàì;

� çàäàíèå òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèà-
ëà ðàäèàòîðà è ïàðàìåòðîâ òåïëîíîñèòåëÿ;


