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Розрахунок цифрових фільтрів із гіперкомплексними
коефіцієнтами третьої вимірності

Розроблено методику розрахунку рекурсивного цифрового фільтру 1-го
порядку з гіперкомплексними коефіцієнтами третьої вимірності, що
реалізує рекурсивний фільтр 3-го порядку з дійсними коефіцієнтами.
Визначено умову реалізації цифрового фільтра. На прикладі фільтра
низьких частот Батерворта розраховано гіперкомплексні коефіцієнти
і показано кращу параметричну чутливість частотної характерис-
тики фільтра з гіперкомплексними коефіцієнтами.
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Цифрова фільтрація є одним з найбільш могутніх інструментальних засобів
цифрової обробки інформації. Підкреслимо, що в реальних системах цифрової
обробки змінні та коефіцієнти запам’ятовуються у двійковій формі в регістрах, які
мають обмежену кількість розрядів, що може призводити до значних викривлень
вихідних даних. Тому існує актуальна задача забезпечення низької чутливості
цифрових систем до можливих коливань власних параметрів. У той же час мож-
лива побудова цифрових фільтрів (ЦФ) з гіперкомплексними коефіцієнтами. Най-
більш значущі переваги використання гіперкомплексних чисел — це зниження
порядку ЦФ і краща параметрична чутливість, що показується в багатьох роботах
[1–3]. Метою даної роботи є розробка методики розрахунку ЦФ із гіперкомплекс-
ними коефіцієнтами третьої вимірності, яка може слугувати альтернативою мето-
диці, викладеній в [1].

Використання гіперкомплексних чисел
при побудові цифрових фільтрів

Широке застосування цифрових фільтрів призвело в останнє десятиріччя до
створення структур цифрових рекурсивних фільтрів із гіперкомплексними коефі-
цієнтами. При створенні таких структур використовується та особливість, що пе-
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редавальна функція у вигляді дрібно-раціонального виразу в гіперкомплексній
області може бути перетворена в гіперкомплексну функцію з дрібно-раціональ-
ними компонентами більш високих степенів із дійсними коефіцієнтами. Крім то-
го, наукові публікації свідчать про інтерес до цієї актуальної теми в таких країнах,
як Німеччина, Японія та інших.

Водночас не треба забувати про збільшення обчислювальної складності ЦФ
при використанні гіперкомплексних чисел. Для подолання цієї проблеми успішно
застосовують різні підходи [1–3].

Розв’язання задачі побудови цифрових фільтрів
з коефіцієнтами–тричислами

Для розв’язання поставленої задачі в рамках даного підходу обрана система
гіперкомплексних чисел третьої вимірності (тричисел). Таблиця множення цієї
асоціативно-комутативної системи (будемо позначати її С3) наведена нижче.

Таблиця множення С3

e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3

e2 e2 e3 e1

e3 e3 e1 e2

Відповідно до таблиці, добуток двох тричисел X = x1e1 + x2e2 + x3e3 та Y =
= y1e1 + y2e2 + y3e3 становить X Y = (x1y1 + x2y3 + x3y2)e1 + (x1y2 + x2y1 + x3y3)e2 +
+ (x1y3 + x2y2 + x3y1)e3.

Норма числа X = x1e1 + x2e2 + x3e3 дорівнює |X| = x1
3 + x2

3 + x3
3 – 3x1x2x3, а

спряженим до числа X є число X = (x1
2 – x2x3)e1 + (x3

2 – x1x2)e2 + (x2
2 – x1x3)e3.

Нехай передавальна функція ЦФ 3-го порядку з дійсними коефіцієнтами має
вигляд:
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Реалізуємо її за допомогою передавальної функції 1-го порядку з коефіцієн-
тами-тричислами:
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де g = g1e1 + g2e2 + g3e3; h = h1e1 + h2e2 + h3e3; k = k1e1 + k2e2 + k3e3.
Розпишемо вираз для Hh(z) більш докладно:
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Прирівнюючи вирази при однакових степенях z знаменників Hr(z) і Hh(z),

отримаємо систему рівнянь, з якої





























.
2727

4

3

2

27

4

;
327

2
5,0

;
3

2233
2

3

3

3,2

1

popqopqo
qD

D
opo

qk

o
k

Позначимо чисельник Hh(z) як H1(z)e1 + H2(z)e2 + H3(z)e3. Розпишемо більш
докладно перший множник: H1(z) = g1 + [h1 + 2g1k1 – g2k3 – g3k2]z

–1 + [g1(k1
2 –

– k2k3) + g2(k2
2 – k1k3) + g3(k3

2 – k1k2) + 2h1k1 – h2k3 – h3k2]z
–2 + [h1(k1

2 – k2k3) +
+ h2(k2

2 – k1k3) + h3(k3
2 – k1k2)]z

–3.
Знову прирівнюючи вирази при однакових степенях z множника H1(z) і чисе-

льника Hr(z), отримуємо систему чотирьох лінійних рівнянь з шістьма невідоми-
ми. Прийнявши g2 = g3 = 0 і зробивши позначення l1 = k1

2 – k2k3, l2 = k2
2 – k1k3, l3 =

= k3
2 – k1k2, отримаємо розв’язок:
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При розв’язанні системи рівнянь одночасно ми отримали головну умову реа-
лізації ЦФ (параметр D має бути невід’ємним).

Приклад розрахунку цифрових фільтрів

Для прикладу візьмемо фільтр низьких частот Батерворта 3-го порядку, що
визначається наступним різницевим рівнянням: yn = xn–3 + 3xn–2 + 3xn–1 + xn–0 +
+ 0,6041096995yn–3 – 2,1152541270yn–2 + 2,4986083447yn–1.

Визначимо коефіцієнти ЦФ при реалізації шляхом запропонованого підходу:
k = – 0,8328694482 e1 + 0,1391882026 e2 – 0,0819982655 e3, g = e1, h = 4,6657388964 ×
× e1 + 282,0253983937 e2 + 93,8209934466 e3.

На рис. 1 зображено три АЧХ: ідеального фільтра (M); ЦФ з квантованими до
трьох десяткових розрядів дійсними коефіцієнтами (Mr); ЦФ з квантованими до
трьох десяткових розрядів гіперкомплексними коефіцієнтами (Mh). Можна поба-
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чити, що АЧХ ЦФ із гіперкомплексними коефіцієнтами менше відхиляється від
ідеальної АЧХ. У смузі заглушення всі АЧХ майже співпадають.

На рис. 2 зображені аналогічні графіки ФЧХ. У лівій частині графіка (у смузі
пропускання фільтра) ФЧХ ЦФ із квантованими дійсними коефіцієнтами (Fr) зна-
чно відрізняється від ідеальної ФЧХ (F), у той час як ФЧХ ЦФ із квантованими
гіперкомплексними коефіцієнтами (Fh) майже співпадає з ідеальною характерис-
тикою. ФЧХ у смузі заглушення має незначний вклад у формування вихідного
сигналу, тому гірша на цьому інтервалі ФЧХ ЦФ із гіперкомплексними коефіцієн-
тами не суттєва.

Рис. 1. АЧХ різних реалізацій фільтра

Рис. 2. ФЧХ різних реалізацій фільтра
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Висновки

У даній роботі отримано розрахункові формули для переходу від рекурсивно-
го ЦФ 3-го порядку з дійсними коефіцієнтами до еквівалентного йому ЦФ 1-го
порядку з гіперкомплексними коефіцієнтами третьої вимірності. Встановлено го-
ловну умову, за якої можлива реалізація ЦФ у системі тричисел. На прикладі ни-
зькочастотного фільтра продемонстровано кращу параметричну чутливість ЦФ з
гіперкомплексними коефіцієнтами третьої вимірності.
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