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Ефект обтиску в задачах про коливання попередньо

навантажених оболонок

The paper presents a technique for studying the natural frequencies of nonthin inhomogeneous
shells of revolution acted by static axisymmetrical loads. The technique is based on a nonclassic
shell model that takes all the kinds of transverse deformation (transverse shears and reduction
across a wall thickness) into account. The efficiency of allowing for the reduction across the
wall thickness is illustrated by the example of a substantially inhomogeneous nonthin cylindrical
shell with complicated structure.

Предметом дослiдження даної роботи є динамiчнi характеристики нетонких iстотно не-
однорiдних за товщиною оболонок обертання складної форми меридiану, що знаходяться
в полi осесиметричних статичних навантажень загального вигляду. В бiльшостi робiт цьо-
го напрямку дослiдження проводиться на основi двох оболонкових моделей — класичної
Кiрхгофа–Лява та уточненої Тимошенка–Рейснера–Мiндлiна, що для багатьох практично
важливих тонкостiнних елементiв забезпечувало достатню точнiсть розрахункiв [1–5]. Для
нетонких неоднорiдних за товщиною оболонок при попередньому напружено-деформова-
ному станi, що викликаний iстотно нерiвномiрним навантаженням, використання вказаних
моделей може давати певну похибку в дослiдженнi. В зв’язку з цим в роботi для розрахун-
ку динамiчних характеристик попередньо навантажених оболонок пропонується пiдхiд на
основi некласичної моделi, що враховує як поперечнi зсуви, так i обтиск за товщиною. Ця
модель для аналiзу контактної взаємодiї оболонок обертання з плоскою основою та до-
слiдження вiльних коливань нетонких шаруватих оболонок з вiдмiнними властивостями
матерiалiв шарiв застосовувалась в [6, 7].

Ефект врахування обтиску в задачах про коливання оболонок в полi статичних наванта-
жень iлюструється на прикладi цилiндричної оболонки при досить широких припущеннях
вiдносно її структури та неоднорiдностi по товщинi.

Розглядається клас нетонких неоднорiдних оболонок обертання, геометрiя яких опису-
ється в криволiнiйнiй ортогональнiй системi координат s, θ, γ, де s змiнюється по твiрнiй-ме-
ридiану; θ — центральний кут в площинi поперечного перерiзу; γ змiнюється по нормалi
до деякої вiдлiкової координатної поверхнi γ = 0. За товщиною оболонки можуть мати не-
симетричну структуру вiдносно координатної поверхнi i формуватися з довiльного числа
ортотропних шарiв змiнною за меридiаном товщиною, що працюють без вiдриву та проков-
зування. На торцях s = s0 та s = s1 приймаються будь-якi фiзично несуперечливi умови
закрiплення та навантаження. Оболонки знаходяться пiд дiєю статичних осесиметричних
полiв рiзної природи, що мають довiльний характер розподiлу за меридiаном.

Коливання таких оболонок вважаються малими збуреннями вiдносно основного стану,
що викликаний статичним навантаженням, так що задача в цiлому формулюється за геомет-
рично нелiнiйною теорiєю в квадратичному наближеннi [8]. Матерiал приймається пруж-
ним i працює згiдно з узагальненим законом Гука. Стацiонарне деформування оболонки
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розглядається на основi некласичної моделi з урахуванням поперечних зсувiв та обтиску
при лiнiйнiй апроксимацiї за товщиною всiх компонент вектора перемiщень [9].

us(s, θ, γ, t) = u(s, θ, t) + γψs(s, θ, t),

uθ(s, θ, γ, t) = v(s, θ, t) + γψθ(s, θ, t),

uγ(s, θ, γ, t) = w(s, θ, t) + γψγ(s, θ, t),

(1)

де us, uθ, uγ та u, v, w — перемiщення довiльної точки оболонки та точки координатної
поверхнi у напрямках s, θ, γ вiдповiдно; ψs, ψθ — повнi кути повороту; ψγ — деформацiя
за нормаллю γ; t — змiнна часу.

Враховуються iнерцiйнi сили, пов’язанi з перемiщеннями координатної поверхнi, попе-
речними зсувами та обтиском.

В рамках прийнятих вихiдних припущень коливання пружних оболонок при наявностi
статичного навантаження описується двовимiрною нелiнiйною задачею, яку можна подати
у виглядi

∂N

∂s
= LN +G+ q0 + C

∂2N

∂t2
, s ∈ (s0, s1), θ ∈ (0, 2π); (2)

BjN = b0j , s = sj (j = 0; 1) (3)

з умовами перiодичностi в коловому напрямку — N(s, θ + 2π) = N(s, θ). Тут N = {Ns, Nsθ,
Qs,Ms,H, Ps, u, v, w, ψs, ψθ, ψγ}

T — шукана вектор-функцiя з статичних та кiнематичних
характеристик напруженого стану; L — матричний диференцiальний оператор другого по-
рядку по змiннiй θ, що вiдповiдає основним спiввiдношенням прийнятої моделi [9]; компо-
ненти вектора G = {gm} (m = 1, . . . , 12) є квадратичними функцiями компонент вектора
N ; C, Bj — матрицi, що характеризують iнерцiйнi властивостi оболонки та граничнi умови

на торцях s = sj (j = 0; 1); q0 та b0j — вектори розподiлених та контурних навантажень
при s = sj (j = 0; 1).

Оскiльки коливання оболонки вважаються малими вiдносно основного стану, шуканий
вектор N допускає фiзично обгрунтовану декомпозицiю на два вектори — N = N (1) +N (2),
деN (1) характеризує основний стан при статичних навантаженнях, а N (2) — малi коливання
вiдносно цього стану. Вiдповiдно i задача (2)–(3) розпадається на двi зв’язанi задачi вiдносно
цих векторiв.

Перша задача є одновимiрною лiнiйною або нелiнiйною задачею статики по визначенню
напруженого стану оболонки при осесиметричних навантаженнях

dN (1)

ds
= L

0N (1) +G(s,N (1), . . .) + q0, s ∈ (s0, s1); (4)

BjN
(1) = b0j , s = sj (j = 0; 1) (5)

(L0 — матричний диференцiальний оператор нульового порядку). Для її розв’язання ви-
користовується лiнеаризацiя за Ньютоном–Канторовичем–Рафсоном та метод дискретної
ортогоналiзацiї для розв’язання лiнiйних крайових задач, як це описано в [10] для класич-
ної теорiї оболонок.
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Друга задача формулюється вiдносно вектора N (2) i пов’язана з визначенням малих
незатухаючих коливань попередньо навантаженої оболонки

∂N (2)

∂s
= L̃N (2) + C

∂2N (2)

∂t2
, s ∈ (s0, s1), θ ∈ (0, 2π); (6)

BjN
(2) = 0, s = sj (j = 0; 1); (7)

N (2)(s, θ + 2π) = N (2)(s, θ). (8)

Тут L̃ — матричний диференцiальний оператор, що вiдповiдає оператору L в (2). Вiн одер-
жаний в результатi лiнеаризацiї функцiй G вiдносно N (2) та мiстить компоненти вектора
N (1) як параметричнi члени.

Для знаходження розв’язку цiєї задачi розроблено чисельно-аналiтичний пiдхiд, що ба-
зується на використаннi методу вiдокремлення змiнних, методу оберненої iтерацiї з побу-
довою вiдношення Релея та методу дискретної ортогоналiзацiї. Цей пiдхiд в цiлому для
класичної моделi деформування та уточненої моделi типу Тимошенка був успiшно апробо-
ваний в [3]. Розрахунок власних частот за методом оберненої iтерацiї [11] для iнших класiв
пружних елементiв використовувався в [12].

Запропонований пiдхiд до визначення динамiчних характеристик оболонок обертання
пiд дiєю статичного навантаження з урахуванням поперечних зсувiв та обтиску реалiзовано
в програмному комплексi на ПК.

Ефект врахування обтиску проiлюструємо на модельнiй задачi для тришарової цилiнд-
ричної оболонки довжиною 2l(s[−l, l]), радiусом серединної поверхнi R i загальною тов-
щиною H. Оболонка має симетричну структуру за товщиною, а шари її є iзотропними
з рiзними фiзико-механiчними властивостями. Зовнiшнi шари товщиною h1 кожний ма-
ють модуль пружностi E = E0, густину ρ = ρ0 i коефiцiєнт Пуассона ν, внутрiшнiй шар
товщиною h2 має E = E0/d, з тим же коефiцiєнтом Пуассона. Параметр d або η = lgd
характеризує неоднорiднiсть цилiндра за товщиною (η = 0 вiдповiдає однорiднiй iзотропнiй
оболонцi з матерiалу зовнiшнiх шарiв). Оболонка знаходиться при нормальному осесимет-
ричному навантаженнi iнтенсивностi q0, що дiє в серединнiй поверхнi на кiльцевому поясi
довжиною 2l∗ з центром в перерiзi s = 0 (s[−l∗, l∗]). Торцi оболонки вважаються жорстко
закрiпленими.

Власнi частоти цiєї оболонки будемо дослiджувати при фiксованiй локалiзацiї наван-
таження δ = l∗/l залежно вiд ступеня неоднорiдностi оболонки за товщиною (параметр
η ∈ [0; 3]) та вiдносної товщини внутрiшнього шару (параметр γ = h2/H ∈ [0; 1]).

Розрахунок частот такого шаруватого цилiндра при заданому локалiзованому наванта-
женнi проводиться за такими моделям:

1) класична модель Кiрхгофа–Лява, де нехтується всiма типами поперечної деформацiї;
2) уточнена модель Тимошенка, де враховуються поперечнi зсуви;
3) некласична модель з урахуванням поперечних зсувiв та обтиску за товщиною.
Результати розв’язання задачi за цими моделями позначено вiдповiдно буквами K, T ,H.

Порiвняння розв’язкiв за цими моделями дає змогу оцiнити внесок кожного типу попереч-
ної деформацiї в уточнення результатiв за класичною моделлю. Для порiвняння вибрана
величина iнтенсивностi навантаження q∗, при якiй значення мiнiмальної частоти оберта-
ється в нуль (ωmin(q) ∼ 0). Ця величина у вiдповiдностi з динамiчним критерiєм стiйкостi
оболонок зазвичай приймається за значення верхнього критичного навантаження.
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Розрахунки наведено для таких вихiдних даних: R = 100l0, 2l/R = 2, H/R = 1/5,
δ = 0,1; де l0 — характерний лiнiйний розмiр цилiндра. Значення вiдносного критичного
навантаження q = q∗(η)/q∗K(0) дано в табл. 1 залежно вiд степеня неоднорiдностi цилiндра
η = 0; 1; 2; 3 для двох випадкiв вiдносної товщини внутрiшнього шару γ = 0,1 та γ =
= 0,9 (q∗K(0) — значення q∗, що одержано за класичною моделлю для однорiдної оболонки
з матерiалу зовнiшнiх шарiв).

Для однорiдної оболонки (η = 0) врахування поперечних зсувiв та обтиску уточнює
значення q∗ за класичною моделлю майже на 20%. Неоднорiднiсть оболонки за товщиною
(η = 1; 2; 3) у випадку досить тонкого внутрiшнього шару (γ = 0,1) практично не впливає
на значення критичного навантаження, що вiдтворюється всiма моделями з близьким вiд-
сотковим уточненням. При значнiй товщинi внутрiшнього шару (γ = 0,9) η = 1 значення
q∗ за класичною моделлю (К) зменшується майже на 30% при розрахунку за уточненою
моделлю (Т) i майже на 50% при врахуваннi поперечних зсувiв та обтиску (Н). При η = 3 —
бiльше за 40% за моделлю Тимошенка та майже на 70% — за некласичною.

Вiдсотковий внесок урахування власне зсувiв ε1 = (q∗K − q∗T )/q∗K · 100 та власне об-
тиску ε2 = (q∗T − q∗H)/q∗T · 100 в уточнення результатiв класичної теорiї iлюструють данi
табл. 2 для двох варiантiв неоднорiдностi матерiалу (η = 1; 2) та рiзних значень товщини
внутрiшнього шару.

Коли властивостi матерiалiв шарiв вiдрiзняються на порядок (η = 1), найбiльше уточ-
нення має мiсце для вiдносної товщини внутрiшнього шару γ = 0,75, як при врахуваннi
поперечних зсувiв (ε1 = 29)%, так i при врахуваннi обтиску (ε2 = 31)%. При рiзницi влас-
тивостей у два порядки (η = 2) це спостерiгається для γ = 0,9 (ε1 = 37%, ε2 = 44)%. Для

Таблиця 1

q = q∗(η)/q∗K(0)

Модель
η

0 1 2 3

γ = 0,1

Кiрхгофа (К) 1,00 1,00 1,00 1,00

Тимошенка (Т) 0,8348 0,8272 0,8264 0,8264

Некласична (Н) 0,8129 0,7757 0,7717 0,3458

γ = 0,9

Кiрхгофа (К) 1,00 0,3802 0,3458 0,3458

Тимошенка (Т) 0,8348 0,2747 0,2182 0,2127

Некласична (Н) 0,8129 0,1968 0,1221 0,1141

Таблиця 2

ε
γ

0 0,1 0,5 0,75 0,9 0,99 1

η=1

ε1, % 16 18 25 29 28 19 16

ε2, % 3 6 23 31 28 8 3

η = 2

ε1, % 16 18 26 33 37 33 16

ε2, % 3 7 26 39 44 30 3
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цих i близьких до них товщин внутрiшнього шару ефект вiд врахування обтиску переви-
щує ефект вiд врахування чисто зсувiв.

Таким чином, коректне дослiдження коливань iстотно неоднорiдних за товщиною обо-
лонок, що знаходяться в полi статичних навантажень загального вигляду, потребує враху-
вання як поперечних зсувiв, так i обтиску.
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