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Вступ. Поряд із сумами Фур'є, в якості агрегатів, що використо-
вуються в теорії наближення, розглядають всеможливі тригономет-
ричні поліноми. Це викликано тим, що іноді суми Фур'є даної функції 
збігаються до неї дуже повільно, а іноді взагалі розбіжні, навіть якщо 
наближаюча функція є неперервною. Вказаний фактор заставляє 
шукати підходи побудови послідовності наближаючих поліномів, які 
б рівномірно збігалися на всьому просторі С неперервних функцій. 
При цьому швидкість збіжності того чи іншого методу наближення 
до наближаючої функції переважно пов'язана із її гладкістю (запасом 
диференційовності). Спроба знайти підходи до апроксимації функції 
не пов'язані із гладкістю останньої, а лише із її значеннями в окремих 
точках привела до розгляду інтерполяційних тригонометричних 
многочленів. Неоцінимий внесок в розвиток теорії інтерполяції 
функцій вніс академік С. М. Нікольський. 

Постановка задачі. Нехай  = k   — довільна фіксована пос-

лідовність дійсних чисел така, що ряд 

  
=1

cos ,
2k

k kt


   
 

  (1) 

де R  , є рядом Фур'є деякої сумовної функції  t . Тоді множину 

функцій  f x , для кожної з яких майже скрізь виконується рівність 

      0 1
= ,

2

a
f x x t t dt






 

    (2) 
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позначимо через L  (див., напр., [1, с. 131—137]). При цьому функ-

цію   називають  ,  -похідною функції f  і позначають через 

 f x
 , а функцію  f x  —  ,  -інтегралом функції   та позна-

чають через  ;I x
  . Якщо f L  і, крім того, f  N , де N  — 

деяка підмножина з  0 = : , 1L f f L f  , то записують, що 

f L N . Крім того, вважають =C C L 
  , 0

, =C C U 
   , 

0
1,1 =L L U 

  , де  0 = : 1, 1p p p
U f L f f   , = 1,p  . 

Нехай, далі,    1 2,k k   — довільні послідовності дійсних чи-

сел,  1 0 = 1 . В роботі [2] показано, що при виконанні умови 

     2 2
1 2= 0,k k k k N      та існуванні деякої функції  x , 

для якої ряд 

    1 2
=0

cos sin
k

k kx k kx 


  (3) 

є її рядом Фур'є, тоді для кожної функції f L  майже скрізь вико-
нується рівність 

         0 01
= = * ,

2 2

defa a
f x f x t t dt f x 

 

      (4) 

в якій  f    — ( -похідна функції f  ( -похідна співпадає із 

 ,  -похідною, якщо 
 
 

 
 

1 2= cos , = sin
2 2

k k

k k

  
 

). 

Нехай пари     1 2= ;k k   ,     1 2= ;k k    — пари до-

вільних послідовностей дійсних чисел. Будемо говорити, що пара   

L -передує парі  , якщо L L   і писати 
L

  . В [3] показано, 

що при 0, k N   , із-передування     випливає, що для дові-

льної функції  f x L  існує  f x , причому  f x L  , де пара 

    1 2= ;k k    задовольняє умовам 

          
 

1 1 2 2
1 2

= ;
k k k k

k
k

   





 (5) 
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         
 

2 1 1 2
2 2

= ,
k k k k

k
k

   





 

де, крім того,   =S f S


 
 

      
. 

Якщо ж тригонометричний ряд 

     1 2
=0

cos sin ,
k

k k kt k k kt 


  

де послідовності    1 2,k k   задовольняють рівностям (5), є рядом 

Фур'є деякої сумовної функції  D t , то 
L

  . Розглядаючи мно-

жини C  та бажаючи досягти неперервності «молодших» похідних, 

введемо поняття С-передування пар   та   таким чином. Будемо 

писати 
C

   (пара   С-передує парі  ), якщо для функції 

 f x C  існує неперервна  -похідна. 

Розглянемо набір пар     ,1 ,2= ;i ii k k   , які C -передують 

парі , = 1,i m , при цьому для  f x C   i if x C  , де послідов-

ності    1 2,k k   вибрані згідно рівностей (5). 

Нехай  f x  — 2 -періодична неперервна функція, яка допус-

кає подання (4), в якому   1esssupt f t  . 

Задача вивчення асимптотичної поведінки величини 

      * *; = ; , ,supn n

f C

C x f x S f x n




 

   (6) 

де  * ;nS f x  — інтерполяційний тригонометричний поліном n-го сте-

пеня, що співпадає із функцією  f x  у вузлах   = ,
n

k
k

x
n


 

= 0, 1, 2, ,k     відноситься до циклу екстремальних задач Колмого-
рова—Нікольського. 

У цій статті встановлюється поведінка при n   величини 

        * *
,

=1

; = ; ,sup
m

i i
n m ni

if C

C x n f x S f x 




 

  
 

  (7) 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 5 

229 

яка характеризує сумісне наближення i  — похідних функції  f x  

інтерполяційними многочленами з парним числом вузлів на періоді. 

Допоміжні твердження. Тригонометричний інтерполяційний 

многочлен  * ;nS f x  аналогічно як і інтерполяційний многочлен 

 ;nS f x , який співпадає із функцією  f x  в точках 
2

2 1

k

n




 

(див., напр., [4, с. 127—130], [5, с. 39—42]) записується формулою 

        1
* 1 *

=

; = ,
n

n n
n n k k

k n

S f x n D x x f x





  (8) 

де  *
sincos 2= =

2 2n

t
nt ctgnt

D D t


  — модифіковане ядро Діріхле 

степеня n, а   =1

1
sin

1 2
= cos =

2 2sin
2

n
n k

n t

D t kt
t

  
   — ядро Діріхле 

степеня n. Тоді інтерполяційний многочлен лінійної комбінації i  — 

похідних функції  f x C
  матиме вигляд 

 

   

       

def
* *

=1

1
1 *

=1 =

; = ; =

.

m
i

n ni
i

m n
n n

ni k k
i k n

S n f x S F x

n n D x x f x










 
 
 

 



 
 (8`) 

Через  nE C
  позначимо точну верхню межу найкращих наб-

лижень функцій  f x  із класу C
  тригонометричними поліномами 

 1nt x  степеня 1n   в метриці простору C , тобто 

     1= .supn n C
f C

E C f x t x


 

 

  

У випадку кількості доданків m=1 на відомих класах rW  
величина (7) досліджена С. М. Нікольським ([6]), а при довільній 

кількості доданків на класах rW  — авторами [7]. 

Має місце лема, приведена в роботі [7, с. 139]. 
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Лема. Для функції Лебега     1* *
=

1
=

n n
n n kk n

L x D x x
n


   

інтерполяційного многочлена  * ;nS f x  має місце асимптотична рівність 

    * 2
= ln sin 1 .nL x n nx


    (9) 

Основні результати. Нехай 

  
 

     , 1
=11

= sup inf
m

i
n m ni

t in Cf x C

E C n f x t x


 

 

  (10) 

точна верхня межа найкращих наближень комбінацій i  — похідних 

функції  f x C
  тригонометричними многочленами степеня 1n   

(див., напр., [8, с. 3—54]). 

Теорема. Нехай функція  f x C
 , пари i  С — передують 

парі  , при цьому має місце рівність 

 
   

      

,
=1 =1

,1 ,2

1
=

cos sin sin ,

m

n m i
k i

i i

E C n

k kt k kt sign nt dt









  








  


 (11) 

тоді для величини  *
, ;n m C x

  справедлива асимптотична рівність 

       *
, , ,

4
; = ln sin 1 , .n m n m n mC x E C n nx E C n  

        (12) 

Доведення. Враховуючи співвідношення (8`), для лінійнoї ком-
бінації  F x  маємо 

 

   

       

* *

=1

1
1 *

=1 =

; = ; =

.

m
i

n n i
i

m n
n ni

ni k k
i k n

S F x S n f x

n n D x x f x














 
 
 

 



 
 (13) 

Оскільки    *
1 1; =n n nS t x t x   і оператор *

nS  — лінійний, то для 

довільної функції  f x C
  отримаємо 

             

           

* * * *
1 1

* * * * * *
1 1 1

; = ; = ; =

= ; ; ,

n n n n n

n n n n n n

F x F x S F x F x t x t x S F x

F x t x S F t x F x t x S F t x

  

  

   

      
 (14) 
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де  *
nt x  — многочлен найкращого наближення функції  F x  в мет-

риці простору С. 
Із співвідношення (13) отримаємо 

            
            

1
* * * *

= =1

1
* * *

=1 =

1
; =

1
= ,

n m
n n ni

n n n nik k k
k n i

m n
ni

n n n ni k
i k nC

S F t x D x x n f x t x
n

n f x t x D x x E F L x
n

















 
    

 

    

 

  
 (15) 

де  nE F  — величина найкращого наближення функції F в просторі 

С, а саме 

     1
1

= .infn n Ctn

E F F x t x


  

Із нерівностей (14)—(15) робимо висновок 

       *; 1 .n n nF x L x E F     (16) 

Оскільки згідно (10) 

   , ,n n mE F E C
  

то для величини  *
, ;n m C x

  отримуємо нерівність 

       * *
, ,; 1 .n m n n mC x L x E C 

     (18) 

Для завершення доведення теореми досить тепер побудувати 

функцію  f x C
 , на якій досягається знак рівності в (18). 

Покладаємо 

         1 2
=1

1
= cos sin sin ,n

k

f x k kt k kt sign n t x dt




  






    (19) 

де   задовольняє (11). Тоді лінійна комбінація  F x  запишеться у 

вигляді 

 
        

  

,1 ,2
=1 =1

1
= cos sin

sin .

m

n i ii
k i

F x n k kt k kt

sign n t x dt





  








 

  

  (20) 

Використовуючи розвиток в ряд Фур'є функції sinsign nt , із 
співвідношення (20) отримаємо 

   
    ,1

=1 =1

2 1 cos 2 14
=

2 1

m i

n i
k i

n k k nx
F x n

k

 




    
 
 


  
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     ,2 2 1 sin 2 1
.

2 1

i n k k nx

k

    




 

Із умови теореми, а також співвідношень (19)—(21), випливає, 

що функція  f x C
  та  nF x  приймає в точках  n

kx  значення 

 ,n mE C
  почергово: 

 
         ,1 ,2

=0

=

2 1 sin 2 1 2 1 cos 2 18
1 =

? 2 1

n

i ij

k

j
F

n

n k k n k k

k



   

 
 
 

    
 


 

          ,1 ,2
=1 =1

1
= 1 cos sin sin .

m
j

i ii
i k

n k kt k kt sign nt dt




   






     

Крім того    ,n n mF x E C
 . 

Отже, 

            * *
, ,; = 1 .n n n n m n mF x S F x L x E C E C 

     (22) 

Співвідношення (9), (18), (22) доводять теорему. Теорема доведена. 

Зауважимо, що в деяких конкретних випадках величини 

 ,n mE C
  знайдені. Зокрема, на класах Вейля—Надя ,

rW   точне 

значення величини 

 
 

     , , 1
2 =11,

= sup inf
m rrr ii

n m n
it if x W n C

E W n f x t x 




 

 

  

при деяких обмеженнях на параметри ir , i   = 1,i m  знайдені в [8]. 

На класах згорток із узагальненими ядрами Пуассона 

 , =1
( ) = cos , 0,1 , ,

2
q k

k
t q kt q R

 


    
 

  для аналогу величи-

ни  ,n mE C
  вказані точні значення в [9], а в роботі [10] ця задача 

розв'язана для класів згорток періодичних функцій, які можуть бути 
регулярно продовжені у фіксовану смугу комплексної площини. В 
кожному з цих випадків асимптотичну рівність (12) доведеної вище 
теореми можемо конкретизувати. 
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