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Развита разработанная ранее автором на основе общей теории определяющих соотно­
шений Нолла с использованием методов рациональной механики континуума классификация 
моделей материалов в механике сплошной среды.

К лю ч е в ы е  с л о в а : механика континуума, теория простых по Ноллу матери­
алов, определяющие соотношения, классификация моделей материалов.

В развитии научного знания классификации играют большую роль [1]. 
Наиболее значимыми являются те, которые построены дедуктивным мето­
дом, естественны (в качестве основных берутся существенные признаки, из 
которых вытекает максимум производных, так что классификация может 
служить источником знания классифицируемых объектов) и имеют вид 

“перевернутого дерева” [1].
В работе [2] отмечалось: “В науке по ее существу всегда приходится 

иметь дело с моделями. Вне их конкретных классов бессмысленно говорить
об основных понятиях теории и закономерностях природы”. Согласно [3]: 

“Механика не изучает природные объекты непосредственно. Вместо них она 
рассматривает тела -  математические понятия, полученные абстрагирова­
нием некоторых общих черт многих природных объектов”. Таким образом, в 
механике сплошной среды можно классифицировать не наблюдаемые в 
природе материалы, а только их модели (определяющие соотношения, физи­
ческие уравнения).

Разработка классификации моделей материалов неразрывно связана с 
методами их построения. В данной работе ограничимся чисто механичес­
кими моделями материалов и их классификацией.

В настоящее время известны два основных подхода к построению 
определяющих соотношений в механике континуума: феноменологический 
и аксиоматический. Такое разделение в некоторой степени условно. Аксиома­
тический подход, как и феноменологический, основан на обобщении экспе­
риментальных результатов, но при этом характеризуется большим уровнем 
обобщения.

При построении определяющих соотношений в рамках феноменоло­
гического подхода преимущественно используется метод индукции. С при­
менением этого подхода разработано большинство определяющих соотно­
шений. Рассмотрены твердые деформируемые тела, жидкости и жидкие 
кристаллы. Для твердых деформируемых тел построены модели упругих, 
вязкоупругих, упругопластических, упруговязкопластических и вязкоупруго­
вязкопластических материалов.

* По материалам доклада на международной научно-технической конференции “Динамика, 
прочность и ресурс машин и конструкций” (1-4 ноября 2005 г., Киев, Украина).
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Наибольшего развития в феноменологии получили модели изотропных 
материалов с относительно простым механическим поведением при малых 
деформациях. Для материалов со сложной реакцией на деформирование (в 
первую очередь упругопластические и вязкоупруговязкопластические), осо­
бенно для произвольных деформаций и видов симметрии свойств, отсут­
ствуют единообразные методики построения определяющих соотношений. 
Существующие многочисленные методы построения физических уравнений 
упругопластических и вязкоупруговязкопластических материалов основы­
ваются на большом количестве различных частных гипотез, справедливых 
для ограниченного класса встречающихся в природе материалов и про­
цессов их деформирования. Причем эти гипотезы в целом ряде случаев не 
только не согласованы, но и противоречат друг другу. Все это не позволяет 
построить естественную классификацию в виде “перевернутого дерева”, 
основанную на дедуктивной специализации общего для механики конти­
нуума (или отдельных классов сплошных сред) определяющего соотно­
шения.

Подходы к построению и классификации феноменологических моделей 
упругопластического и вязкоупруговязкопластического поведения матери­
алов рассмотрены в работе [4]. Анализ данных [4] показал, что до настоя­
щего времени не удалось построить единую, охватывающую всю совокуп­
ность феноменологических моделей, классификацию рассматриваемых тел 
[4]. Это обусловлено отсутствием строгого выделения в феноменологии 
моделей упругопластических и вязкоупруговязкопластических материалов; 
использованием в качестве критериев классификации частных свойств, не 
связанных с реакцией материала на деформирование; большим многообра­
зием способов построения моделей; применением не во всех теориях не­
упругих тел понятий, в частности, поверхности нагружения и т.п. Это при­
водит к отсутствию общей и большому числу частных классификаций, отне­
сению отличающихся между собой моделей в разных видах классификаций 
к одному классу теорий, отсутствию возможности предсказания на основе 
имеющихся классификаций новых видов реакций материалов на деформи­
рование и др.

Известны ограниченная точность экспериментальных методов, высокая 
трудоемкость, а в ряде случаев и невозможность или экономическая нецеле­
сообразность реализации сложных опытов, а также отсутствие эксперимен­
тальных методик изучения поведения упругопластических и вязкоупруго­
вязкопластических материалов с любым типом симметрии свойств для 
произвольных деформаций. В этой связи проблемы построения физических 
уравнений и классификации моделей в виде “перевернутого дерева” для 
таких материалов в настоящее время в феноменологии представляются 
практически непреодолимыми.

Аксиоматический подход получил существенное развитие в предложен­
ной в рамках рациональной механики континуума общей теории опреде­
ляющих соотношений, устанавливающей те непреложные ограничения, кото­
рым должны подчиняться последние, чтобы быть пригодными для математи­
ческого описания наблюдаемого в природе поведения материалов. Наиболее
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простой и развитой является общая теория определяющих соотношений, 
основанная на предложенных в 1958 г. Ноллом физически обоснованных 
аксиомах (принципах): детерминизма; локального действия и независимости 
от системы отсчета [5]. В рамках подчиняющихся этим аксиомам мате­
риалов выделен частный случай “простых материалов”, “который все же 
является настолько общим, что охватывает все старые теории сплошной 
среды и большинство более новых ...” [3].

Для простых материалов справедлив принцип образца [3]. В экспери­
ментальной механике основное внимание уделяется изучению однородных 
процессов деформирования, более сложные случаи объясняются с их по­
мощью. Это соответствует предположению, что всякий исследуемый в лабо­
ратории материал может быть достаточно хорошо смоделирован некоторым 
простым материалом в смысле математической теории. Учитывая, что мето­
дики и результаты экспериментального исследования неоднородно дефор­
мированных образцов практически отсутствуют, следует отметить предель­
ную сложность физически обоснованной теории -  модели простого мате­
риала.

В работах [3, 5] и др. в рамках теории простых материалов строго 
выделены твердые деформируемые тела, жидкости и жидкие кристаллы. 
Для твердых деформируемых тел построена иерархия моделей упругих и 
вязкоупругих материалов посредством наложения ограничений на свойства 
материалов и процессы их деформирования.

Основываясь на результатах [6-11], построены общие определяющие 
соотношения простых упрочняющихся упругопластических материалов [12], 
моделирующие деформирование без учета эффекта забывания. Определя­
ющими характеристиками таких материалов являются: 1) напряжения в 
материале зависят от пути в тензорном пространстве деформаций и не­
чувствительны к изменению временной истории деформирования; 2) дефор­
мацию тем или иным способом можно разделить на упругую и пласти­
ческую составляющие; 3) справедлив некоторый критерий текучести; 4) вы­
полняется какой-либо закон течения.

В [12] приведена специализация общего определяющего соотношения 
для частного случая материала -  произвольного изотропного упрочняюще­
гося упругопластического материала с не зависящими от истории пласти­
ческого деформирования упругими свойствами и поверхностью нагружения 
Мизеса посредством наложения ограничений на процесс деформирования. 
Там же построены физические уравнения для процессов с малым упругим 
сдвигом, малым упругим сдвиговым деформированием, малым упругим 
растяжением, малым упругим растяжением и спином и нулевым упругим 
сдвигом. Выделен класс идеально пластических материалов посредством 
наложения ограничений на свойства материалов. Наложение ограничений на 
процесс деформирования позволило построить для общего случая мате­
риалов [12] определяющие соотношения деформационной теории пластич­
ности (деформационного типа) в случае активных пропорциональных [13, 
14] и монотонных [15] процессов деформирования, а также пропорциональ­
ных процессов нагружения [16, 17]. Уравнения деформационного типа по­
строены также для материалов с не зависящим от пути поведением [18]. В
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работах [19, 20] показано, в каких случаях для материала [12] возможно 
построение уравнений деформационной теории пластичности.

Экспериментальное изучение механических свойств материалов с 
упругопластическим поведением показало, что в процессе активного дефор­
мирования имеет место не зависящее от времени уменьшение влияния 
(забывание) формы предшествующей траектории (процесса, истории) на 
реакцию материала. Сведения об экспериментальных исследованиях подоб­
ного эффекта приведены в [4, 21-23].

Известны феноменологические теории пластичности, моделирующие 
подобное забывание (затухающую память формы траектории). К ним отно­
сятся теория упругопластических процессов Ильюшина с учетом так назы­
ваемого следа запаздывания, эндохронная теория пластичности, теории тече­
ния и др. Эндохронная теория [4, 24-26] и теории течения функционального 
типа (теории течения с коэффициентами, зависящими от предыстории де­
формирования) [4, 27] учитывают явление забывания в течение всего про­
цесса деформирования, теория упругопластических процессов Ильюшина 
[4, 28] -  некоторый конечный интервал процесса деформирования, теории 
течения дифференциального типа [4, 27] -  подобное свойство материала на 
произвольно малом интервале прошлого. Классические варианты отмечен­
ных выше теорий справедливы для бесконечно малых деформаций. Извест­
ны также обобщения некоторых указанных моделей на конечные дефор­
мации [4, 29-32] и анизотропные материалы [4, 33].

В работе [34] к основным определяющим характеристикам простого 
упругопластического материала [12] добавлена еще одна: на активном участ­
ке деформирования упругопластические материалы обладают затухающей 
памятью формы траектории. Приведена математическая формулировка тако­
го поведения материала. Развиты подходы к специализации общего опреде­
ляющего соотношения простого упрочняющего упругопластического мате­
риала с затухающей памятью формы траектории, что позволило построить 
детальную иерархию физических уравнений по уровню сложности реакции 
материала на деформирование посредством наложения ограничений на 
свойства материалов и процессы их деформирования.

Общая математическая модель и методы ее специализации для простого 
вязкоупруговязкопластического материала, по-видимому, впервые разрабо­
таны в [34-36]. Такие материалы являются вязкоупругими внутри поверх­
ности нагружения и вязкоупруговязкопластическими вне ее, т.е. обладают 
затухающей памятью по времени в течение всего процесса деформирования 
и забыванием формы траектории только на активном участке последней. 
Упруговязкопластические материалы, как частный случай вязкоупруговязко­
пластических материалов, обладают упругими свойствами внутри поверх­
ности нагружения и вязкопластическими за ее пределами.

Развитый в [34] с использованием методов рациональной механики 
континуума аксиоматический подход позволяет рассматривать каждую из 
моделей упругопластического и вязкоупруговязкопластического поведения 
материалов как аппроксимацию некоторой более общей теории. При этом 
единым источником для построения всех моделей является простой по 
Ноллу твердый деформируемый материал [3, 4], общее определяющее соот­
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ношение которого строго специализировано посредством наложения осно­
ванных на формализации известных экспериментальных данных ограни­
чений на свойства материалов и процессы их деформирования.

С использованием полученных и приведенных в [6, 12, 37] результатов 
разработана классификация моделей простых упрочняющихся упругопласти­
ческих и вязкоупруговязкопластических материалов [34], которая дополнена 
общими физическими уравнениями упругих и вязкоупругих тел. Такая класси­
фикация охватывает весь класс простых твердых деформируемых материалов
и, следовательно, удобна для анализа существующих моделей, в том числе и 
феноменологически построенных, конструирования новых теорий, предсказа­
ния неизвестных в настоящее время видов поведения материалов, а также 
расположения моделей в виде иерархии по уровню сложности реакции на 
деформирование. Более подробная детализация материалов выполнена, как 
правило, на основании построенных ранее [34] моделей. В других случаях 
использовано более общее представление. Заметим, что классификация всех 
построенных моделей [34] чрезвычайно громоздкая. Поэтому представлена 
только общая схема ее конструирования и отмечено, что по мере необходи­
мости или при дальнейшей более подробной разработке отдельных частных 
классов она может быть детализирована.

Как показал анализ, любое из приведенных определяющих соотно­
шений, за исключением некоторых простейших моделей, может рассмат­
риваться как общее, т.е. такое, которое может быть далее специализировано 
[34].

Развитая в данной работе классификация (рис. 1-5), в отличие от 
приведенной ранее [34], включает выделенные в [3] непростые материалы, 
простые жидкости и жидкие кристаллы (рис. 1), классификации моделей 
упругих (рис. 2) и вязкоупругих (рис. 3) тел, а также построенные в 
последнее время определяющие соотношения упругопластических матери­
алов [13-20, 38-40] (рис. 4). (В представленной здесь классификации под 
материалами понимаются модели материалов -  тела, континуумы.)

Твердые деформируемые материалы 
(конечные деформации, физическая 

нелинейность, пространство напряжений- 
деформаций, произвольные вид анизотропии, 

процессы и временная история 
деформирования)

Вязкоупруго­
вязкоплас­
тические

материалы

Рис. 1. Классификация моделей сплошных сред.
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Рис. 2. Классификация моделей упругих материалов.
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материа­
лы с диф­

затухающей вание длитель­ ференци­
памятью по ной зату­ альной

времени хающей памятью
(упругие памятью по

материалы) по
времени

времени

Вязкоупругие материалы с длительной затухающей 
памятью по времени я-го порядка

Вязкоупругие материалы с длительной затухающей 
памятью по времени 1-го порядка

Бесконечно малые деформации

Изотропные материалы

Материалы Больцмана

Рис. 3. Классификация моделей вязкоупругих материалов.

При построении определяющих соотношений в работах [13-20, 34, 38­
40] использовался дедуктивный подход, что позволило разработать естест­
венную классификацию в виде “перевернутого дерева”.

Как следует из рис. 1, при бесконечно медленном деформировании 
свойства вязкоупругих материалов близки к упругим, в то время как вязко­
упруговязкопластических -  к упругопластическим. Отмеченное при замед­
лении поведение вязкоупругого материала следует, например, из данных [3], 
вязкоупруговязкопластического -  из [34].
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У п р у го п л а с т и ч е с к и е  м а т е р и а л ы  
(конечные деформации, физическая нелинейность, пространство 

напряжений-деформаций, произвольные вид анизотропии, процессы и 
_________________временная история деформирования)______________ _̂_

Фиксированные процессы деформирования

Упругопластические мате­
риалы с длительной затуха­
ющей памятью формы 
траектории п-то порядка

Упругопластические мате­
риалы с длительной затуха­
ющей памятью формы 
траектории 1-го порядка

Упруго­ Упругоплас­ Упругоплас­ Упруго- Ре­
пластичес­ тические тические ма­ пласти­ акция
кие мате­ материалы с териалы, не ческие дефор­
риалы с дифферен­ обладающие мате­ мацио­
длитель­ циальной памятью фор­ риалы со нного
ной зату­ памятью мы траекто­ слабой типа
хающей формы рии (упруго­ затухаю­
памятью траектории пластические щей па­
формы материалы мятью

траекто­ деформацион­ формы
рии ного типа) траекто­

рии

Изотропные материалы

Бесконечно малые ірмации

Другие
материалы

Материалы
Валаниса

Материалы Генки- 
Надаи- Ильюшина

Пространство напряжений неупругих деформаций

Материалы Кадашевича-Новожилова Другие
материалы

Рис. 4. Классификация моделей упругопластических материалов.

Классификации упругих и вязкоупругих материалов известны и пред­
ставлены, например, в [3], а также на рис. 2 и 3 соответственно.

Классификация простых упрочняющихся упругопластических матери­
алов включает: материалы с длительной затухающей памятью формы траек­
тории; с дифференциальной памятью формы траектории; не обладающие 
памятью формы траектории (упругопластические материалы деформацион­
ного типа); со слабой затухающей памятью формы траектории, а также 
специфическую реакцию упругопластического материала с незатухающей 
памятью формы траектории -  реакцию деформационного типа для фикси­
рованных процессов деформирования (рис. 4). Упругопластические мате­
риалы с длительной затухающей памятью формы траектории состоят из 
упругопластических материалов с длительной затухающей памятью п-го
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порядка и, в частности, материалов 1-го порядка. Как показано в [38, 39], 
последние могут быть представлены как материалы типа Валаниса, пригод­
ные для описания в первую очередь малых деформаций, и другие материалы 
с длительной затухающей памятью 1-го порядка, описывающие как малые, 
так и конечные деформации в близких к пропорциональному деформи­
рованию процессах.

Вязкоупруговязкопластические материалы 
(конечные деформации, физическая нелинейность, пространство 

напряжений-деформаций, произвольные вид анизотропии, процессы и 
временная история деформирования)

Вязкоупруго­ Вязкоупруговязко­ Вязкоупруго- Вязкоупруго-
вязкопласти­ пластические вязкопласти­ вязкопласти­

ческие материалы, не ческие ческие мате­
материалы со обладающие зату­ материалы с риалы с

слабой хающей памятью длительной дифференци­
затухающей формы траектории и затухающей альной

памятью по времени памятью памятью
формы (вязкоупруговязко­ формы формы

траектории и пластические мате­ траектории и траектории и
по времени риалы 

деформацион­
ного типа)

по времени по времени

Вязкоупруговязкопластические материалы с 
длительной затухающей памятью формы 

траектории и по времени «-го порядка

Вязкоупруговязкопластические материалы с 
длительной затухающей памятью формы 

траектории и по времени 1-го порядка

У пруговязкоплас- 
тические 

материалы

Изотропные материалы

Бесконечно малые деформации

Пространство напряжений неупругих деформаций

Материалы Пежины Другие материалы

Рис. 5. Классификация моделей вязкоупруговязкопластических материалов.

Упругопластические материалы деформационного типа [18-20] при соот­
ветствующих ограничениях приводятся к материалам Генки-Надаи-Илью- 
шина и другим материалам, в частности, подчиняющимся тензорно нелиней­
ным определяющим соотношениям. Подобной реакцией обладают и упруго­
пластические материалы с незатухающей памятью формы траектории для 
фиксированных процессов деформирования.

Упругопластические материалы с дифференциальной памятью формы 
траектории, проявляющие память на произвольно малом интервале “прош­
лого”, могут быть приведены к материалам Кадашевича-Новожилова и 
другим материалам [34].
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Классификация моделей простых вязкоупруговязкопластических мате­
риалов представлена на рис. 5. Она включает: материалы со слабой затуха­
ющей памятью формы траектории и по времени; не обладающие затуха­
ющей памятью формы траектории и по времени (материалы деформацион­
ного типа); с длительной затухающей памятью формы траектории и по 
времени; с дифференциальной памятью формы траектории и по времени. 
Последние приводятся к материалам Пежины [41] и другим материалам. 
Вязкоупруговязкопластические материалы с длительной затухающей памя­
тью формы траектории и по времени приводятся к материалам с длительной 
затухающей памятью n-го порядка и, в частности, 1-го порядка.

Если для упрочняющихся упругопластических материалов значитель­
ная часть известных феноменологических моделей, как следует из пред­
ставленной классификации, уже построена с использованием аксиомати­
ческого подхода, то для вязкоупруговязкопластических материалов решение 
такой задачи требует значительных усилий.
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