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Решается задача теории упругости для системы основа-покрытие при различной конфи­
гурации свободного края покрытия. Рассмотрено бигармоническое уравнение теории упру­
гости в полярных координатах, для решения которого предложено использовать функцию 
Эри. Получены зависимости коэффициента сингулярности от соотношения упругих харак­
теристик системы основа-покрытие и конфигурации свободного края покрытия. Найден 
порядок сингулярности полей напряжений для плазменных покрытий. Показано, что в 
частных случаях задача вырождается в задачу механики разрушения о трещине в одно­
родном материале или в задачу теории упругости для однородных клиньев и вырезов.

Ключевые слова : основа, порядок сингулярности, плазменные покрытия, 
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Введение. Защитные покрытия широко используются в различных отрас­
лях промышленности. Для изучения причин, вида и характера разрушения 
элементов конструкций с покрытиями необходимо учитывать их напряжен­
ное состояние при испытаниях и эксплуатации. Испытания образцов с 
покрытиями свидетельствуют, что отслоение покрытия от основы начина­
ется с края покрытия даже без наличия начальной трещины в плоскости 
адгезионного контакта. При разрушении слоистых композитов также наи­
более часто встречается краевое расслоение [1-4]. Предполагается [5], что 
на отслоение покрытий влияют только касательные напряжения, возника­
ющие в поверхности контакта между основой и покрытием. Однако реше­
ние задач теории упругости для биматериалов показывает, что в краевой 
зоне имеют место также нормальные составляющие напряжений, которые, 
по-видимому, влияют на отслоение покрытий как при эксплуатации, так и 
при испытаниях образцов с покрытиями. В высоконагруженных деталях с 
покрытиями, работающих в экстремальных условиях эксплуатации, начало 
отслоения покрытия с краевой зоны обусловлено сингулярностью напря­
жений. Работы, посвященные определению адгезионной прочности покры­
тий [6-8], основаны на расчетных зависимостях, которые учитывают только 
максимальные касательные напряжения в области свободной кромки покры­
тия. Поэтому необходимость уточнения расчетных зависимостей, в част­
ности сингулярности полей напряжений в зависимости от геометрических и 
упругих характеристик составляющих в системе основа-покрытие, очевидна.

Начало изучению сингулярности полей напряжений в пластинах раз­
личной конфигурации из однородных и композитных материалов было 
положено Вильямсом [9]. Задача о нахождении сингулярности полей напря­
жений для клиньев из двух различных материалов рассматривалась в рабо­
тах [10-14].

Цель настоящей работы заключалась в определении сингулярности 
полей напряжений в системе основа-покрытие в зависимости от угла свобод­
ной кромки покрытия и комбинации упругих свойств основы и покрытия.
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П остановка задачи. Рассмотрим систему основа-покрытие. Каждая 
составляющая системы является упругим и изотропным материалом. Рас­
четы проведем для образца с покрытием, который используется для опре­
деления когезионной и адгезионной прочности [5], по методике, предло­
женной в [6]. Схема образца представлена на рис. 1, где Ь, 2Н  -  длина и 
толщина основы; I, И -  длина и толщина покрытия (I < Ь; И < 2Н); Р  -  
растягивающее усилие, приложенное к основе. При расчетах используем 
полярную систему координат с центром в точке О (рис. 2). Тогда положение 
любой точки образца (основа или покрытие) определяется расстоянием от 
начала координат О и углом 0 между радиус-вектором г и фиксированной 
осью 0 2 . Покрытие занимает область 0 < 0 < л /2 .  Модули упругости Е  и 
сдвига О, а также коэффициенты Пуассона л  обозначим Е с, О с, /л с и Е х,
0 5, л  з , здесь и далее индексы с относятся к покрытию, 5 -  к основе.

Рис. 1. Схема образца с покрытием.

Рис. 2. Элемент образца с покрытием в полярной системе координат.

Для решения краевой задачи используем бигармонические уравнения 
теории упругости для функции напряжений ср, зависящей от г и 0 (функ­
ции Эри) [15]:

V 4 р  5 = 0;

V 4 р  с = о, (1)
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где
1 д 1 д' 

+  +
г дг г 2 д0 2

(2)

Общие решения уравнений (1) отыскиваем в виде

Здесь

<Р с = г Х+1/ с(0),
где

(3)

/ ,  (0) = С 1 8Іп(Я + 1)0 + С 2 со§(Я + 1) + С з §ш(Я -1 )0  + С 4 со8(Я -  1)0; (4)

(5)

/ с (0) = С 5 §ш(Я + 1)0 + С 6 С08(Я + 1) + С 7 8ш(Я -  1)0 + С 8 С08(Я -1 )0  (6)

(С 1 , С 8 -  произвольные постоянные).
Компоненты напряжений и перемещений определяются по формулам

*  ,  = г Я-1[Л"(0) + (Я + 1)Л (0)]; 

*0 = г я-1[ Я( Я + 1 / ( 0 ) ] ;  

г ^  = - г  Я-1 Я /;( 0);
£ _  Я

Здесь

2 0 у  = г Л [ - ( Я + 1) / , (0) + (1 + л  £ ) -1 г ;(0)];

2 0 У  = г Л[ - / ; ( 0 )  + ( 1 + л , ) - 1 (Я -  1 )г ,(0)].

г , (0) = 4(Я - 1 ) -1 [С3 С08(Я -  1)0 + С 4 яп(Я -  1)0];

(7)

где

*  с = г я-1[/с ' (0) + (Я + 1)/с (0)];

*0 = г я-1[ Я( Я + 1)/с  (0)];

г = - г  Я-1 Я/с( 0);

2 о у  = г Л [ - ( Я + 1 )/с(0) + (1 + л  с) -1 г с (0)];

20сУс = г Л [-/> {  0) + (1 + л  с )-1 ( Я -  1)гс (0)]

г с(0) = 4(Я - 1 ) -1 [С7 С0 8 (Я -  1)0 + С 8 яп(Я -  1)0].

Я_1
При г ^  0 компоненты напряжений пропорциональны г , компо­

ненты перемещений -  г ^, где Я —1 -  порядок сингулярности полей напря­
жений,
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о  г; о  г ; о  ̂ 0

л-1.

л- 1 .
(9)

Для данного случая перемещения соответствуют плоскому напряжен­
ному состоянию. К основе приложена растягивающая нагрузка (рис. 1). 
Другие поверхности свободны от нагрузки. Таким образом, имеем следу­
ющие граничные условия и условия непрерывности:

Х Г0 -  х гв 
о  в - о в , 
о в -  О,

г Гв-  0

х ‘гв -  0

о  $ -  О,
и с -  И ,

С 5V -  V ,

' - 0 ;
' - 0 ;
' - - л ;

' - - л ;

1 -  л /  2; 

1 -  л /  2; 
' - 0 ;

' -  0.

(10)

После подстановки граничных условий (10) в уравнения (7), (8 ) получим 
систему восьми линейных уравнений относительно постоянных С 1 ,..., С 8 :

8

^ С {аь-(Л) -  0 , ( 1 1 )
г- 1

где а^  (Я) -  коэффициенты при неизвестных произвольных постоянных 
7  -  1 , . . . , 8 , г -  1 , . . . , 8  (табл. 1 ).

Существование нетривиальных значений С 1 , ..., С 8 возможно, если

| Д ( Я ) | -  0 , ( 1 2 )

где | Д(Я) -  определитель 8 -го порядка, составленный из коэффициентов 

при С 1 , ..., С 8 .
Приравняв определитель нулю, получим характеристическое уравнение 

относительно Я. Исследование этого уравнения представляет интерес при 
изучении поведения напряжений и перемещений. Особый интерес с точки 
зрения сингулярности представляет область малых значений г ( г ^  0 ).

Результаты и их обсуждение. Характеристическое уравнение (12) имеет 
бесконечное количество действительных и комплексных решений. Огра­
ничив область решений неравенством 0  <  Яе(Я) <  1 , получим порядок сингу­
лярности для полей напряжений и перемещений. Отметим, что Я -  0 и Я -  1
-  тривиальные решения характеристического уравнения, соответствующие 
перемещению и вращению абсолютно твердого тела.
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Т а б л и ц а  1
Коэффициенты ау (1) системы уравнений (11)

У г
1 2 3 4

1 —(1 + 1) 0 —(1—1) 0
2 0 —1 0 —1
3 — 5т(ж(1+ 1)) со$(я(1+ 1)) — 5т(ж(1 —1)) соз(я (1 —1))
4 (1 + 1)со8(ж(1 + 1)) (1 + 1)5т(ж (1 + 1)) (1 — 1)со$(я (1 —1)) (1 — 1) 5т(ж (1—1))
5 0 0 0 0
6 0 0 0 0
7 0 —(1 + 1) 0 —(1 + 1)+ 4/ (1+ И,)
8 —(1 + 1) 0 —(1 —1)+ 4/ (1+ И  ) 0

У г
5 6 7 8

1 (! + 1) 0 (1—1) 0
2 0 1 0 1
3 0 0 0 0
4 0 0 0 0
5 (1 + 1)соз(я/ 2(1 + 1)) —(1 + 1) зт(я/ 2(1 + 1)) (1 — 1)соз(я/ 2(1 —1)) —(1 — 1) 8ш(ж/ 2(1 — 1))
6 зт(я/ 2(1 +1)) соз(я/ 2(1+ 1)) 8т(я/ 2(1 — 1)) соз(я/ 2(1 —1))
7 0 (1 + 1)О,/Ос 0 —О,/Ос (4/(1+Ис) — 

— (1+ 1))
8 (1 + 1)О,О 0 —О,/Ос (4/(1+Ис) — 

— (1—1))
0

Анализ данного уравнения показал, что порядок сингулярности полей 
напряжений и перемещений зависит только от упругих характеристик и 
конфигурации системы основа-покрытие и не зависит от условий нагру­
жения.

Решение характеристического уравнения было получено численно, его 
корни представлены на рис. 3. Как видно, существуют три области: 1 -  
соответствует одному действительному корню характеристического уравне­
ния; 2 -  характеризуется двумя действительными корнями; 3 -  соответствует 
комплексному корню, действительная часть которого характеризует сингуляр­
ность. В области 1 отмечается сильная сингулярность: — 0,5 < 1 — 1< —0,3, в
2  кроме сильной сингулярности имеет место слабая сингулярность, которую 
также необходимо учитывать, так как ее влияние проявляется на достаточ­
ном удалении от точки О, когда сильная сингулярность уже не влияет на 
поля напряжений и перемещений.

Порядок сингулярности зависит также от угла в свободной кромки 
относительно поверхности основы. Зависимость показателя сингулярности
1 — 1 от угла в представлена на рис. 4, где сплошная линия соответствует 
случаю О, = Ос, и  я = И с = 0,3. Решение для угла в = ж совпадает с извест­
ным результатом, полученным в механике разрушения. С уменьшением угла

ISSN 0556-171Х. Проблемы прочности, 2004, № 6 123



Н. А. Долгов, Е. Б. Сорока

Ке(1—1) 1ш(1)

Рис. 3. Корни характеристического уравнения: сплошная линия -  Яе(1—1); штриховые -  
1т(1).

Х-11 

-0 ,1 -

-0 ,2 -

-0,3 -

-0,4-

-0,5­

13.) в , град

Рис. 4. Зависимость показателя сингулярности 1 — 1 от угла в: 1-5 соответствуют различным 
конфигурациям покрытия и соотношениям упругих постоянных основы и плазменных 
покрытий (табл. 2); 6 -  05 = Ос, ^  = /лс = 0,3.

в  сингулярность полей напряжений уменьшается и стремится к нулю при 
в ^ 0 .  Таким образом, чем меньше угол в, тем меньше концентрация напря­
жений в системе основа-покрытие.

На рис. 5 представлены значения сингулярности для двух конфигураций 
плазменных покрытий (в = л / 4 и л /2) -  табл. 2. Видно, что сингулярность 
полей напряжений и деформаций зависит как от упругих характеристик 
основы и покрытия, так и от угла свободной кромки. В свою очередь, 
упругие характеристики покрытий зависят от технологических факторов. 
Поэтому, изменяя технологические факторы, можно влиять на сингуляр­
ность полей напряжений в системе основа-покрытие.

Таким образом, полученные результаты свидетельствуют о том, что, 
изменяя технологические параметры напыления покрытий и угол свободной 
кромки покрытия, можно влиять на величину сингулярности, а следова­
тельно, на напряженно-деформированное состояние системы основа-покры­
тие на этапе напыления и проектирования покрытия.
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Т а б л и ц а  2
Упругие свойства покрытий и основы [16, 17]

№ покрытия 
на рис. 4

Материал покрытия или основы Е, ГПа ц

1 (М̂ А120 4 + 30% А120 3) + 50% №Сг 71 0,21

2 0У2°3 33 0,27

3 Бу20 3 + 18%Ті0 2 38 0,25

4 Бу20 3 + 25%Мо 58 0,22

5 У20з 37 0,24

Основа 12Х18Н10Т 210 0,28

1-1; в = ж/2 
-0,32

-0,34-

-0,36

-0,38-

-0,40-

-0,42

1
о 2

О
О

3

2
■

■ ■
1 з

4 °■

■
5 О

0,15 0,20 0,25 0,30

1-1; в 
- 0,10

= ж/ 4

0,35 С с/  С 8

- - 0,12

--0,14

-0,16

-0,18

- 0,20

Рис. 5. Значения показателя сингулярности для плазменных покрытий: цифры 1-5 соответ­
ствуют номеру покрытия в табл. 2 ( ■  -  0 = ж/2; О -  0 = ж/4).

В последующих работах будут определены поля напряжений для рас­
смотренных покрытий.

В ы в о д ы

1. Сингулярности полей напряжений, а следовательно, и напряженно- 
деформированное состояние системы основа-покрытие зависят от упругих 
характеристик и угла свободной кромки покрытия.

2. С уменьшением угла кромки понижаются степень сингулярности 
полей напряжений и концентрация напряжений в системе основа-покрытие.

3. Изменяя технологические параметры напыления покрытий и угла 
свободной кромки, можно влиять на напряженно-деформированное состоя­
ние системы основа-покрытие.

Р е з ю м е

Розв’язується задача теорії пружності для системи основа-покриття за різ­
них конфігурацій вільного краю покриття. Розглянуто бігармонічне рів­
няння теорії пружності в полярних координатах, для розв’язку якого запро-
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поновано використовувати функцію Ері. Отримано залежності коефіцієнта 
сингулярності від співвідношення пружних характеристик і конфігурації 
вільного краю покриття. Знайдено порядок сингулярності полів напружень 
для плазмових покриттів. Показано, що в окремих випадках задача вирод­
жується в задачу механіки руйнування або в задачу теорії пружності для 
однорідних клинів та вирізів.
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