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Об одном методе решения пространственной задачи теории 
упругости в перемещениях

Н. М . Б ородачев , В. В. А станин

Национальный авиационный университет, Киев, Украина

Предлагается новый метод решения пространственной задачи теории упругости в переме­
щениях. В основу метода положено уравнение равновесия в форме Тедоне. В отличие от 
способов Бетти и Черрути-Буссинеска, в рамках описываемого подхода не требуется 
предварительно определять объемное расширение. С целью иллюстрации метода рассмот­
рены первая и вторая краевые задачи для упругого изотропного полупространства.
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Введение. Наиболее известными общими решениями пространствен­
ной задачи теории упругости в перемещениях являются решения Галеркина, 
Папковича-Нейбера и Нахди-Хсу. Бетти, Черрути и Буссинеск разработали 
метод интегрирования уравнения равновесия в перемещениях [1]. В соответ­
ствии с этим методом, для нахождения вектора перемещений необходимо 
предварительно определить объемное расширение.

Дифференциальное уравнение равновесия в перемещениях при отсут­
ствии массовых сил имеет вид

1
Аи +  У( V- и ) =  0, (1)

где и -  вектор перемещений; V -  коэффициент Пуассона; А -  оператор
3 3 3Лапласа в Я ; V -  набла-оператор в Я . Точки пространства Я  будем

обозначать х =  (х 1,х 2 ,х 3 ).
Воспользуемся известным соотношением [2]

2V<p =  А(R<p) -  ЯА<р, (2)

где Я  =  1 8х 8 -  радиус-вектор. Применяя (2) к выражению V (V - и ), получаем 
уравнение

А | ”  +  2 ( 1 - > ) Я ( ̂  и )} = 0 (3)

с учетом того, что объемное расширение б = V •  и является гармонической 
функцией в случае отсутствия массовых сил. Уравнение (3) представляет 
собой дифференциальное уравнение равновесия в форме Тедоне [3].

Бетти и Черрути [1] разработали способ нахождения объемного рас­
ширения б, когда на границе тела заданы перемещения или напряжения.
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Однако в этом случае расчет величины в сопоставим по сложности с 
исходной задачей.

Когда объемное расширение в (х ) найдено, определение вектора пере­
мещений и (х ) [1, 4] на основании уравнения (3) сводится к задаче теории 
потенциала.

Н овое вы раж ен и е д ля  в екто р а  перем ещ ений. Покажем, что вектор 
перемещений и можно найти с помощью уравнения (3), не определяя 
предварительно объемное расширение в. Алгоритм решения опишем для 
случая упругого изотропного полупространства х 3 >  0, на границе которого 
заданы перемещения или нагрузки.

Из уравнения (3) следует

В = и +
1

2(1 -  2у )
Я(V- и), (4)

где В (х ) -  гармонический вектор, т.е. ДВ =  0.
Формула (4) позволяет выразить гармонический вектор В (х ) через 

вектор перемещений и (х ).
Сделаем формальное предположение

Я ( V- и ) =  К 0 =  х з V р, (5)

где р  -  некоторая скалярная функция. 
Из (5) следует

х з Д р +  д р /д х з =  & у(К 0) =  30 +  Я  - V#.

С учетом соотношения (5) формула (4) принимает вид

1
и = В -

2(1 -  2у )
х з V р , ДВ =  0. (6 )

Теперь потребуем, чтобы выражение для вектора перемещений (6 ) 
удовлетворяло дифференциальному уравнению равновесия ( 1):

Ди =  -
1

2(1 -  2у )
х з V( Д р ) +  2V

др 
дх з

V -и  =  ^ В
1

2(1 -  2у Д д х  з
+  х з Д р

1 | др
^ ^  и ) =  VV- В -  — ----—  —  + х з Др

2(1 -  2у ) \ дх з
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Подставляя эти выражения в уравнение (1), получаем

13 -  4у др
2 у у  • В -  -— —  у - -------х з у (  Д<р) ■

1 -  2у дх з 1 -  2г
У( х з Д р ) =  0. (7)

Если положить

Д р =  0,
др 2(1 -  2у )

3 -  4г (8)

то уравнение (7) преобразуется в тождество.
Таким образом, выражение (6 ) удовлетворяет дифференциальному 

уравнению равновесия (1), если функция р  подчиняется условиям (8). В 
компонентах декартовой системы координат выражение (6 ) имеет вид

1 др
и1 =  В 1 -  — — —— х 3 -----;

1 1 2(1 -  2у ) 3 дх 1 ’

1 др
и 2 =  В 2 -  Т7Л х 3 7 ;2(1 -  2у ) дх 2

1 др
2(1 -  2у ) х 3 дх 3 'и 3 =  В 3

(9)

Покажем, что подход (5)-(9) позволяет решить первую и вторую кра­
евые задачи для полупространства.

П ер вая  к р а ев ая  задача. В этой задаче ставится кинематическое кра­
евое условие: в полупространстве х 3 >  0 разыскивается вектор перемещ е­
ний и (х ), принимающий на границе х 3 =  0 заданное значение

и ( х ь х 2 ,х 3 ) х3 =0 =  и (х 1,х 2 ) . ( 10)

Из формул (9) видно, что можно для компонент гармонического вектора 
В сформулировать граничные условия. На основании (9) и (10) имеем

В ' |х3=0 =  Щ 0 ' =  1 , 2  3)-

Таким образом, нахождение гармонических функций В ' сводится к 
задаче Дирихле для полупространства, решение которой представлено в 
форме [2 ]

ч х 3 г  Г и' (у 1,У 2 )иУ 1 иУ 2
В 1(х 1,х 2 , х  3 ) = 2^ J J ----------- Г3------------, ( 11)

х 3 г г  и ' ( У ь  У 2^У  1 dy 2
В 1(х l , х 2 , х 3) =

где

г  =  [(х 1 -  У 1)2 +  (х 2 -  У 2 )2 +  х 3 ]1/2-
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Определение функций В { позволяет найти функцию р . Из условий (8) 
имеем

Эр 2(1 -  2у )

3 -  %
У Б . ( 12)

Введем в рассмотрение гармонические функции Ь1: 

Ь = -  1  ГГ  и * ( У ь  У 2 )

~>2
-й у ^ у  2 ( I = 1 ,2 ,3 ) .

Очевидно, что

В, =
дЬ1 

дх 3 (13)

На основании полученных уравнений (12) и (13) вычисляем функцию р  
следующим образом:

р
=  2(1 -  2у ) у  ь  = 2(1 -  2у ) (дЬ± ^

3 -  %
+ ■ +

дЬ3

3 -  4у ^дх 1 дх2 дх3 ,
(14)

где Ь  =  (Ь1,Ь2 ,Ь3 ) -  гармонический вектор.
Итак, гармонический вектор Б  =  (В 1 , В г , В 3 ) и гармонический скаляр р  

определяются соответственно по формулам (11) и (14). Гармонический 
скаляр р , входящий в соотношение (6), определен в процессе решения 
задачи.

Следовательно, вектор перемещений и (х ), соответствующий краевому 
условию ( 10), может быть вычислен по уравнению (6 ) без предварительного 
определения объемного расширения б (х ).

Подставляя (13), (14) в (9), получаем окончательные соотношения, с 
помощью которых определяются компоненты вектора перемещений для 
упругого изотропного полупространства в случае первой краевой задачи:

и  =
дЬ1

дх 3

дЬ2 

дх 3

дЬ3  
дх 3

3 -  4у дх1

дх

дЬ1 

\ дх 1

________________________ ' щ

3 -  4у дх 2 ^дх1

х 3 д ^дЬ1

3 -  4у дх 3 \д х 1

■ +

+

+

дЬ2 дЬ3 ^
+  — 3

дх 2 3хд

дЬ2 дЬ3 ^
+  — 3

дх 2 3хд

дЬ2 дЬ3 ^
+  — 3

хд 3хд

Путем непосредственной проверки можно убедиться, что полученные 
таким образом перемещения удовлетворяют уравнениям равновесия ( 1) и 
граничным условиям ( 10), т.е. являются точным реш ением первой краевой 
задачи для упругого полупространства.

и2
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В торая к р а ев ая  задача. Это задача статическая. На границе полу­
пространства х з >  0 заданы напряжения. При х  3 =  0 зададим

0  3' =  |0

/ 1(х 1,х 2 ), (х  1 ,х  2 ) е Й  { ; 

, (х 1 ,х 2 ) £ Й I ,
(15)

где Й ' -  области нагружения в плоскости х 3 =  0 ( ' =  1, 2, 3). 
Примем также

( ды1 ди3
о  31 =  л \  — +кдх 3 дх1

( ди 2 ди 3
0  32 =  Л | — + ~

\ дх3 дх2 I

( V ди 3
о  33 =  2 и \-— — в + -----

33 ^Д 1 -  2v дх 3

(16)

где л  -  модуль сдвига.
Как и в предыдущем случае, основываемся на формулах (9). Подставляя 

(9) в (16), получаем

дВ 1 дВ 3
о  31 =  л \ —  +

д<р
дх 3 дх1 дх] 

( дВ2 дВ3 др

■ 2а/лх 3

о  32 =  л  \ --------\---------- а ------
^дх 3 дх 2 дх 2

о  33 =  л \2
дВ 3 др

— 2а/лх 3

■ 2а/лх 3

д 2 р

д х Г ;

д 2 р  

дх 1дх 3

д 2 р
’ дх2дх3

(17)

1
а =

2(1 — 2v ) 'дх 3 дх 3 

Введем в рассмотрение функции

(х 1 ,х 2 , х 3 ) =  2 ^ / /  (У 1, У 2 )1п(х 3 +  г У у  2 ( I =  1,2, 3). 
Й ,

(18)

Функции N 1 -  гармонические в полупространстве х 3 >  0, а на плос­
кости х  3 =  0 они могут быть записаны в форме

Иш ^  =  “  И т  —  / /  с3 ̂ + 0  дх 2 2ж х3 ̂ + 0  дх
д С г / 1 (У l , У 2 )

йу1<!у 2 =
3 Й,

\ - ! (  (x 1 ,x 2 ), (х 1,х 2 ) е Й ';  

I0, (х 1, х 2 ) £ Й ' •
(19)

При получении этого результата использовано свойство нормальной 
производной потенциала простого слоя [5].
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На основании формул (15), (17)—(19) имеем

| д В 1 дВз дф
м! “—  +  “ —  — а 'удх з дх і дх 1 дх з2 дх з дх 2 дх 2 дх з2

МІ2
дф

дх з дх з
д 2 N  з 

дх 2

откуда находим компоненты гармонического вектора В:

1 I . дN 1 дN
В, = — 12-

2м \  дхз
/

дх
+ 2ау ■

1

В 2 =  —
дN 2 дN

2 ­
V дх з дх

+ 2аг -

дФ 
дх1 ’ 

дФ

2

В з =
1 дN 3 1

------------ 1—  Ф,
2м дх з 2

Ф
дФ
дх з

(2 0 )

Из приведенных выражений (20) следует

1 д 1 -  4у дф 
У В  = ---------V • N +  ■

М дх з 2 -  4у дх з (2 1 )

где N =  ( Ж2 , N 3 ).
Подставляя (21) в соотношение (19), получаем выражение для опреде­

ления гармонического скаляра ф:

1 — 2у 1 — 2у |  дN  1 дN 2 дN з 
ф = -------- V • N = ---------1— -  +  — — +  з

м м дх 1 дх 2 дх з
(2 2 )

Очевидно, что и в случае второй краевой задачи гармонический скаляр ф 
определен в процессе решения.

Таким образом, компоненты вектора перемещений для рассматрива­
емой краевой задачи могут быть найдены по формулам (9), где компоненты 
гармонического вектора В и скаляр ф определяются по выражениям (20), 
(2 2 ) соответственно:

и  =
дN  1 дN  з дФ д
------------------ Ь 4 а г а --------х з ------
дх з дх 1 дх 1 дх 1

дN 1 дN 2 дN з 
1 + ---- 2  +  з

\ дх 1 дх з
; (2 за)

2м

дN 2>___2
дх 3

дN з дФ д 
-------- Ь 4аум --------х з —

дN 1 дN 2 дN з 
■ + ---- 2  +  з

дх2 \ д х 1 дх 2 дх з /
(2 3 б)
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ио =
2ц

дЩ  

дх 3
■ +  (1 -  2у )

( дЫ і дЫ 2 дЫ

1 д х 1
+ +

дх
- х

д ( дЫ і дЫ 2 дЫ з I 1 + ---- 2  +  3
3 дх з ^дх і дх 2 дх 3 ,

(23в)

Итак, используя соотношения (23), можно вычислить компоненты век­
тора перемещений для упругого полупространства в случае второй краевой 
задачи и путем непосредственной проверки показать, что они точно удовле­
творяют как (1), так и (15).

Как видно из приведенных результатов, вектор перемещений, соответ­
ствующий краевому условию (15), найден без предварительного опреде­
ления объемного расширения в ( х ).

Зная компоненты вектора перемещений, можно при необходимости 
вычислить по известным формулам компоненты тензора напряжений.

Для подтверждения достоверности полученного решения рассмотрим 
частный случай, когда на границе полупространства задана только нормаль­
ная распределенная нагрузка, а касательная нагрузка отсутствует:

Ы1 =  0 , Ы 2 =  0 , 

Тогда формулы (20), (22) принимают вид

*1  =  -
1 дЫ 3 дФ

-------------Ь 2 а г -----;
2ц дх 1 дх 1

1 дЫ 3 дФ 
В 2 =  Ь 2 а г -

В 3 =
1 - у  дЫ3

Р
1 -  2у дЫ 3

ц  дх 3 ц  дх 3

Подставляя эти выражения в (6 ), получаем

1 -  2у
Ф = --------Ы 3.ц 3

2(1 - у ) дЫ 3 
и = ---------- І 3 -------

ц

дЫ 3
х 3 т —  + ( 1 -  2у ) Ы 3дх 3

что согласуется с известным результатом [2 ].
В формулы (20), (23) входит функция Ф (х 1 ,х 2 ,х 3 ), которая связана с 

р (х  1,х 2 ,х 3) соотношением
р  =  дФ/дх 3 . (24)

Функция р  определяется по уравнению (22). Чтобы найти функцию Ф, 
проинтегрируем (24) по переменной х  3 . Тогда

Ф (х 1,х 2 ,х 3 ) =  /  р ( х 1 ,х 2 ,х 3 )& 3  +  Б (х 1 ,х 2 ).

Из условия затухания напряжений при х  3 следует, что
Б (х 1,х 2 ) =  0. Следовательно,

ф (х  1,х 2 ,х 3 ) =  /  <р(х 1 ,х 2 ,х 3 )аХ3 .
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О реш ении  П ап ко ви ча-Н ей б ер а . В настоящее время для решения 
пространственных задач теории упругости в перемещениях чаще всего 
используют решение Папковича-Нейбера

1
u =  B -  4 Т Г 7 )  V (R  ‘B +  B с), (25)

где AB =  С и  AS с =  С. Подробное исследование данного представления 
содержится в работе [6 ]. Однако при таком подходе не предусматривается, 
какие краевые условия следует наложить на поверхность тела, на гармони­
ческий вектор B и гармонический скаляр B с при реш ении первой и второй 
краевых задач. Поэтому П. Ф. Папкович [7] предлагает при реш ении крае­
вых задач с использованием представления (25) обращаться к методу после­
довательных приближений.

Заклю чение. Получена новая форма решения пространственной задачи 
в перемещениях, в которой вектор перемещений выражается через гармони­
ческий вектор и гармонический скаляр. На примере упругого полупрост­
ранства показано, что предложенная форма позволяет сравнительно просто 
решать краевые задачи теории упругости.

Р е з ю м е

Запропоновано новий метод розв’язку просторової задачі теорії пружності в 
переміщеннях, що базується на рівнянні рівноваги у  формі Тедоне. На 
відміну від методів Бетті і Черруті-Буссінеска у  рамках описаного підходу 
немає потреби попередньо визначати об’ємне розширення. Із метою ілю ст­
рації методу розглянуто першу та другу крайові задачі для пружного 
ізотропного півпростору.
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