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Сформулирована смешанная проекционно-сеточная схема решения краевых задач теории 
упругости. Исследована корректность и сходимость смешанных аппроксимаций для дефор­
маций и перемещений. Представлены результаты анализа применения численного интегри­
рования. Оценки сходимости и точности базируются на теории обобщенных функций и 
методах функционального анализа. Предложены итерационные алгоритмы решения дис­
кретных задач.
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Введение. В настоящее время наиболее универсальным методом реш е­
ния краевых задач теории упругости является метод конечных элементов 
(МКЭ). Однако, отмечая достоинства классического МКЭ, следует учиты­
вать и его недостатки. К наиболее существенным из них относятся разрыв­
ная аппроксимация напряжений и деформаций, а также более низкий поря­
док сходимости аппроксимации напряжений и деформаций по сравнению с 
таковым для перемещений. В то же время напряжения обычно являются 
основными искомыми функциями в задачах теории упругости и, следова­
тельно, должны быть определены с достаточно высокой степенью точности.

В связи с этим перспективным в численном анализе задач теории 
упругости представляется применение смешанных формулировок МКЭ, в 
которых напряжения или деформации входят в разрешающие уравнения 
наряду с перемещениями как равноправные неизвестные. Основной вы ­
игрыш при использовании смешанных и смешанно-гибридных формулиро­
вок М КЭ по сравнению с классическим М КЭ в форме метода перемещений 
состоит в уменьшении погрешности аппроксимации для напряжений и 
деформаций, а также возможности точного удовлетворения статических 
граничных условий на поверхности тела. Еще одно преимущество заклю ­
чается в том, что смешанные схемы М КЭ позволяют обеспечить непре­
рывность аппроксимации не только для перемещений, но и для напряжений 
и деформаций.

Исходные предпосылки для построения смешанных формулировок МКЭ 
могут быть различными, хотя все они имеют общие характерные особен­
ности. Применяются вариационные принципы, теория двойственности, обоб­
щенная постановка краевой задачи. И. Бабушка [1] и Ф. Бреззи [2] впервые 
теоретически сформулировали условия разрешимости и сходимости сме­
шанной аппроксимации. Общая теория и анализ смешанно-гибридных ме­
тодов содержатся в работе [3]. Приложение смешанных формулировок 
М КЭ к решению задач теории упругости и их численная реализация описа­
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ны в работах С. Н. Атлури, О. С. Зенкевича, П. П. Ворошко, А. С. Сахарова, 
С. Э. Уманского и др.

Однако, обладая преимуществами в точности, смешанные схемы МКЭ 
не получили широкого распространения, и их применение к задачам теории 
упругости ограничено. Это объясняется трудностями практического конст­
руирования смешанных аппроксимаций, удовлетворяющих условиям устой­
чивости и сходимости метода. К тому же остается важная для практики 
задача фактического вычисления дискретного решения, что сопряжено с 
трудностями вычислительного характера. Актуальность реш ения этих проб­
лем и определила содержание настоящей работы.

О бобщ енная п остан овка краевой  задачи  теории  упругости. Пусть 
рассматриваемое тело занимает область ^ Е Ш п (п =  2, 3) и имеет регуляр­

ную границу Г. На части границы Г и заданы перемещения, а на остав­
шейся части Го -  поверхностные нагрузки. Кроме того, тело подвержено 
воздействию массовых сил и начальных деформаций.

Считаем, что перемещения и удовлетворяют на Г и однородным гра­
ничным условиям, напряжения, полная и начальная деформации описыва­
ются тензорными функциями о , е и £ соответственно. Связь между 
перемещениями и деформациями запишем в виде

где В -  линейный дифференциальный оператор. Область определения опе­
ратора В обозначим через и , а область значений -  через У. М ножества и  
и У будем рассматривать как замкнутые линейные подпространства гиль­
бертовых пространств V и X  со скалярными произведениями (-,-)у и 
(•,•)х  соответственно. Сужение (•,•)х  на У обозначим через (-,-)У. Тогда в 
силу неравенства Корна [4] множество и  полно относительно нормы, 
ассоциированной со скалярным произведением (• ;)и  =  (В -,В -)у , и, следова­
тельно, и  -  гильбертово пространство.

Замечание 1. Обозначим через Н ^ Я )  пространство функций, сумми­

руемых с квадратом в Я  вместе со своими первыми производными включи­
тельно [5]. Тогда V = [Н  1( ^ ) ] п. Пусть, кроме того, Н  1/2 ( Г ) -  пространство 

следов на Г функций из Н  1(^ ) .  Полное подпространство в Н  1( ^ )  с 

компактным носителем в Я  обозначим через Н 0(Я). Тогда пространство и  

можно определить как промежуточное пространство между [Н 0 (Я )]п и 

[Н  \ Я ) ] п. М ножество допустимых тензор-функций для напряжений и де­

формаций будем рассматривать как элементы пространства X  =  [ ^ ( Я ) ] т , 

где ^ ( ^ )  -  пространство функций, суммируемых с квадратом в Я , т =  6 
при п =  3 и т =  3 при п =  2.

Соотношения между напряжениями и деформациями представим в виде

е =  Ви , ( 1)

о  =  Б (  е - £ ), (2 )
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где В  -  линейный оператор, связанный с физической природой упругой 
среды. По определению В  -  самосопряженный положительно определен­
ный и ограниченный оператор, действующий из X  в X . Тогда соотношение 
(•,•)в  =  (В -,-)х  индуцирует норму на пространстве X , причем существуют 
два вещественных положительных числа т и М  такие, что

т їїх  її "в  її ихЩ  М І  х  ■ (3)

Обозначим через и  пространство, сопряженное к и , и определим
%

р ( v) как значение непрерывного линейного функционала р е и  на эле­
менте v £ U . Множество непрерывных линейных функционалов над и  
ассоциируем с работой приложенных к телу нагрузок на возможных пере­
мещениях v £ U .

%
Замечание 2. Пространство и  является полным в смысле слабой топо­

логии в пространстве и  и имеет структуру и  =  [ Н _ ^ Я )]” X [Н  _ 1/2 (Г а )]” ,
_1 _1/2 1 1/2

где Н  (Я ), Н  (Г а ) - пространства, сопряженные к Н 0 (Я ) и Н  ( Га ) 

соответственно.
С использованием вариационного уравнения Лагранжа [6 ] статические 

соотношения запишем в виде

(а ,B v )х  =  р(V), V V £  и . (4)

Уравнения (1), (2), (4) позволяют сформулировать обобщенную краевую 
задачу теории упругости в перемещениях:

(В и,B v)в  = р ( V )  +  (£ ,B v )в , V v £ U .  (5)

Существование и единственность обобщенного решения (5) следуют из 
свойств коэрцитивности и непрерывности симметричной билинейной формы 
«(•,•): и  х и  , определяемой соотношением

а(-,-) =  (В-, В-) д . (6 )

С помощью неравенств (3) получаем

II II2 || и 2
щ  v и  — а( v , v) — М \  v и , V v £  и . (7)

Следовательно, краевая задача, описываемая уравнением (5), однозначно%
разрешима при любых р £  и  и £ £  X .

Использование уравнения (5) для построения сеточных схем приводит к 
обычной формулировке М КЭ в форме метода перемещений. В результате 
деформации вычисляются дифференцированием приближенных перемеще­
ний, найденных из решения задачи в перемещениях, что является основной
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причиной ухудшения сходимости аппроксимации для деформаций и напря­
жений по сравнению с таковой для перемещений.

Альтернативный подход состоит в изменении обобщенной постановки 
краевой задачи таким образом, чтобы деформации являлись ее непосредст­
венными аргументами, а не определялись на основе реш ения задачи в 
перемещениях. Представив обобщенную краевую задачу системой уравне­
ний

получим обобщенную постановку краевой задачи теории упругости отно­
сительно перемещений и деформаций.

Ф орм ули ровка дискретн ой  задачи. Построение проекционно-сеточ­
ной схемы базируется на дискретизации исходной континуальной задачи (8). 
Бесконечномерное пространство и  X X  аппроксимируется конечномерным 
пространством и и  X Х к, где И -  определяющий параметр семейства ко­
нечномерных пространств, стремящийся в пределе к нулю.

Для построения конечномерных пространств в качестве базисных ис­
пользуем кусочно-полиномиальные функции. Преимущ ества такого базиса 
заключаются в том, что носители его функций гораздо меньше ^ ,  и базис 

“почти ортогонален’’.
Пусть задано семейство аппроксимирующих пространств и и  X Х и , 

удовлетворяющее включению и  и X Хи С и  X X . Тогда по аналогии с урав­
нениями (8) определим дискретную задачу следующим образом. Найти пару 
(ии , £ и) £  и  и X Хи  такую, что

Система уравнений (9) определяет смеш анную  проекционно-сеточную  
постановку задачи теории упругости в перемещениях и деформациях.

Р азреш им ость  дискретн ой  задачи. Установим вначале соответствие 
между подпространствами Хи С X  и Уи С У. Заметим, что Уи -  множество 
значений оператора В, действующего на замкнутом подпространстве 
и  и С  и , т.е. Уи =  В и и . Следовательно, Уи -  аппроксимирующее подпро­
странство для пространства У. Оба пространства Хи  и Уи являются 
конечномерными и замкнутыми линейными подпространствами гильбертова 
пространства Х . Однако ни одно из них, вообще говоря, не является 
подмножеством другого. Более того, пространства Х и  и Уи могут “не 
пересекаться’’.

Отнесем каждому элементу г и £  Уи его проекцию на Х и . С этой 
целью для всякого и и любого элемента г и £  Уи определим проектиру­
ющий оператор 1и на пространство Х и . Тогда 1и г и -  ортогональная 
проекция Г и £  Уи на Хи  и, следовательно, имеем

(£, г )  п =  (Ви, г )  и  , У ^ £  Х ;

(£ ,В у )в  =  р ( у ) +  (£ ,В у )в  , У у £  и ,
(8)

(£ и , г  и =  (Вии ,г  и и £  Х и; 

(£ и , Ву и )э  =  Р(у и ) + (£,  Ву и )э , и £  и и.
(9)

(г и -  1и г  и ,г  и )э  =  0  и £  Х и. ( 10)
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С использованием ортопроектора 1к : Ук ^  Х к уравнения (9) запишем в 
эквивалентном виде

(£ Л , Я Л )П (1ЬВиЬ , Я Ь ) П , V я  ь £  Х Ь; ( 11)

(£ л > 1лВъ ь ) п  =  Р О  л ) + (Ч, Въ ь ) п , ^  л £  и ь •

Условие устойчивости . Пусть для всякого Ь и любого элемента 

Г ь £  Уд справедлива оценка

Р л  -  Vhтh\D , 0 <  d  <  1, ( 12)

где постоянная d  не зависит от Н. Тогда при любом Н дискретная задача
(9) однозначно разрешима.

Действительно, принимая в уравнениях (11) ц н =  ^нв ин Є  Х н и V н = 
=  ин є и н , а затем ^ н =  £ н Є  Х н , на основе неравенств (3) и (12) получаем

Р й и  <  d 2

"X d

m

ln
m Щ

\ м ы  
+ J  ШV m X

M U \
+  v p V m X

(13)

Таким образом, условие (12) обеспечивает корректную постановку дис­
кретной задачи (9), а элемент є h =  IhBuh -  суть ортогональная проекция 
Buh Є  Yh на X h .

Замечание 3. Согласно условию (12) имеем

d  =  inf
TiBYi

Vh т h\D

D
(14)

h

Поскольку I h : Yh ^  Xh  -  проектирующий оператор, из равенства (14) 
следует

2 ||т h h\D 2 D
d  =  1 -  sup in f ----------2----- , (15)

V  A d
lYh Vh ЄXh

откуда приходим к оценке снизу для d:

> 1 -  sup
F h - Vhl

llr  hl D

D
V V } \ X t (16)
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Отметим, что равенства (14) и (15) допускают простую геометрическую 
интерпретацию. Косинус угла между гиперплоскостями Уи и Х ь  не может 

быть меньше С, а синус -  больше величины — С2 .

С ходимость см еш анной  аппроксим ации . Для формулировки теоремы 
сходимости рассмотрим вначале последовательность ортогональных про­
ектирующих операторов, каждый из которых отображает на соответству­
ющее подпространство.

Определим для всякого И проектирующий оператор на замкнутое ли­
нейное подпространство и  и гильбертова пространства и  относительно 
скалярного произведения «(•;). Для этого отнесем каждому элементу ь £  и  
его ортогональную проекцию на подпространство и  и . Полученное соответ­
ствие есть оператор в и . Обозначим его через Ри и по определению 
примем

(Бь  — ВРиV,Б ь и ) д  =  0, ^  и £  и  и • (17)

С помощью ортопроектора Ри: и  ^ и и для любого ь £ и  имеем

||Б ь  — ВРи4 д  =  ИБ ь  — Бь Л п . (18)

Проектирующий оператор на замкнутое линейное подпространство X к 
гильбертова пространства X  обозначим через в и .О ператор в и , ассоцииру­
емый со скалярным произведением (•,•)д , определим для всякого И и 
любого ц £  X  из равенства

(П — в иV,VИ)д  =  0, ^ V и £  Х И. (19)

С использованием ортопроектора в  и : X  ^  Х и для всякого ц £  X  полу-
чим

Ь - 0  ь = ^ 1 4 - 1 1  н\\в . (2 0 )

Сужение в ь на Ук есть оператор І к, т.е. І к -  оператор с областью 
определения Ун, для которого 1ь г ь =  в  ь г ь , У г  й Є  Ун. Образ оператора І к 
обозначим через 1 т ( І ь ). М ножество 1 т( І ь ) -  линейно и замкнуто, т.е. явля­
ется подпространством в Х к . Ортогональное дополнение к подпространст­
ву 1т (  1 ь ) обозначим через [ І т ( І к )]х , которое также есть замкнутое под­

пространство в Х ь . Тогда любой элемент ]  ь Є  Х ь  может быть единст­
венным образом представлен в виде ]  н =  ж н +  л  ь , где ж н Є  І т ( І н) и 
Л ь Є  [ І т ( Іь  )]х , причем

1М п = | | ] ь - ж н\п = _ іп^  | ] ь -  І ьг А п , ь Є  Х ь . (21)
г ь ЄУь х ’

Исходя из этого для любого V £  X  элемент в и V £  X и допускает орто­
гональное разложение вида в  и V =  ж и + Ц  и £  X и , где ж и £  1т (  1и ) и
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Л ь Е  [1т( )]х . В таком случае можно оценить разность щ — ж ь . Учитывая, 

что щ — ж ь =  щ — в ь ’  +  л  ь , Для всякого щ Е X  имеем

Ь  — ж ь\\ 2и  = | щ -  в  ь 4  I  + 11л  ь\\2и , (2 2 )

откуда на основании свойств ортогональных проекций (2 0 ) и (2 1 ) для 
любого щ Е  X  получаем

I’  -  жь 1а 5  х^ х , I\ ] -  х ,,||д +  _ ь I|еь (]  — * ь I в . (23)

*
Оператор /н ,  сопряженный к оператору 1н , отображает Х н на Ун и 

определяется соотношением

( / кVк ,т н)б  =  (Л к ,/ нт н)б , к Є  Х н , ^ * к  Є  Ун■ (24)

*
Транспозицию оператора / н обозначим через /к  ■ Операторы / к и /к

* _і * _і
связаны формулами / к =  Б  /к Б  и /'н = Б / й Б  ■ С помощью равенств

(10) и (24) для любого Vk Є  Х н находим

(Л к _  / ь Пн , т к )б  =  0  ^ к Є  Ун ■ (25)

*
Следовательно, / й : Хн ^  Ун -  ортогональный проектирующий оператор,

*
/ н V к -  ортогональная проекция V Н Є  Хн на пространство Ун ■ Более того, 

согласно равенству (24) для всякого Л н Є  Р т (/ к  )]Х имеем

(1 к Л й, тк ) Б ( Л й, / к тк ) Б 0, V т k Є  Ук , (26)

_ *
откуда ввиду произвольности выбора т н Є  Ун получаем л  н Є  кег(/ к ), где

* * * і 
кег(/ к ) -  ядро оператора / к , другими словами, кег(/ к ) =  [1т(/ н )] ■ Таким

*
образом, ортопроекторы / н и / к порождают разложение пространства X ь

*
в прямую сумму подпространств Х н =  І т ( / н ) ®  кег(/ к ),

Если оператор / н удовлетворяет условию устойчивости (12), то отобра­
жение / н : Ун ^  Х н взаимно однозначно и непрерывно^ Согласно теореме 
Банаха [7], существует обратный линейный ограниченный оператор / _ 1, 

действующий из 1т ( / н ) на Ун , причем

|/ _ 1̂ н \\О ^  ^  к  к ||Б , У л н є  1т ( / н ^  (27)
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Сужение I* на І т (  I * ) обозначим через /**. Оператор /** отображает

І т ( I * ) на У* и устанавливает между этими пространствами взаимно одно­
значное соответствие. Определяя в равенстве (24) элемент Г * Є  У* с помо­
щью соотношения Г * =  І _  л  * Є  У* , в соответствии с неравенством К ош и- 

Буняковского-Ш варца [8] и оценкой (27) для всякого л  * Є  І т ( I * ) получаем

11л  *11 п =  ( л  * , І _ 1л * )п  -  | |~  л  ̂ ідіі1* 1л — л  ’ (28)

откуда следует

й 11л — |~й л ^  , У л * Є І т ( І * ) . (29)

С помощью оценок (27) и (29) находим

_ й  2

1л  л _  І _ 1л ̂ — ^ ^ —  1л  Ы п , V л  * Є  І т ( І * ) ; (30)

||л н _  ~н л н\\п  -  V 1_  й 2 ||л Ып , V л * Є І т ( І * ). (31)

Замечание 4. Поскольку для всякого ]  * Є  X * справедливо ортогональ­
ное разложение вида ]  * = л  * +  л  *, где л  * Є  І т ( І * ) и л  * Є  кег(I* ), из

равенства I*  л  * =  0 в У* следует I*  ]  * =  л  * в У*. Тогда для любого 

]  * Є  X * элемент л  * Є  І т ( І * ) однозначно определяется выражением л  * =
~ * _ 1 * II II II II ~ *

=  (I * ) I * ]  * , причем ||л *11 п — \\] ■ Действительно, оператор I * удовле­

творяет неравенству (29) и, следовательно, существует обратный линейный
~ * _1 ~ * _1 *

ограниченный оператор (І к ) из У* на І т ( I * ). Таким образом, (І к ) І к

-  проектирующий оператор, действующий из X * в подпространство І т ( I * ),
а л  * Є  І т ( І * ) -  ортогональная проекция Є  X * на І т ( І * ). В более удоб-

* _1 *
ном виде запишем л  * =  І* (I л I * ) I л для любого Є X * . Заметим, 
что такая форма записи элемента л  * Є  І т ( І * ) является вполне корректной. 
В самом деле, /*  I * : У* ^  У* -  самосопряженный положительно опреде­
ленный и ограниченный оператор в У* и, следовательно, существует

* _1
обратный линейный ограниченный оператор (І й I * ) , для которого

||( ~* I * ) _ 1  п  — 1  й 2 .

Замечание 5. Пусть ]  =  Бу Є  У, где у Є Ц . Кроме того, в н ]  = Лн +*
+ Л* Є  X * , где л  * Є  І т (  І * ) и л *  Є  кег( I  й ). Тогда можно оценить разность

~ *
] _  I * л  * Є  У . С использованием ортогонального разложения элемента 

] _  ~ * л *  Є  У в виде ] _  7Й*л *  = ] _  БР*у  + БР*у _  7Й*л *  имеем
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\\п -  ~н л н\\2П =  \\] -  В рн Л + \\В рнV -  ~н*л н\\2П. (32)

Для оценки второго слагаемого запишем равенство

(ВРИ V - л  Н , г н ) Л =  (] - в  Н ] , Г Н -  Ь  г Н ) Л , ^  Л е  УН. (33)

_ _ *
Ввиду произвольности выбора г н £  Ун полагаем х н =  ВРкV -  1к л  н е  У к. 
Применяя для правой части равенства (33) неравенство Кош и-Буняков- 
ского-Ш варца, а затем условие устойчивости (12), находим

||ВРнV -  л н ||и  < а /1 - Л 2 1\] - в н]\\и . (34)

Подставляя эту оценку в равенство (32), с учетом свойств ортогональ­
ных проекций (18) и (2 0 ) получаем

Ь ~  ' / > / ,  I   ̂ шХ. Ь - Хн ||в  + г иХ | М н  ||в  ■ (35)
Хне  х н хнеУн

Замечание 6. Пусть, как и ранее, ]  =  Bv е  У, где v е U . Поскольку
*

в  и]  =  л  и +  /л и е  Х к , где л к е  1ш (1 н) и /лк е  кег( 1к ), с использованием 

ортогонального разложения элемента ] -  I - 1л  н е  У в виде ] -  I - 1 = ] -  

-В Р кV + ВРкV -  I - 1л  и имеем

| ] -  I к 1 лн 11Л = Ь -  ВРнН1Л +  ||ВРнv -  I к 1 лн ||Л■ (36)

Оценим сверху второе слагаемое в правой части (36). С этой целью для 
любого Х ^ е  1ш ( ^ ) запишем равенство

(Ь в р и '^- л н , Хн ) и = (ВРн v - n , Х н - : г н) и , ^ ^ н е  Ун , (37)

в котором полагаем %н = Хн е  Ун и Х н =  Ь В Р и V -  Лн е  1ш( I h ). П риме­
няя для правой части (37) неравенство Кош и-Буняковского-Ш варца, а затем 
условие устойчивости (12) и оценку (31), находим

II  1 II "\/1 Л ц ц /ооч
|вРнV -  I - 1лн\\п <  Ь  -  ВРнVIи  ■ (38)

Равенство (36) с учетом оценки (38) и свойств ортогональных проекций (18) 
приводит к неравенству
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г - 1 -  и| | п | | г- г и
1

(39)

Замечание 7. Пусть в И£ =  р  И +тр И £  Х И , гд е  р  И £  1 т (  1И), ^  И £  кег( 1к ).
Близость элементов £ £ У  и р и £  1 т ( 1и) устанавливается на основании 
приведенных выше неравенств. Используя оценки (23), (34), (35), (38) и (39), 
получаем

£ - р и\\э  -  “ С. 11£ - г и\\п + - “ С. IIе и( £ - г и^ п ;
ги£ Хи Гг.£Уг, \\э- (40)

||£ -  /и*р  и\\п ^ 1 - Л 2 Ь - П  Л э  + Г 1£ У 11£ - Г  и \ э ; (41)
г и £ Хи Г и £УИ

£ -  1 - 1р и | | п - М „ 11£ - Г
1

’ (42)

причем

\\ВРии -  ~а*ри\\э  -  V1 - Л 2 г 1пГХ \\е- г Л э ;
ги£ Хи (43)

\\ВРИи -  1- 1р и||п -
■ Л - 7 :

(44)

< л / Гэ .ги£ Хи нд . (45)

Для ортогональных проекций имеем

р  и -  ~ и р  и п -  ^  ||£ - г  И1л + _  1ПС 11£ - Г  иИэ г £ Х 11 1 ” "э Г £У " И ; ги £ Х и Г и £УИ (46)

Ри -  1 -1 р и ||э  ^  11£ - г и\\э +  ^  ̂  11£ - Г и\\э . (47)
ги£ Х Л Г £У а ГИ £УИ

Отметим, что из неравенств (40)-(47) только оценки погрешности
/

£ — р и £  Х  и разности проекций ВРии -  ри  £  Уи не включают слага­

емое £ -  ВРИЩ^ .и И иэ
Замечание 8. При сопоставлении уравнений (8) и (9) получим

I  ̂  I  иВии — ВРии в У и.. (48)
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Тогда элементы £ h G X h и Buh G Yh однозначно определяются выражени­
ями

£ h =  I h (~h I h) 1 BPhu; Buh =  (~hI h ) 1 BPhu- (49)

Отметим, что для обычной схемы в перемещениях имеем £ h =  Buh = 
=  BPhu G Yh, а проектирование Buh G Yh на пространство Xh  дает ~h = 
=  IhBuh =  IhBPhu G Im(Ih ). Очевидно, что между этими элементами сущест­
вует взаимно однозначное соответствие. Ортогональная проекция 
£ h G Im(I h ) на пространство Yh есть элемент £ h G Yh, а проектирование 
этого элемента снова на пространство Im( Ih ) определяет элемент
£h G Im(I h ). Иначе, это можно записать так: £ h =  Ih  £ h G Yh и £h =

_ _1 ^  * _1
= Ih £ h G Im(Ih ). Обратное имеет место, однако I_  и (Ih ) не являются
проектирующими операторами. Заметим также, что пространства Yh и 
Im(Ih ) можно интерпретировать как множества напряжений и деформаций 
для классических и смешанных схем МКЭ.

Т еорема сходимости. Если выполняется условие устойчивости (12), то 
существуют такие не зависящие от h постоянные C i и C 2 , что

||£ _ £ 4  -  C 1 и GX ll£ _  П h\\D +  _ I0  h (£ _  Г h d  ; (50)VhG Xh т h GYh x '

||£ _  Buh\\D -  C 2 f  F _ Vh\\D +  C 1 _if  11£ _ ГhlD , (51)
Vh G Xh T h GYh x '

причем

VT d 2

С ■ =  1 ; С  2 = —  ■ ( 5 2 )

<  Пусть в к £ =  р  к +  р  к е  Х к, где р  к е  1ш (/Л) И р  к е  к ег(/* ). С 

учетом того, что £ — £ л =  £ -  в л £ +  р  л — £ й +  Р  Л, получаем

1£ —£ л|| Д =И£ —в л £|| Д + | | р  л — £ ЛIIД + | |р  Л  Д . (53)

Оценим второе слагаемое в правой части (53) с помощью равенства 

(р  л — £ л , я  л Ь  =  (£ —в л £  я  л — / - 1̂  л Ь , ^  л е  1ш(1л ) . (54)

В в и д у  п р о и з в о л ь н о с т и  э л е м е н т а  я  л е  1ш (/А) п о л а г а е м  я  л =  р  й —
— £ л е  1ш( 1л ). Применяя для правой части (54) неравенство Кош и-Буняков- 
ского-Ш варца, а затем оценку (30), находим

II II ^ 1 -  d 2 и и ге-е-л
W h _ £ h||D -  d  h£||D ■ (55)
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Равенство (53) с учетом оценки (55) приводит к неравенству

II2 1 || „ ||2 || || 2

dIе — е -  “721 1е — 6 hHlD +  W h lD , (56)

откуда на основании свойств ортогональных проекций (2 0 ) и (2 1 ) получаем 
оценку (50).

Для доказательства неравенства (51) используем ортогональное разло­
жение элемента е — Buh G Y  в виде е — Buh = е — BPhU +  BPhU — Buh• Тогда

||е — BuhlD =  IN — BPhU\D +  \\BPhU — Buh\\D. (57)

Оценим второе слагаемое в (57). С этой целью для любого л  h G Im(Ih ) 
запишем равенство

(BPhu — Buh ,л  h )D =  (BPhu — е ,л  h — r  h )D +  (е — е h ,л  h — Vh )D , , ОЛ
_ _  (58)

V r h , Vh G Yh•

П олагая r  h =  ~h*л  h G Yh и Vh =  1—1л h G Yh, имеем

(BPhu — Buh ,л  h ) D =  (BPhu — е ,л  h — ~h л  h ) D +
— 1 (59)

+  (е —^ е , л  h — I h л  h ) D , У л  h G Im (Ih ) .

Ввиду произвольности элемента л h G Im (Ih ) принимаем л h =  IhBPhu —
— IhBuh G Im(Ih )• Используя для правой части (59) неравенство К ош и- 
Буняковского-Ш варца, а затем оценки (12), (30) и (31), находим

II II лА— d 2 Гн и 1 у у
\\BPhu — BuhlD -------d -----n BPhu — е 1 D +  d l l£ —6 hе 11 D

Равенство (57) с учетом оценки (60) приводит к неравенству

(60)

II II ! | |  II V I -  й 2 и ц ^
||£ — ВиЛ п -  й \  1£ — Б рь 4 п +  ~ ^ 2 —  к £  о  , (61)

откуда на основании свойств ортогональных проекций (18) и (2 0 ) получаем 
оценку (51). ►

Следствие 1. Оценка погрешности смешанной аппроксимации для де­
формаций £ —£ ь имеет слагаемое ■ В этом ее принципиальное отли­

чие от аналогичной оценки при обычной аппроксимации. Погрешность 
£ — Виь неулучшаема в том смысле, что в ее оценке присутствует слагаемое
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||е — BPhu\\D . Однако оценка погрешности для деформаций е — е h таким

членом не располагает, и в этом состоит ее особенность.
Следствие 2. Обозначим через в h сужение в h на пространство эле­

ментов е — г  h. Множество элементов е — тh образуют подпространство в Y, 
которое включает в себя подмножество элементов е — BPhu. Поскольку 
элемент е — BPhu E Y  описывает погрешность аппроксимации для дефор­
маций при обычной аппроксимации в перемещениях, элемент в h(е — BPhu)
-  суть ортогональная проекция погрешности е — BPhu на пространство X h. 
Исходя из этого имеем оценку

II II2 ||~ II2 II II2 II II2
W  h\\D — \\e h (е — BPhu)\\D = ||е — BPhu\\D — in f 1|( е — BPhu) — V h\\D , (62)

VhЕ Xh

откуда следует ||фA D — ||е — BPhAD , причем равенство справедливо, если

е — BPhu -  элемент пространства X h  .Предположим, что пространства Yh и 
Xh  “не пересекаются”. Тогда вычитаемое в правой части неравенства (62) 
не может быть равным нулю и, следовательно, в этом случае имеет место 
строгое неравенство, т.е. ||вh||D <  1-

Пусть т h =  B uj Е  Yh и uj E.U h -  интерполянт u E .U . Кроме того, 
е j  Е  Xh  -  интерполянт е Е Y . Для оценки ^ d  могут быть использованы

неравенства

\\ф hlD — ||~ hB( u — u j | |d  =

|(B(u — uj  ), 1] h )D  II II l(е J — BuJ , V h )D |
=  sup -------- ii— у----------- — \\е — е j  ID +  suP ---------о— о-----------■ (63)

] hЕ Xh \\]  hlD ] hЕ Xh \\]  hlD

Следствие 3 . В случае, когда пространства Xh  и Yh принимаются 
одинаковыми, приходим к обычной формулировке М КЭ в перемещениях. 
Тогда Jh -  тождественный оператор в Yh и, следовательно, условие устой­
чивости (12) выполняется тождественно с постоянной d  =  1. Поскольку, 
е h =  Buh = BPhu Е Yh и ||фh||D =  0, оценки (50) и (51) преобразуются к

обычному виду

1е —е h Id = _  “ Y 1£ —т A d  ■ (64)тh EYh х '

Следствие 4 . Оценим разницу в определении деформаций при обычной 
и смешанной аппроксимации. Для этого необходимо оценить разность 
е h — BPhu. Используя равенство (60) при ж h =  е h Е  Im(Jh ), получаем

Iе h — BPhu\D — ||е — в  h е || D | Iе h — BuA D + 1е — BPhu\\D \ Iе h — BPhu \\D . (65)
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Покажем, что справедливо неравенство

||є н -  ВиА п -  1 1£ н -  ВРни\\п . (6 6 )

С учетом ортогонального разложения є н -  Вин = є н -  ВРни +  ВРни -  
Вин имеем

І1є н -  Вин\\2п  =| | є н -  ВРни\\2п  +  \\ВРни -  Вин\\2п  ■ (67)

Для оценки второго слагаемого (67) воспользуемся следующим очевидным 
равенством:

(I hBuh — I hBPhu ,л  h ) D =  (£ h — BPhu ,л  h — r  h ) D , (6 g)

У л h G Im(h ), У Г h G Yh■

П °лагая r h =  ~h*л  h G Yh и л  h =  I hBuh — I hBPhu G Im(I hX в соответ­
ствии с неравенством Кош и-Буняковского-Ш варца и оценками (12), (30), 
(31) находим

II II Vl — d 2 и и
\\Buh — BPhu\\D * -----d-----Iе h — BPhu\\D ■ (69)

Равенство (67) с учетом оценки (69) приводит к неравенству (6 6 ). На 
основании неравенств (65) и (66 ) получаем оценку разности £ h — £ h:

ll£ h - £ J D  *  1  ,, f  llE - ^ h D + r f  IIе -  f J U  • (70)d Vh G Xh r h GYh

Предположим, что в этом неравенстве первое слагаемое более высокого 
порядка малости, чем второе. Тогда разница реш ений для деформаций 
£ h — £ h сопоставима с погрешностью вычисления самих деформаций при 
обычной аппроксимации. Следовательно, основной вклад в разность 
£ h — £ h вносит погрешность £ — £ h ■

Следствие 5. Оценим разность £ h — Buh , которая используется ниже 
при анализе сходимости аппроксимации для перемещений. На основании 
неравенств (6 6 ) и (70) получаем

ll£ h — BuA d  *  d T  j f - J \C- 1  4  +  dl ^  • <71)

Следствие 6. При построении обычных схем в перемещениях для 
описания деформаций применяется элемент = Ih £ h G X h , который наи­
лучшим образом приближает решение £ h G Yh в пространстве X h . В 
литературе по М КЭ такие приближения называются сопряженной аппрокси­
мацией или согласованными результатами для деформаций. Очевидно, что
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элемент є * Є  X * -  суть ортогональная проекция є * Є  У* на пространство 
X *  и є * =  IнБPнu Є  І т ( І * ). ~

Оценим погрешность є _  є* . Пусть в *є =  <р * + У  * Є  X * , где*
р  * Є  І т ( І * ) и ^ * Є  кег(І к ). Используя ортогональное разложение є _  є* =  

= є _ в  * є +  Р * _ £ *  + У  * , имеем

І І ^ ^ Ц П =ІІє _ в *є ІІП + | р  * _  ^ 1 П + 1 ^ Л п . (72)

Для оценки второго слагаемого запишем равенство

(р  к -  ^ ВРки ,л к )Б =  (е -  ВРки ,л к -  г к )Б , (7 3 )
У л  к е  1т ( 1к ) , у г к е  Ук .

_ *
Полагая г к =  1к л к е  У к и л к =  р к -  1кВРки е  1 т (  1к ), с учетом оцен­

ки (31) находим

||р к -  1кВРки\\О -^ 1 1 -  *  2 IIе -  ВРки\\в  ■ (74)

На основании равенства (72) и неравенства (74) получаем

1е - ? к|1п -  \\£ - П к\\п +
О Пке  Хк О

+ ^ 1 - * 2 М  ||£- Г к | „  + _  М  \бк ( е - г к )\ п ■ (75)
г к е Ч О г к ̂  "О V )

Сопоставление оценок (50) и (75) свидетельствует о преимуществе сме­
шанной аппроксимации, поскольку в оценку погрешности смешанного ме­
тода (50) не входит второе слагаемое оценки (75).

Близость реш ений е к -  £к е  1 т( 1к ) оценивается с помощью неравен­
ства треугольника

IIе к -  е к ||д — IIе к -  р  к ||_д 11р  к -  е к ||д ' (76)

При использовании оценок (55) и (74) находим

||є * є й п -  іпҐ є _ ] * п +  є _ г Л п
й Є Xн п Г* ЄУ* п

(77)

Следствие 7. Пусть, как и ранее, в к е =  р  к +  р  к е  Х к , где р  к е  1 т( 1к ) 
и р  к е  кег( I  к ). Согласно определению элемента р  к е  кег( 1к ), имеем

II -  II2  и и 2  | | ~  _  II2
\ \ рн_  Ь  Г* ||п  + № *  ||п  =  1^ ( є _ x н )  п , Vт, У*. (78)
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Тогда оценку погрешности для деформаций (50) можно представить в более 
общем виде, где не присутствует явно слагаемое \фь ||и . В самом деле,

оценка (56) и равенство (78) приводят к следующему неравенству:

II -  II2 II II2 1 II II2 11~ -  II2 -
||р ь -  1ьг  Л и  +  11£ - £  Л п  ^ “72 1П̂  \\£ - Ч  Л и  +  \\в ь ( е - г  ь )  и , У *ь е  Уь ■

а Пь е  Хь
(79)

Следствие 8. Приведем еще одну оценку для ь||и  ■ Применяя равен­

ство (78) для элемента С ь =  ВРьи е  Уь, получаем

||р ь -  1ьВРьи\\и +  \\ф ь|| и =  1« -  ВРьи\и -  ^  |( е -  ВРьи) - п ь \и  ■ (80)
Ць е  Хь

Оценим снизу вычитаемое в правой части (80). С этой целью для 
всякого л  ь е  1т (  1 ь ) запишем равенство

(р  ь -  ^ьВРьи ,л  ь )и  =  ((е - В Р ьи ) - Ц  ь ,л  ь -  1к -л  ь )и , У ц ь е  Х ь ■ (81)

Полагая л ь  =  р ь  -  ^ь^Рьи  е  1 т ( 1 ь ), в соответствии с неравенством 
Кош и-Буняковского-Ш варца и оценкой (30) находим

л/ 1
\\<Р и — І ив р иЩи -  — 1—  іп^  11(£ — В рии) ~ п Л и  ■ (82)

а Чи е  Хи

Подставляя эту оценку в равенство (80), приходим к неравенству

1 II II2 II и2 II _ и2
1 - 0 2 1 |Р и — І кв р ки\и  + 1 к  Л и  - ¥ ¥ - Т  Л и  ■ (83)і — а г и

Следствие 9. Предположим, что последовательность аппроксимирую­
щих подпространств и ь  х  Х ь  предельно плотная в и  х  X ,  т.е. для любых 
(V, ц ) е  и  х  X  при ь ^  0 имеем

д(ь , и ь ) =  М  ь||и ^ 0, д(Ц, Х ь ) =  М  \\ц - ц ь\\Х ^ 0  (84)
VЬ е и ь е  Хь

Тогда на основании оценок (3), (50) и (51) при ь -> 0 получаем

\ \ e - e  и\\у  - д  М  [С Д  £, Х и ) + д (  и , и  и)] -  0;

и  V тМ  [С 2 д( £, Х и ) +  С ід( и и  и )] -  0.

(85)
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Итак, достаточными условиями сходимости смешанной аппроксимации 
являются условие устойчивости ( 12) и предельная плотность аппроксими­
рующих подпространств и  к X Х к .

Следствие 10. Допустим, что при построении аппроксимирующих под­
пространств и  л X Х к используются кусочно-полиномиальные функции, для 
которых справедливо условие согласованности погрешностей аппроксима­
ции

д (Б у ,Х ь ) <  сЛд( у , иЛ), ^ е  и , (86)

где с -  положительная константа, не зависящая от Л. Другими словами, при 
конструировании пространства Х к используются кусочно-полиномиальные 
функции, степень которых не ниже степени полиномов из пространства и  л . 
Тогда, согласно неравенству (50), основной вклад в погрешность £ —£ к 
вносит второе слагаемое, т.е. член | | р . Следовательно, можем записать

асимптотическую оценку погрешности для деформаций при Л < 1 . Таким 
образом, получаем простое, но важное неравенство

1£ — £ А п  < 1р Л п ■ (87)

Исходя из последнего неравенства, а также (62) заключаем, что погреш­
ность вычисления деформаций при смешанной аппроксимации меньше, чем 
при обычной, поскольку проекция этой погрешности на пространство Х л 
не может быть больше самой погрешности.

Сходимость перем ещ ений. Пусть Ь -  такое гильбертово пространство

с нормой || • ||Ь и скалярным произведением (•,•)Ь, что и  С  Ь, вложение

непрерывно и плотно. Пространство Ь будем отождествлять с сопряженным 
к нему и, следовательно, его можно отождествить с подпространствами,

% % %
плотными в сопряженном для и  пространстве и  , т.е. и  С  Ь =  Ь С  и  .

%
Отношение двойственности на и  х и  отождествим с единственным рас­

ширением по непрерывности скалярного произведения в Ь, определенного 
на Ь х и  С  Ь X Ь. Покажем, что погрешность для перемещений и — ил в 
метрике пространства Ь имеет более высокий порядок сходимости, чем в 
норме пространства и .

С этой целью любому Рд е  Ь поставим в соответствие элемент их е  и  
как решение вспомогательной задачи

(Бих ,Б у ) д  = ( р х ,у)ь  , V у е  и . (88 )

Учитывая, что у =  и — ил -  элемент пространства и , для любых 
П Л е  Х к и г л е  Ук имеем

(Рх ,и — иЛ )Ь = ( Б и х — г Л ,£ —£ Л )и  + (£ х — ПЛ ,£ Л — БиЛ )и  ■ (89)
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Следовательно, справедливо неравенство

|( Р я , и -  ии к | -  Vм  ОН ия ,и  и | £ - £  и\\э  +  <Х£ я , Х и ) £  и -  Вии\\э ) . (90)

Пусть Ь =  [^2 ( ^ ) 1” , и решение и я задачи (88 ) принадлежит простран­

ству, содержащемуся в и , с более сильной топологией, т.е. пространству 
[Н 2( ^ ) ] п П и . На основании результатов интерполяции [8 , 9] и предполо­
жения о регулярности [10] можно заключить, что существуют такие не 
зависящие от И положительные константы С1 и С2 , что

<Хия , и и) -  С1И||р А ь ; £ я ,Х и) -  С2и||р Л ь ■ (91)

Полагая р я  =  и -  ии £  Ь, находим

||и -  ии\Ь -  Vм  И(С1|£ -  £ и\и  +  С2 11£ и -  ВиА э X (92)

откуда согласно оценкам (50) и (71) получаем такую не зависящую от И 
постоянную С  =  л [ы  ( с1 +  с2/ Л), что

\\и -  иЛ Ь -  СИ 1 II II II -
-  шт ||£ - г и \п +  _1пТ ||£ - г и
Л ги£ Х и э  ги £Уи

(93)

Пусть Ь =  [Ь2 (Г ст )]п и р я  =  и -  ии £  Н 1/2, где Н 1/2 =  [Н  1/2 (Г ст)]п. 

Тогда можно показать [9], что существует такая постоянная с >  0, что

||ря ||Н1/2 -  С||£ -  ВиА У. (94)

С учетом этой оценки приходим к неравенству

||и -  ии\\Ь - ^ М сИ(С3 11£ -  £ и\\э  +  С4 11£ и -  ВиЛ и  I £ -  Вии||У, (95)

где С3 , с4 -  вещественные положительные константы. Применяя оценки 
(50), (51) и (71), получаем такую не зависящую от И постоянную С , что

\\и -  и и||Ь -  с 4 ь
1

— шГ £ ■ 
Л ги£ Хи

г  и\\э  +  _ 11£ - Г  и (96)

Предположим, что выполняется условие согласованности погрешностей 
смешанной аппроксимации (87). На основании оценок (92), (93) и (95), (96) 
приходим к выводу, что погрешность аппроксимации для перемещений
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u — uh имеет более высокий порядок сходимости, чем погрешность для 
деформаций. При этом улучшение сходимости аппроксимации для дефор­
маций не приводит к ухудшению сходимости для перемещений.

С ходимость в подпространстве. Пусть X sh -  подпространство в X h и

в sh -  проектирующий оператор из X  на X sh, ассоциируемый со скалярным 
произведением (•,•)D . Тогда включение X sh С X h эквивалентно неравен­
ству ||вsh4  <  ||вhv\D для любого X . Сужение в sh на Yh есть опера­

тор I sh: Yh ^  X sh, причем \\lsh* h\D <  \I h* h\D для всякого * h е  Yh. Пр о­

ектируя первое уравнение (9) на подпространство X sh, получаем элемент 

£ sh =  I shBuh е  Im( I sh X для котор ого ||£ sh\D <  ||£ h\D ■

Оценим погрешность £ —£ sh. С этой целью введем в рассмотрение 

элемеНТЫ р  sh =  I shI —l<P h е  Im( 1 sh ) и У sh =  в  sh (£ — I — V  h ) е  X sh. Учиты­
вая, что £ — £ sh = £  — в  sh £ +  P sh — £ sh +  У sh, в соответствии с неравенством 
треугольника имеем

1£ —£ sh||D < ||£ — в sh £|| D + | | р  sh —£ sh\D +11У sh\D . (97)

Заметим, что

||р sh — £ sh\D = \ h h (I h 1 р h — Buh J D <  ||p h — £ h||D , (98)

с использованием оценок (55), (97) и (98) получаем

h i2

ll£ —£ sh||D < ||£ —в sh£||D + -----^-----И£ —в h£ D + |У  shlD ■ (99)

Допустим, что первое слагаемое ||г — в н £ 0  имеет порядок сходимости 

не ниже ||г — в н£1п  ■ Тогда основной вклад в погрешность £ — £ н вносит 

слагаемое и, следовательно, можем записать асимптотическую оцен­

ку погрешности для деформаций ||£ — £ ян\п — \фян\\п  при Н <  1. Однако 

\ф эн\0  — \ф н\0  , поскольку X н  -  более “узкое” пространство, чем Х н , и в

этом смысле погрешность £ — £ н  меньше, чем £ —£ н . Таким образом, 
улучшение аппроксимации для деформаций может быть достигнуто путем 
оптимального задания подпространства X н  с целью минимизации \ф н \п

на этом пространстве. Так, например, при выборе подпространства X н  
целесообразно учитывать суперсходимость производных в специальных точ­
ках сетки, что приводит к уменьшению 2н\0  и повышению точности

вычисления деформаций в X н  .
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Ч исленное интегрирование. Далее обозначение [-,-]д следует пони­
мать так, что для вычисления скалярного произведения (•,•)д  применяется 
численное интегрирование. Ограничимся рассмотрением специальных квад­
ратурных (кубатурных) формул, для которых справедливы равенства:

\Л и , т и ]д  (V и , т и )д , V V и £  X и , ^  т и £  у и; ( 100 )

[П и , т  и ]д  = ( V и , т  и )д , и , т  и £  уи .

Полагаем, что скалярное произведение [-,-]д в конечномерном про-
1 /2странстве Xи  индуцирует норму [-]д  =  [-,-]д  , эквивалентную энергети­

ческой норме || • || д  , причем

где Я -  вещественная положительная константа, не зависящая от параметра 
И. Тогда X и -  гильбертово пространство, в котором скалярное произведение 
и норма задаются билинейной формой [-,-]д.

По аналогии с уравнениями (8) определим дискретную задачу следу­
ющим образом. Найти пару ( и и , £ и ) £  и  и х  X h такую, что

[£ и ,Vи ]д  =  (б Ми ,Vи )д , V Vи £  X И; (102)
V102/

(£ и , Бь и ) д  =  Р(4 и ) + ( I , Бь и ) д , V v  и £  и и.

Для формулировки условий устойчивости и сходимости реш ения дис­
кретной задачи ( 102 ) введем в рассмотрение проектирующий оператор , 
который ставит в соответствие каждому элементу из пространства Ук его 
проекцию в Х ь . Оператор , ассоциируемый со скалярным произведением 
[-,-]д  , определим из равенства

[ г ь -  І кг ь , ] ь ]п  =  0, ь Є  Х ь . (103)

Тогда элемент £ к =  1 кВ и к -  суть ортогональная проекция Б и к Є  Уь на 
пространство Х к относительно скалярного произведения [-,-]д , причем

(£ ь ,] ь )п  =  (1 н В и к , ] ь )п , ь Є  Х ь . (104)

С помощью первой формулы (100) устанавливаем взаимосвязь опера­
торов 1ь и І ь , которая в дальнейшем играет важную роль в анализе 
погрешности аппроксимации:

( ]  ь , V  ь )п  =  (]  ь , г  ь )п  =  []  ь , І нг ь ]п , ь Є  Х ь , V *  ь Є  Уь . ( 1°5)
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Условие устойчивости . Если выполняется условие устойчивости (12) и 
скалярное произведение в Х л удовлетворяет неравенствам ( 101 ), то
дискретная задача, описываемая уравнениями ( 102), однозначно разрешима 
при любом л .

Полагая в равенствах (105) п л =  1л Гк е  1ш( 1к ), согласно неравенству 
Кош и-Буняковского-Ш варца и правому неравенству (101) имеем

II1 ЛГй ||и  =  [1ЛГЛ , 1 ЛГЛ ]и  <  [1ЛГЛ ]и  [1ЛГЛ ]и  <  к} 1 ЛГн\и  [1ЛГЛ ]и  , (106)

V Г л е  Уа ,

откуда с учетом условия ( 12) получаем

1 ||- II -  и -
к \  к  Л п  <  [1й г Ъ , V г Л е  Гй . (107)

Таким образом, условие устойчивости (12) и неравенства (101) обеспе­
чивают корректную постановку дискретной задачи (102) при любом Л.

Оператор 1 л , сопряженный к оператору , отображает Х к на Ук и 

определяется соотношением

(1 Лп л , г л)и  =  [п л ,и г л ]и , ^ л е х й , ^ л е У й. (108)

Тогда для любого п й е  Х А справедливо равенство

(Пл —^ П л , г Л Ь  =  0, ^ Л  е  Уй. (109)

Следовательно, 1 *к : Х А ^  Уй -  проектирующий оператор и 1*к п л -  орто­

гональная проекция элемента пл е  Х л на пространство Ул . Более того, 
согласно равенству (108) для всякого л  й е  [1ш( 1 л )]х имеем

(1 Л , г Л Ь  =  [л й ,и ГЛ ]и  =  0, ^ л  е  Ул. ( 110 )

Таким образом, операторы и 1*к порождают разложение простран­

ства X л , в котором введено скалярное произведение [-,-]д, в прямую сумму 
подпространств Х к =  1ш( ) ®  кег( ). Иначе говоря, любой элемент

П л е  X л может быть представлен в виде п л =  Я л +  Л к, где я  й е  1ш( ) и 
Л л е  кег( 1 к ), причем

[Л , ]и  =  [п л —Я л ]и  =  м  [пл — 1 йГл ]и , е х л. (111)
г Л еУЛ
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Поскольку оператор удовлетворяет условию устойчивости (107), 
существует обратный линейный ограниченный оператор 1, действующий 

из 1т (  ) на Ук, для которого справедлива оценка:

Я
\\1 н 1Пн\\0  -  ^ [ПнЪ , н Є  І т ( 1 нУ ( 112 )

Сужение на 1 т ( ) обозначим через ~ н■ Оператор ~ к отображает

1т (  1 н ) на Ун и устанавливает между этими пространствами взаимно одно­
значное соответствие. Определяя в равенстве (108) элемент Г н Є  Ун с 
помощью соотношения Гн =  I - 1Пн Є  Ун, в соответствии с неравенством

Кош и-Буняковского-Ш варца и оценкой (112) для любого п  н Є  1 т (^н ) 
получаем

Б Б [П н Ъ  , (113)

откуда находим

[П н Ъ  - Б у л н Є  Іт(и  )' (114)

Любой элемент ц н Є  X н  может быть представлен как 

V н = П н +  Л н , П н Є  І т ( 1 нX Л н Є  кег( 1 1 )

л  н
(115)

Т о г д а  м о ж н о  у с т а н о в и т ь  в з а и м о с в я з ь  э л е м е н т о в  л н £ !т(1к ) и 
л  к £  1 т ( ). Действительно, согласно соотношениям (105) для всякого 
лн  £  1т (  1к ) элемент л к £  1т ( ) определяется из равенства

[л  н , 1 НТ н Ъ  = ( л  н ,1н^ н Ь > V *  н £  ¥ н. (116)

С использованием ортопроекторов 1н и /  н приходим к уравнению

L н П н =  1н П н в Ун (117)

Следовательно, элемент п  н Є  І т ( І н ) допускает представление в виде

Пн = 1н (І н і н ) 1і н П н , н Є І т ( І н) . (118)

Заметим, что такая форма записи элемента л  н £  1 т ( 1 н ) является вполне~ *
корректной. Действительно, оператор /  , удовлетворяет неравенству (114)
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~ * _і

и, значит, существует обратный линейный ограниченный оператор (Ін )
~ *

из Ун в І т (  1к ). Кроме того, : Ун ^  Ун -  самосопряженный положи­

тельно определенный и ограниченный оператор в Ун, для которого сущест-
~ * _і

вует обратный линейный ограниченный оператор (LнLh ) . Таким обра­

зом, имеет место взаимно однозначное соответствие между элементами 
пространств І т ( І н ) и І т ( / н).

Согласно определению элемента лн  Є  І т ( І н ), для любого л н  Є  І т ( І н ) 
справедливо равенство

[л н _ л  н , І н7 н Ъ  =  0  ^  н Є  Ун. (119)

Исходя из этого элемент л н Є  І т ( і н ) -  суть ортогональная проекция 
л н Є  І т ( І н ) на пространство І т ( І н ) относительно скалярного произведе­
ния [-,-]д. Учитывая, что л  н Є  І т ( І н ) -  элемент пространства Х н , можно 
получить ортогональное разложение вида л  н =  л  н +  Ан, где л  н Є І т ( І н ) и 
Ян Є кег(І *), причем

[ л н _  л н Ъ  = _ М  [ л н _  І н7 нЪ , V л н Є І т ( І н) . (12°)
7 н ЄУн

Очевидно, что справедливо и обратное утверждение. В самом деле, для 
всякого лн  Є  І т ( І н ) имеем

( л н _ л н, І н7 н Ь  =  0 , ^ н  Є Ун. (121)

Тогда элемент л  н Є І т ( І н ) -  суть ортогональная проекция из І т (  1н ) на 
пространство І т ( І н ) относительно скалярного произведения (•,•)п  и, сле­
довательно, элемент л н  Є  І т ( І н ) допускает разложение в виде л н  =  л н + 
+  Ян , где л  н Є  І т ( І н) и Ян Є  кег(І ь ), причем

||л н _ л н \\в  = _  ІЄУ | | л н _  І н^н | | д , ^ н Є І т ( І н ). (122)
7 нЄУн

Элементы Ян Є кег(І *) и Ян Є  кег(І й ) взаимосвязаны между собой 

простым соотношением Ян =  _А н и имеют две эквивалентные формы пред­
ставления вида Ян =  л н _  л н =  Л н _  Л н Є кег(І *н) и Ян = л н _  л н =  л н _

_ Л  н Є  кег(І * ) .

Итак, по определению, л н  Є  І т ( І н ) -  суть ортогональная проекция 
л  н Є  І т ( І н ) на І т ( ^н ), и их проекции на пространство Ун совпадают 
Аналогично имеем л н Є  І т ( І н ) -  ортогональная проекция л н  Є  І т ( І н ) на 
І т ( І н ), и их проекции в Ун тождественно равны. Иначе, это можно записать 
как

II -  І|2 II II2 II -  II2 _
||л н _ 7 н\\в  =  ||л н _ л н\\в  + Р н _ 7 н\\п , V 7 н Є  Ун. (123)
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С использованием неравенств (101) получаем соотношения эквивалент­
ности норм и ||-|| для элементов л  к е  1т (  1к ) и л  к е  1т (  ̂ ) :

к  Л п  - |л  А п - [л  * ь  -  [л  * ъ  -  щ  к  ><Ю' (124)

С учетом этих оценок приходим к неравенствам

||л * _ л н\\D -  Vщ2 _ Цл н\\D , * Є І т ( І * ) ; (125)

[л  к -  л  к Ъ  -  V я  2 -  *  2 ||л  , У л  к е  1т ( 1 к ) . ( 126)

Покажем теперь взаимосвязь элементов /л^ е  к е г(I* ) и /лк е  кег( 1!1), 

Из равенств (115) вытекает, что л  ̂  =  л  к + л  к - л  к е  кег( I  к ), где 

л к е  1 т ( 1_к ) и л  к е  1 т ( 1 к ), причем

[ Л  , Л Г к ]Б = [Л h ,ЛЬГк ]Б =  (Л  ,ЛйГк )Б = ( л  ,ЛАг к )Б = °

Тогда можем записать

'■‘— ь  

V x н Є  У* .
(127)

[ а ] П =  (А  А ЙЬ  +  [1 * > Л А  _  ( > Л А  п , ^  1 * Є  X н, (128)

откуда следует

А* п [Л*  ]п  -  ІА*||п  +  8иР
Х*Є Xн

п (129)
п

Заметим, что второе слагаемое в правой части этого неравенства обуслов­
лено ошибкой согласования билинейных форм (•,•)в  и [•,-]д, что связано с 
погрешностью численного интегрирования при вычислении скалярных про­
изведений (•,•)б  на элементах из пространства Х к . *

Неравенство (129) позволяет оценить разность л к  -  л к  е  кег( I  к ). Со­
*

гласно определению элемента Л к е  кег( ^  ), имеем л  к -  л  к =  Л к -  Л к е
*

е  кег(I к ) и, следовательно,

п \ л Л п + А п (130)
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Возможно, что эта оценка неоптимальна, однако она приводит к нуж­
ному результату в анализе сходимости. На основании неравенств (129) и 
(130) находим

II II „II II |(V h ,х  h )D -  [у h ,X h b l
¥■ h - л h\\D ^ 2 mh\\D +  sup ------------ о— о--------------- . (131)

xh ̂  Xh llX h|D

Замечание 9. В результате сопоставления уравнений (8) и (102) при­
ходим к уравнению в Yh:

~ h I hB u h — BPhu. (132)

Тогда элементы е ь е  1 т( 1 ь ) и Виь е  Уь однозначно определяются следу­
ющими выражениями:

е  ь =  1ь (~*ь1ь ) -1 ~ь* е ь =  1ь (1 ь 1 ь  ) -1 ~ь* 1ьВиь =  1ь (1 ь 1 ь  ) -1 ВРьи;
г~ * 1 г~ г~ * 1 г~ г~ * 1 ( 3 3 )

Виь =  (~  а 1ь ) ~ь е ь =  (~  н 1ь ) ~ь 1ьВиь =  (~  ь Ь  ) -1 ВРьи.

Теорема. Если выполняется условие устойчивости (104), то сущ ест­
вуют такие не зависящие от ь постоянные С 1 , С 2 , С 3 , С 4 и С 5 , что

|(Qh£ ,И h )D \Q h£ ,И h ]d |
+  sup --------------jj— jj-----------------; (134)

X h ̂  Xh \\x h\\D

„  . ~ ||~ , -  J  „  |( Qh£ ,x  h )D -  \Qh£ ,x  h ]d |
+ С  4 m f \dh( £ - t h  )  D + с  5 sup -------------- jj— jj-----------------, (135)

Th є  Yh Xh e  Xh IIх  h ID

причем

^ R  2 ( 1 - d  2 ) + d  2 R  ̂ л/Т 
с , -  ------------ — -------- ; С 2 =

1 "  d  ; C 2  -  d 2

1 V r  2 -  1 R
C 3 -  C  4 - ^ ^  C  5 -  d '

(136)
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А  Пусть в  к £ =  р  +  ф е  Х к, где р  е  1ш( ) и ф е  кег(I  *к ). Кроме

того, в  к =  р  к +  ф к е  Х к, где р  к е  М 1Ь) и ф к е  кег( 11 ). Учитывая, что 

£ -  £ к =  £ ~  в  к £ +  р  -  £ к +  ф , имеем

£ -  £ =  £ -  в  к £І +«Б Ф, , - £  к +  1  к (137)

При использовании левого неравенства (101) получаем

Ф — £ , +тр— к ~к У-Ь Б *  [ф Л —£ Л +  1 Л Ь  • (138)

Равенство (137) и оценка (138) приводят к неравенству

II II2 II II 2 2 2
||£ — £ Л и *  11£ — в  к £  ю + [Ф к — £ к ]ю +  [1  к ]ю • (139)

Поскольку р  — £ к е  1ш (Iк ), с использованием неравенств (124) и (55)
находим

[Ф к — £ к ]ю *  [Ф к — £ к ]ю *  Я ||ф к — £ 4  *  ^ 1 — Л 2 ||£ — в к £||Ю • (140)

Таким образом, приходим к неравенству 

д/я 2 (1— Л 2 ) +  Л 2
£ — £~к\\ю \£ —в к £|| Ю + [1  к ]Ю (141)

откуда на основании свойств ортогональных проекций (2 0 ) и (2 1 ) получаем 
оценку (134).

Для доказательства неравенства (135) используем ортогональное раз­
ложение элемента £ — Ей к е У  в виде £ — Ей к =  £ — ВРки + ВРки — Ей к. 
Тогда

2 2  
£ — В и ^ _  =  ||£ — ЕРьЩ^ + \\ВРки — БиБ '^к (142)

Оценим второе слагаемое в правой части равенства (142). Для всякого 
л  к е  1ш( 1к ) запишем равенство

(В рки — В ик ,л  к Ь  = (1кВРки — Ф к , л  к Ь  +  [Ф к — £ к , л  к ]Ю +

2

2

+ (в  к£, л  к Ь  — [в к£, л  к Ъ  +  (Ф к ,л  к — л  к Ь  ■
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В виду п роизвольности  элем ен та ж н Е  1 т ( / А) полагаем  ж н =  1ьБРкп — 
—1кБ и к Е  1 т ( ). Применяя для правой части равенства (143) неравенство 
Кош и-Буняковского-Ш варца, а затем оценки ( 12), (74), (124), (125) и (140), 
получаем

II II лА — й 2 II „ „  II Я 4 1 — й 2 „ н
\БР^и — Б и ,'^н п й 11£ — БРнЩп + й 2

2- 1 у у Я \( 0 к£,х  н) п  н£,Х н Ъ  
+ -----1----- Р  н\\п + 7  «ир --------------й---- й----------------

й П й Хн Е Хн ||Х Л и
(144)

Равенство (142) с учетом оценки (144) и свойств ортогональных про­
екций (18) (20), (21) приводит к нужному неравенству (135). ►

Замечание 10. Пусть, как и ранее, и1 Е  Пн -  интерполянт и Е  и  и 
£ 1 Е  Хн  -  интерполянт £ Е 7 . Поскольку

[Р ,  ]п  — [ 0 н£ 1нБи1 ]П — [ 0 н£ £I ]П +  [£I 1нБи1 ]П , (145)

с учетом неравенств

[вн£ — £I ъ  — Я |г  н£ — £ л 1п  — Я ||£ —£ л |п (146)

получаем оценку для [р  ] п :
— н

[р  н ]п  — Я 11£ —£ А\п  +  8иР
Пн Е Хн

|[£I Би 1 , ^ н ]п | 

[п н ]п
(147)

Замечание 11. Близость реш ений £ н — £ н Е  кег(I h ) оценивается с по­

мощью неравенств

£ н — £ н — £ н — Р н +  р  н — £ н +
п

+
п

Vя  2 — ф  н — р  А п +
п

(148)

С использованием оценок (55) и (131) получаем такие не зависящие от 
н положительные постоянные С 1 и С 2 , что

|£ н —£ н\\в  — С 1 1̂ .  11£ — П н и  +  С  2 _1ПГ.. Р  н(£ — г  н |  п +
Пн Е Хн п ПЕ7, п

|(0 н £ , Х н )п  — [0 н £ , Х н ]п |
+  эир --------------Й— й-----------------. (149)

х нЕХ н IIх  н\\п
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Сопоставление оценок (134) и (149) свидетельствует о том, что погреш ­
ность аппроксимации є — £ h Є  X  и разность реш ений є h — є h Є  X h -  суть 
величины одного порядка малости.

Замечание 12. Для оценки разности Buh — B u h Є  Yh запишем равен­
ство

(B uh — B u h ,л  h)D =  (£ h — p  h ,л h)D +  [p h — £ h ,л  h ]D +

+  ( 0 hЄ  л  h )D — [ 0 hє , л  h ]D +  (У h , л  h — л  h )D , ^  h Є  Im (/h ) . (150)

Если в первых двух слагаемых учесть свойства ортогональных проекций и 
формул численного интегрирования ( 100), то получим более точную оценку. 
В соответствии с равенством

(є h — p  h ,л  h )D +  [p h — £ h ,л  h ]D =  (є h — p  h — ~h (є h — p  h ) ,л  h — ~h л  h )D +

+  [p  h —є h — ~  I (P  h — є h x  л  h — ~  h л  h ]D , V л  h Є  Im(/ h ) (151) 

и неравенствами (31) и (126) имеем

< (R +  1 - 2 J  ) е  h - р  h п ЛDH hHDh\\n ’ (152)
У Л h Є  Im(Ih ) .

На основании равенства (150) и оценок (12), (55), (124), (125) и (152) 
так или иначе находим такие не зависящие от h постоянные C 1 , C 2 и C 3 , 
что

I K  -  B Uh\\D ^  C 1 inf  ||е —V h||D +  C  2 _i n f l|~ h (е —^ h I D +
Vh £ Xh Th £Yh

^  |( 0 hе ,x h )d  -  [0 hе ,x h b l
+  C 3 sup --------------jj— jj-----------------. (153)

xh £X h \\x h\\D

Согласно оценкам (135) и (153), разность реш ений Buh — Buh £  Yh не 
превышает погрешность е — Buh £  Y. В оценку разности (153) не входит 
второе слагаемое оценки (135), которое вносит основной вклад в погреш ­
ность е — Buh £  Y. Таким образом, применение формул численного инте­
грирования, удовлетворяющих равенствам ( 100), не приводит к изменению 
порядка сходимости погрешности аппроксимации е — Buh £  Y.

Замечание 13. Оценим разницу между деформациями, определенными 
при обычной и смешанной аппроксимациях с учетом эффекта численного 
интегрирования. Для этого необходимо оценить разность е h — е h, где эле­
мент е h £  Yh задается выражением е h =  BPhu £  Yh. Поскольку элементы 

е h £  Im( I h ) и е h £  Im( I h) взаимосвязаны соотношением 1}ге h =  Lh е h = 

=  BPhu £  Yh , с использованием равенства (123) имеем
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II II2 II II2 II II2\\еh -  BPhu\\D = | |е h - е h\\D + | |е h -  BPhu\D . (154)

На основе оценок (70) и (149) получаем такие не зависящие от h посто­
янные C 1 и C  2 , что

||еh - e h lD - C i in f I I^ V h lD  +  C 2 _ inf I h ^ h L  +
" "D Vh 6  Xh D rh 6 Yh D

|( 0  h е , X h )D -  [ 0  h е , X h ]d |
+  sup --------------jj— jj-----------------. (155)

X he X h llX h\\D

Сопоставление оценок (70) и (153) показывает, что разности решений 
е h - е  h и е h - е  h -  суть величины одного порядка малости. Таким обра­
зом, все необходимые оценки получены.

Реш ение дискретн ой  задачи. Рассмотрим простейший итерационный 
процесс

[е h ,V h ]D (Buh ,V h ) D , У V h 6  X  h;
(156)

(Buh+ ,BV h )D =  (Buh ,Bv h )D +  a{p (v  h ) -  (е h -  %,B v h )D }  У v  h 6  U  h ,

где a  -  числовой параметр, вводимый для управления скоростью сходи­
мости процесса. При 0 < а < 2 имеет место сходимость, причем a opt = 
=  2/[1 +  ( d/R  ) 2 ].

Итерационный процесс (156) можно трактовать как метод поправок

[е h ,V h ]D = (Buh ,V h ) , ^  V h 6  X h;

(B<V h ,Bv h ) D = P(v  h ) -  (е h - %,Bv h ) D , У v  h 6  U h ; (157) 

u ‘ + 1 =  uh +  a kшh ,

где ш h 6  U h -  поправка для k-й итерации. Если константа d  для вычис­
ления параметра a  opt неизвестна либо определяется слишком грубо, целе­
сообразно пользоваться формулой метода скорейшего спуска:

Ь ш  ц 2
k =  - -------^  (158)a =

[LhB(°  h ]D

Рассмотрим обобщенный метод сопряженных градиентов [11], облада­
ющий более высокой скоростью сходимости. Пусть и0 Е  и ь  -  произволь­

ное начальное приближение к реш ению  ий Е и й, и элементы £ 0 ,.. .  

..., gh Е и ь  выбираются взаимно сопряженными, т.е. для любых т =  0, 1, ...
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к -  1 имеем (-нВЕн ,Ве ™ )п  =  0- Тогда формулы метода сопряженных 

градиентов могут быть записаны в виде

(Вт Н, Ву н) п  =  р ( ь  н) -  (е Н -  %, Ву н ) п  , н е  и  н;

к+1 к . пк к к+1 к . к к+1
Ел =  т л + Р  Ел ; ин =  ин + «  Ен ;

II к || 2 II к ||2 (159)В т А  В тн
Р к =  - -------^ ;  а к =  п

В т  н - ^ Г  [ - н ^ П|| н 11п

Описанные выше итерационные алгоритмы (155)-(159) являются, 
по-видимому, одними из наиболее эффективных, поскольку количество 
требуемых итераций для достижения заданной точности решения 
( ы%,е н ) ^  и н  X Хн  не зависит от параметра сетки н.

Заклю чение. Приведенные результаты могут быть использованы при 
построении различного рода смешанных аппроксимаций для двухмерных и 
пространственных задач теории упругости. Возможно также их применение 
к анализу упругопластических нелинейных краевых задач. Принципиальное 
отличие смешанных схем М КЭ от традиционных состоит в необходимости 
построения таких аппроксимирующих функций, для которых обеспечива­
ется выполнение условия устойчивости (12), что, в свою очередь, гаран­
тирует разрешимость, сходимость и получение устойчивого реш ения ко­
нечномерной задачи при любом н. Попытка игнорирования условия (12) при 
конструировании смешанных аппроксимаций может привести к плохо 
обусловленным дискретным задачам, решения которых имеют неустойчи­
вый осциллирующий характер.

Применение смешанной аппроксимации для двухмерных задач теории 
упругости и численный анализ будут рассмотрены в следующей работе 
автора.

Резюме

Сформульовано змішану проекційно-сіткову схему розв’язку крайових за­
дач теорії пружності. Досліджено коректність і збіжність змішаних апрокси­
мацій для деформацій і переміщень. Наведено результати аналізу викорис­
тання числового інтегрування. Оцінка збіжності і точності базується на 
теорії узагальнених функцій і методах функціонального аналізу. Запропоно­
вано ітераційні алгоритми розв’язку дискретних задач.
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