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Рассматриваются задачи выпук-

лого полуопределенного програм-

мирования. Приводятся свойства 

матричних конусов. Предложен 

метод решения параметрической 

матричной задачи с ограниче-

ниями на положительную опреде-

ленность.   
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Под задачей минимизации матричной функ-
ции (или матричной оптимизации) понима-
ется такая задача, которую удобно формули-

ровать в терминах матричного исчисления. 
Многие важные характеристики матриц 

(собственные числа симметричных квадра-
тичных матриц, их суммы) представляют 
собой негладкие функции от элементов мат-
риц. Поэтому матричные задачи оптимизации 

зачастую оказываются негладкими, что затруд-
няет их решение классическими методами. 

Одна из первых работ, в которой изуча-
лись свойства субградиентов негладких 

функций, возникающих в связи с ограниче-
ниями неотрицательной определенности, ко-
гда выбираемые параметры входят лишь в 
диагональные элементы матриц, была работа 
Флетчера [1]. В работе [2] описаны свойства 
некоторых матричных функций и приведены 

алгоритмы решения матричных задач мате-
матического программирования. Один из 
наиболее практически эффективных алго-
ритмов решения такого рода задач –  

r -алгоритм [3].  

Данная работа посвящена исследованию 

свойств некоторых матричных конусов и ре-
шению задач матричной оптимизации. 

Рассмотрим пространство nM  всех мат-
риц A  размерностью nn ×  с вещественными 

элементами jia , где i – индекс строки, j  – 

индекс столбца, njni ,...,1,,...,1 == . В 
nM  

введем скалярное произведение матриц 

,

i j i j

i j

A B a b∗ =∑  
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Пусть nn MS ⊂  – пространство симметричных матриц, т. е. TAA = , 

nn
MS ⊂−  – пространство кососимметричных матриц, т. е. TAA −= . Простран-

ство nM  разлагается в прямую сумму пространств nS  и n
S− . 

Обозначим nS+  конус положительно определенных симметричных матриц 

{ }nnn
RppApSAS ∈≥∈=+ ,0),(: . 

Матрица n
SA +∈  строго положительно определена, если здесь имеет место 

строгое неравенство. Конус строго положительно определенных матриц обозна-

чим  
n

S ++ . 

Для любого вектора-столбца nRp ∈  матрица { } n
ji

T Spppp +∈= : 

( ) ( ) nTTTT Rxxpxppxxppx ∈∀≥== ,0,
2

. 

Определим конус, сопряженный к конусу n
S+ : 

{ }nnn SAAZMZS +
∗

+ ∈≥∗∈= ,0: . 

Конус ∗
+

n
S  состоит из может быть несимметричных положительно опреде-

ленных матриц. Действительно, для произвольных матрицы ∗
+∈ nSZ  и вектора 

n
Rp ∈  выполняется 

( ) ( ) 0, ≥==∗ ∑ pZpppzppZ
ji

jiji
T . 

Если Z – положительно определенная матрица, а A  – симметричная поло-

жительно определенная матрица, то 0≥∗ AZ . Действительно, имеет место 

представление 

∑
=

λ=
n

i

T
iii xxA

1

,                                              (1)  

где 0≥λ i  – собственные значения матрицы A , а ix  – соответствующие им соб-

ственные векторы, причем ix  образуют ортонормированную систему векторов 

[4]. Так как Z – положительно определенная матрица, то 

( ) 0,

1

≥λ=∗ ∑
=

n

i

iii xZxAZ . 

Конус nnnn
SSMS −+ +=⊂  не имеет внутренних точек, так как если матрица 

симметричная, то малое возмущение делает ее не симметричной. Однако  

нетрудно показать, что конус n
S ++  является внутренностью конуса n

S+   
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относительно симметричных матриц, т. е. nSri +  – множество строго положительно 

определенных симметричных матриц. Кроме того, несущее пространство конуса n
S+  

( ) nnn
SSSLin +++ −= . 

Пусть матрица nSA +∈0 . Рассмотрим конус возможных направлений к ко-

нусу n
S+  в ( ) ( )000 : ASconAKA

n −= + , а также сопряженный к нему конус 

( )∗0AK . 

Теорема 1. Сопряженный конус к конусу ( )0AK  имеет вид 

( ) { }0: 00 =∗∈= ∗
+

∗
AZSZAK

n
. 

Пусть теперь nSriA +∈0 , т. е. 0A  – строго положительно определенная сим-

метричная матрица. Тогда по любой симметричной матрице B  и достаточно 

малому 0>ε  можно построить такую матрицу BAA ε+= 0 , что n
SA +∈ . Следо-

вательно, для ( )∗∈ 0AKZ  выполняется ( ) 00 ≥∗=−∗ AZAAZ  и, значит,  

( ) ( ) 00 ≥∗ε=−∗ BZAAZ . 

Но такие рассуждения верны и для симметричной матрицы B− , так что 

0=∗ BZ  для произвольной матрицы nSB ∈ . В частности, положив 
nT

RpppB ∈= , , получаем 

( ) ( ) ( ) 0,, ===∗ pZppZpppZ
TT . 

Следовательно, для положительно определенной матрицы Z  

( )( ) nT
RpppZZ ∈=+ ,0, . 

Так как ( )T
ZZ +  – симметричная матрица, то 0=+ TZZ , т. е. матрица 

TZZ −=  – кососимметричная. Итак, получен следующий результат. 

Теорема 2. Если матрица nSriA +∈0 , то конус ( )∗0AK  состоит из кососим-

метричных матриц. 

Заметим, что любая кососимметричная матрица положительно определена. 
В дальнейшем будем вести рассуждения в пространстве симметричных мат-

риц. Здесь имеет место равенство nn SS +
∗

+ = ,  где сопряженный конус к исходно-

му есть 

{ }nnn SABASBS +
∗

+ ∈≥∗∈= ,0: . 

Пусть nSA +∈ , то аналогично теореме 1 выполняется 
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Теорема 3. Сопряженный конус к конусу ( )AK  имеет вид 

( ) { }0: =∗∈= +
∗

BASBAK
n . 

Выведем еще одно свойство матриц, принадлежащих конусу ( )∗
AK . Для 

матрицы n
SA +∈  в представлении (1) nii ,...,1,0 =≥λ , и полагаем kii ≤=λ ,0 . 

Тогда для любой матрицы ( )∗∈ AKB  выполняется 

( ) 0,
1

=λ=λ∗=∗ ∑∑
>= ki

iii

n

i

T
iii xxBxxBAB . 

Следовательно, ( ) kixxB ii >= ,0, .  Но n
SB +∈ , поэтому kixB i >= ,0 . За-

метим, что в 2R  элементарная матрица поворота на угол 
2

π
 – кососимметрич-

ная. Итак, собственный вектор матрицы A , соответствующий ее положительно-
му собственному значению, является собственным вектором матрицы B , соот-
ветствующим ее нулевому собственному значению. 

Далее, пусть niyi ,...,1, =  – ортонормированная система собственных векто-

ров B , а 0≥γ i  – соответствующие им собственные значения. Как вышепоказа-

но, kixy iii >==γ ,,0 . Если ki ≤ , то 0≥γ i  и ( ) ( ) 0,, == jiji yyxy  для ij > . 

Таким образом, kiyi ≤, , лежат в подпространстве, ортогональном подпрост-

ранству, натянутому на векторы kixi >, . Поэтому kiyi ≤,  – собственные  век-

тора матрицы A , соответствующие нулевому собственному значению этой мат-
рицы, а матрица B  может быть представлена так: 

kiyyB i

ki

T
iii ≤≥γγ=∑

≤

,0, .                                     (2) 

Итак, для любой симметричной положительно определенной матрицы A  

матрица ( )∗∈ AKB  тогда и только тогда, когда B  представима в виде (2), где 

собственные значения матрицы B  неотрицательны, iy  – ортонормированная 

система собственных векторов матрицы A , соответствующие ее нулевому собс-
твенному значению. 

Далее, рассмотрим матричную задачу математического программирования: 

( ) ( ){ }n
i SAkiAfAf +∈=≤ ,...,,1,0min 0 ,                             (3) 

где все функции ( )Af i  – выпуклые; 0A – решение этой задачи. 
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Для построения необходимых и достаточных условий минимума задачи (3) 

воспользуемся леммой 4.2 [5]. В качестве выпуклого конуса MK , требуемого 

для выполнения условий этой леммы, достаточно взять конус ( )0AK , а в каче-

стве функции ( ) kiPh i ,...,1, = , взять производную по направлению P  функции 

if  в ( ) ( )PAfPhA ii ,: 00 ′= . 

Строим функцию Лагранжа задачи (3) ( ) ∑=
i

ii AfuuAL )(,  и матрицу 

( ) ∑ ′=′
i

ii AfuuAL )(, , где ( )Af i′  – субградиент функции ( )Af i . Тогда согласно 

лемме 4.2 [5] найдутся такие числа iu , не все равные нулю, что 

( ) ( ) ,, 00
∗∈′ AKuAL                                               (4) 

( ) kiAfukiu iii ,...,1,0;,...,1,0,0 0 ===≥ .                         (5) 

Непосредственное применение теоремы 3 к включению (4) дает положи-

тельную определенность матрицы ( )uAL ,0′  и выполнение условия 

( ) 0, 00 =∗′ AuAL . 

Теорема 4. Если 0A  – решение задачи (3), то найдутся не все равные нулю 

числа iu  такие, что выполняются условия (5), ( ) n
SuAL +∈′ ,0  и 

( ) 0, 00 =∗′ AuAL . Если выполняется условие Слейтера для задачи (3), то эти 

условия являются и достаточными. 

Заметим, что симметричная матрица ( )uAL ,′  не знакоопределена, однако 

она положительно определена в решении задачи. 

Для решения многих задач математического программирования применим 

метод линеаризации, разработанный для решения гладких задач [6]. На основе 
этого метода и метода отсечения в [7] построен алгоритм решения негладкой 

выпуклой задачи, сходящийся при очень общих предположениях. 

Рассмотрим задачу 

( ) ( ){ }Mxkixfxf i ∈=≤ ,,...,1,0min ,                              (6) 

где i
n ffRx ,,∈  – выпуклые непрерывные функции, M  – выпуклое множество. 

Если выпуклая функция ( ) ( )xfx i
i

max=ϕ , то задача (6) эквивалентна задаче 

( ) ( ){ }Mxxxf ∈≤ϕ ,0min . 

Пусть в процессе работы алгоритма построены точки { }kixX ik ,...,1, ==  и 

число 0>kN . Пусть kx  – точка минимума ( ) ( ){ } kiiki XxxNxf ∈ϕ+ ,;0max . 

Следующий массив 1+kX  и число 1+kN  строится по такому правилу. Решаем 

вспомогательную задачу 
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21

2

2

1
min ξ+ξ+− kk Nxx  

( ) ( )( ) ,,...,1,, 1 kixxxfxf iii =ξ≤−′+  

( ) ( )( ) ,,...,1,, 2 kixxxx iii =ξ≤−ϕ′+ϕ  

Mx∈≥ξ ,02 .                                                  (7) 

 

Полагаем { }






>ξ

=ξ
== +++

,0если,2

,0если,
,

2

2
111 k

k

k
k

kkkk
N

N
NxXX U  

где kk
kx 211 ,, ξξ+  – решение задачи (7), ϕ∂∈ϕ′∂∈′ ,ff . 

Если для задачи (6) выполняется условие Слейтера, то существуют множи-

тели Куна – Таккера, сумма которых ограничена сверху. Это позволяет утвер-

ждать, что начиная с некоторого достаточно большого k kN  будет константой, 

02 =ξk  и алгоритм индуцирует последовательность точек kx  такую, что 

0lim 1 =−+
∞→

kk
k

xx . Критерием останова алгоритма будет малость вектора 

kkk xxp −= +1 . 

Если функция f  или ϕ  имеет линейный кусок (например, кусочно-

линейная функция), то точки ix , лежащие на этой плоскости, определяют оди-

наковые ограничения в задаче (7), что упрощает решение вспомогательной зада-
чи на каждой итерации. 

К задаче (6) сводятся такие матричные экстремальные задачи на графах: на-
хождения оценки максимально взвешенного внутренне устойчивого множества 
вершин графа ( )EVG ,  и построение оценки максимального разреза графа. На-

пример,    в    первой    задаче    целевая   функция   ( ) ( )( ) ( ) =ϕλ= xxAxf ,max  

( )( )xBminλ−= , где minmax , λλ  – максимальные и минимальные собственные 

значения матрицы, ( ) ( ) ( ) ( ) WxUIxBxUWxA ,2, +=+=  – весовая матрица, 

( )xU  – матрица, в которой элементы, соответствующие E , переменные, осталь-

ные – нулевые (вершины графа соединены последовательно). Здесь для проверки 

выполнения условия положительной определенности матрицы B  используется 
критерий 0min ≥λ . Так как ( )Bminλ  – вогнутая функция от элементов матрицы, 

то ( )xϕ  – выпуклая функция от параметра x . Целевая функция задачи также 

выпуклая. Поэтому для ее решения можно применять вышеописанный алгоритм. 
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Вышеуказанные задачи на графах относятся к задачам минимизации мат-
ричных параметрических функций с ограничениями на положительную опреде-
ленность. Большинство таких задач, как было указано ранее, являются не-
гладкими. 

В работе [8] построен алгоритм решения общей матричной задачи оптими-

зации (3), использующий штрафные функции. Если все функции задачи явля-
ются непрерывно дифференцируемыми, то алгоритм индуцирует последователь-
ность, сходящуюся к стационарной точке исходной задачи. То есть находится 
точка, в которой выполняются условия Каруша – Куна – Таккера. Эти условия 
близки к условиям теоремы 4.    

Е.І. Ненахов 

ПРО МАТРИЧНІ ЗАДАЧІ ОПТИМІЗАЦІЇ 

Розглядаються задачі опуклого напіввизначеного програмування. Наведено властивості мат-
ричних конусів. Запропоновано метод розв’язування параметричної матричної задачі з обме-
женнями на додатну визначеність. 

E.I. Nenakhov 

ON MATRIX OPTIMIZATION PROBLEMS 

We consider convex semidefinite problems. The properties of matrix cones are derived. Method of 

solution of parametric matrix problems with positively definite constraints is proposed. 
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