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Постулируется существование подкласса простых упрочняющихся упругопластических ма­
териалов с независящим от пути активного деформирования поведением. Для таких мате­
риалов построены общие определяющие соотношения и разработаны подходы к их строгой 
специализации. Деформации и тип симметрии свойств материала -  произвольные. Особое 
внимание уделено моделированию конечных и бесконечно малых деформаций изотропных 
материалов. Выполнен анализ полученных уравнений. Показано, при каких предположениях 
построенные соотношения приводятся к уравнениям деформационной теории Генки.
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п у т и  п о в е д е н и е м ,  к о н е ч н ы е  и  б е с к о н е ч н о  м а л ы е  д е ф о р м а ц и и ,  о п р е д е л я ­

ю щ и е  с о о т н о ш е н и я ,  и з о т р о п н ы е  и  а н и з о т р о п н ы е  т в е р д ы е  д е ф о р м и р у е м ы е  

т е л а .

О б щ и е  о п р е д е л я ю щ и е  с о о т н о ш е н и я  т е о р и и  п р о с т ы х  у п р о ч н я ю щ и х с я  

у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л о в  [1 ]  и з - з а  с л о ж н о с т и  н е  м о г у т  б ы т ь  п р и ­

м е н е н ы  в  п р и л о ж е н и я х .  И з в е с т н ы  т а к ж е  т р у д н о с т и  и х  а н а л и з а  [2 ] . В  с в я з и  с 

э т и м  в а ж н о е  з н а ч е н и е  п р и о б р е т а е т  р а з р а б о т к а  м е т о д о в  с т р о г о й  с п е ц и а л и ­

з а ц и и  ( у п р о щ е н и я )  о б щ и х  о п р е д е л я ю щ и х  с о о т н о ш е н и й ,  ч т о  п о з в о л и т  н е  

т о л ь к о  п р о а н а л и з и р о в а т ь  у р а в н е н и я  и  в ы д е л и т ь  у д о б н ы е  д л я  п р и м е н е н и я  в  

п р и л о ж е н и я х  м о д е л и ,  н о  и  п о с т р о и т ь  и е р а р х и ю  ф и з и ч е с к и х  з а в и с и м о с т е й  

п о  у р о в н ю  с л о ж н о с т и  р е а к ц и и  м а т е р и а л а  н а  д е ф о р м и р о в а н и е .  С о г л а с н о  

р а б о т е  [2 ]  е с т ь  д в а  п л о д о т в о р н ы х  п о д х о д а  к  с п е ц и а л и з а ц и и  о п р е д е л я ю щ и х  

с о о т н о ш е н и й  п р о с т ы х  м а т е р и а л о в :  с п е ц и а л и з а ц и я  м а т е р и а л а  и  с п е ц и а л и ­

з а ц и я  п р о ц е с с а  ( п у т и ,  и с т о р и и )  д е ф о р м и р о в а н и я .

В  р а б о т е  [1 ]  д л я  п р о и з в о л ь н ы х  и з о т р о п н ы х  у п р о ч н я ю щ и х с я  у п р у г о ­

п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л о в  с  н е з а в и с я щ и м и  о т  и с т о р и и  п л а с т и ч е с к о г о  д е ф о р ­

м и р о в а н и я  у п р у г и м и  с в о й с т в а м и  и  п о в е р х н о с т ь ю  н а г р у ж е н и я  М и з е с а  и с ­

п о л ь з о в а н а  с п е ц и а л и з а ц и я  п р о ц е с с а  д е ф о р м и р о в а н и я .  Р а с с м о т р е н ы  п р о ц е с ­

с ы  с  м а л ы м  у п р у г и м  с д в и г о в ы м  д е ф о р м и р о в а н и е м ,  м а л ы м  у п р у г и м  р а с т я ­

ж е н и е м ,  а  т а к ж е  с  м а л ы м и  р а с т я ж е н и е м  и  с п и н о м .

Э т о т  ж е  в и д  с п е ц и а л и з а ц и и  п р и м е н е н  д л я  п о с т р о е н и я  о п р е д е л я ю щ и х  

з а в и с и м о с т е й  в  с л у ч а е  п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  [3 , 4 ]  и  м о н о т о н н ы х  [5 ]  п р о ­

ц е с с о в  а к т и в н о г о  д е ф о р м и р о в а н и я ,  а  т а к ж е  п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  п р о ц е с с о в  

а к т и в н о г о  н а г р у ж е н и я  [6 , 7 ]  п р о с т ы х  у п р о ч н я ю щ и х с я  у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  

м а т е р и а л о в .  Н и к а к и е  о г р а н и ч е н и я ,  к р о м е  у с л о в и я  о б р а т и м о с т и  о п р е д е л я ­

ю щ и х  с о о т н о ш е н и й  в  с л у ч а е  [6 , 7 ] ,  н а  п р о с т о й  у п р у г о п л а с т и ч е с к и й  м а т е ­

р и а л  н е  н а к л а д ы в а л и с ь .  О с о б о е  в н и м а н и е  у д е л е н о  к о н е ч н ы м  и  б е с к о н е ч н о  

м а л ы м  д е ф о р м а ц и я м  и з о т р о п н ы х  м а т е р и а л о в .  П о с т р о е н ы  ф и з и ч е с к и е  у р а в ­

н е н и я  и  в  р я д е  с л у ч а е в  [4 , 7 ]  п р о в е д е н о  и х  с о п о с т а в л е н и е  с  д а н н ы м и  и з в е с т -

© П. П. ЛЕПИХИН, 2001
52 ISSN  0556-171Х. Проблемы прочности, 2001, №  2



М оделирование процессов активного деформирования

ных опытов. Отличительной особенностью изученных ранее процессов 
[3-7] является то, что по достижении начального предела текучести в них 
непрерывно реализуется активное деформирование, под которым, как и 
авторы [8], мы понимаем историю деформирования с возрастающими плас­
тическими деформациями. Далее такие процессы будем называть активным 
деформированием.

В настоящей работе рассматриваются только те истории, в которых 
имеет место отмеченная выше особенность активного деформирования и 
постулируется существование подкласса простых упрочняющихся упруго­
пластических материалов с независящим от пути активного деформиро­
вания (далее -  с независящим от пути) поведением. Для таких материалов и 
условий деформирования построены общие определяющие соотношения и 
разработаны подходы к их строгой специализации. Деформации и тип 
симметрии свойств материала -  произвольные. Особое внимание уделено 
моделированию конечных и бесконечно малых деформаций изотропных 
материалов. Выполнен анализ полученных уравнений. Показано, при каких 
предположениях построенные соотношения приводятся к уравнениям де­
формационной теории Генки.

Заметим, что исследуемые материалы представляют собой вырожден­
ные по отношению к проявляющим зависимость от пути простым упроч­
няющимся упругопластическим материалам [1]. Однако для данных мате­
риалов определяющие соотношения существенно проще. Причем, как пока­
зывают эксперименты [9], они в ряде случаев удовлетворительно описывают 
механическое поведение некоторых упругопластических материалов при 
сложных процессах деформирования. Поэтому принимаемые при их вы­
делении предположения находят применение в так называемых деформа­
ционных теориях [8- 12].

Далее будем рассматривать истории деформирования, начинающиеся из 
ненапряженного и недеформированного начального состояния. Такое пред­
положение обычно используется в теории пластичности [8-12]. Как следует 
из данных [1, 2 ], принятое здесь начальное состояние включает бесконечное 
множество отличающихся поворотами отсчетных конфигураций, которые 
являются частными случаями неискаженных конфигураций, используемых 
при определении как твердого, так и изотропного тел.

Для заданного трехмерного векторного пространства V  посредством 
Lin  обозначим бесконечное множество всех линейных преобразований (тен­
зоров второго ранга) на V  с 1 -  тождественным преобразованием. Рас­
смотрим такие подмножества Lin:

Lin  + -  все элементы Lin  с положительным определителем;
Sim  -  все симметричные элементы Lin;
Sim+ -  все положительно определенные элементы Sim;

R o t -  все ортогональные элементы Lin  +.
Определим историю как непрерывное и кусочно-непрерывно диффе­

ренцируемое отображение [1]:

F :[0,1] ^  Lin  +, F =  F (т );
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во “время” т значение Г (т ) истории Г интерпретируется как градиент 
деформации в фиксированной материальной точке по отношению к фикси­
рованной отсчетной конфигурации к 0, принадлежащей во всех рассматри­
ваемых случаях к ненапряженному и недеформированному состоянию.

Пусть Б  обозначает бесконечное множество всех историй, О  -  под­
множество Б , состоящее из всех историй, начальное значение которых есть 
вращение

О := {Г е  Б  | Г (0) е  Яог}.

Тогда определяющий функционал, описывающий реакцию простого 
упрочняющегося упругопластического материала, можно записать так [1]:

Т:О ^  Бут, Т =  Т (Г ). (1)

Значение функционала Т (Г ) дает напряжение Коши Т в конце истории Г.
Отметим, что изучаемый класс простых материалов [1] обладает по­

верхностью нагружения.
Далее постулируем, что в классе простых упрочняющихся упругоплас­

тических материалов [1] существуют такие, поведение которых при произ­
вольном активном деформировании не зависит от пути. Эксперименты, ко­
торые обосновывают применимость деформационной теории пластичности 
для некоторых материалов при сложном нагружении [9], свидетельствуют о 
приемлемости в ряде случаев такого постулата. Для этих материалов тензор 
напряжений в конце активного деформирования полностью определяется 
значением градиента деформации в конце процесса деформирования, а 
уравнение (1) принимает вид

Т =  g (Г (1)), (2 )

где g(Г (1)) -  тензорная функция тензорного аргумента; Г (1) -  значение 
градиента деформации в конце процесса деформирования.

Как следует из [2], уравнение (2) по форме ничем не отличается от 
определяющего соотношения упругого материала. Однако для рассматри­
ваемых материалов оно справедливо не только внутри начальной поверх­
ности нагружения (упругое деформирование), но и при активном деформи­
ровании.

Определяющие соотношения для простых упругопластических мате­
риалов должны подчиняться принципу независимости от системы отсчета 
[1, 2]. Применив последний к (2), подобно тому как это сделано в работе [2], 
получим приведенную (независящую от системы отсчета) форму опреде­
ляющего соотношения:

Т Я = g 1(С), (3)

о т
где Т = Я  Т Я ; Я  -  тензор поворота в полярном разложении градиента

Тдеформации Г = Я и; Я  -  транспонированный тензор Я; и  -  правый тен-
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зор растяжения; g ^ С )  -  тензорная функция тензорного аргумента; С =  (и )
-  правый тензор Коши-Грина. Здесь и далее значение того или иного 
тензора в конце процесса деформирования будем обозначать так: и ( 1) =  и.

Соотношение (3) не отличается от определяющего соотношения, моде­
лирующего активное деформирование произвольных упрочняющихся упру­
гопластических материалов по монотонным траекториям [5]. Однако оно 
справедливо для любых, в том числе и монотонных, процессов деформи­
рования частного класса упрочняющихся упругопластических материалов с 
независящим от пути поведением.

Полученные ранее данные [5] с учетом отмеченных совпадений урав­
нений используем для построения частных форм определяющих соотно­
шений.

Для изотропных материалов уравнение (3) приведем к виду

т  = g 2 (В ), (4)

где g 2 (.) -  тензорная функция тензорного аргумента, удовлетворяющая 
условию

2 ( в ) =  g 2 (О ВО г ) (5)

Т тдля всех ортогональных Q и всех симметричных В; В =  ГГ = ЯС Я
-  левый тензор Коши-Грина.

Функция, удовлетворяющая требованию (5), называется изотропной. 
Обратно, если функция g 2 (.) удовлетворяет тождеству (5), то соотношение 
(4) есть определяющее соотношение изотропного простого материала, отне­
сенное к используемой при определении изотропного тела неискаженной 
конфигурации [2]. Согласно данным [2], если используемая отсчетная кон­
фигурация не является неискаженной в отмеченном выше смысле, то урав­
нение состояния изотропного материала не может иметь вида (4) и в общем 
случае не выделяется простотой.

Если положить, что Я  = 1, т.е. ограничиться рассмотрением процессов 
чистого растяжения без вращения [2], то из (3) получим

т  = g (С) =  g (В ). (6 )

Отметим, что если уравнение (4) справедливо для произвольных прос­
тых изотропных упрочняющихся упругопластических материалов с неза­
висящим от пути поведением и любых траекторий активного деформирова­
ния, то уравнение (6 ) выполняется только в активных процессах чистого 
растяжения без вращения для произвольных (не обязательно изотропных) 
простых упругопластических материалов с независящим от пути поведе­
нием.

Соотношение (6) не отличается от физическиго уравнения, модели­
рующего активные процессы деформирования по пропорциональным тра­
екториям [3], так как последнее справедливо для произвольных простых
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упрочняющихся упругопластических материалов, в том числе и с незави­
сящим от пути поведением.

Для изотропных материалов соотношение (6 ) приводится к виду (4) при 
ограничении (5).

Вернемся к произвольным процессам активного деформирования изо­
тропных упрочняющихся упругопластических материалов с независящим от 
пути поведением, когда справедливы соотношения (4), (5). Анализ уравне­
ний дан, в частности, в [3, 5, 6 ].

Согласно, например, данным [2, 5, 13] определяющее соотношение (4) в 
общем случае может быть представлено так:

Т = ^ 11 + р  2В + р  зВ 2, (7)

где 1 -  единичный тензор; коэффициенты р  1 ( I =  1, ...,3 ) зависят от инва­
риантов

& В , & В 2 , & В 3 , (8)

& В -  след тензора В. Причем в случае простого спектра В (неравенства
2

всех трех его главных значений) тензоры 1, В и В -  линейно незави­
симые, а инварианты (8) -  функционально независимые [13].

По данным [13] для осесимметричного тензора В (при наличии у В 
одной и только одной пары равных главных значений) уравнение (7) может 
быть приведено к виду

Т = р 11 +  р 2В, (9)

где р  I ( I = 1, 2 ) зависят от
& В , К  В 2. (10)

В рамках теории бесконечно малых деформаций в смысле [3], когда

С = В =  1 +  2 е, (11)

уравнение (7) можно представить так:

Т = р 11 +  Р 2 е +  Р 3 е2 , (12)

где е -  тензор бесконечно малых деформаций, а коэффициенты р  1 
( I =  1,..., 3) определяются инвариантами

е0 =  & е, & е2 , & е3. (13)

В зависимости (11) знак “= ” обозначает равенство с точностью до 
бесконечно малых второго порядка малости. В монографии [2] соотношение
(11) использовалось при построении моделей упругих и вязкоупругих тел.
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В случае справедливости (11) зависимость (9) запишем в виде

Т =(Рі 1 + р  2 £, (14)

где р  г ( г =  1, 2 ) определяются инвариантами

(15)

Иные формы представления (12), (13) приведены ранее [4].
Соотношения (12), (14), несмотря на следующие из условия (11) бес­

конечно малые сдвиги, растяжения и углы поворота одного порядка ма­
лости, с учетом данных [14] сохранены нелинейными в связи с физической 
нелинейностью рассматриваемого упругопластического материала на актив­
ном участке деформирования.

Как следует из зависимостей (12), (14) и полученных ранее результатов 
[3, 5], в рамках справедливости условия (11) отсутствует отличие между 
определяющими соотношениями для пропорционального, монотонного и 
произвольного активных процессов деформирования изотропных упрочня­
ющихся упругопластических материалов с независящим от пути поведени­
ем. Причем для всех указанных процессов главные оси тензоров Т и е 
совпадают и не изменяются.

Прежде чем перейти к дальнейшему изложению, отметим, что для 
упругопластического материала [1] при конечных деформациях предпола­
гается существование помимо отсчетной и актуальной также разгруженной 
(свободной от напряжений) конфигурации, которая является отсчетной при 
определении упругих деформаций. Последние переводят частицу материала 
из разгруженной конфигурации в актуальную и равны нулю в первой. 
Относительно отсчетной конфигурации определяются пластические и пол­
ные деформации. Пластические деформации остаются в частице материала 
после полной разгрузки, когда отсутствуют напряжения и упругие дефор­
мации.

При выполнении условия (11) не различают отсчетную, разгруженную и 
актуальную конфигурации и, как следует, например, из [15], с точностью до 
бесконечно малых второго порядка малости полные деформации можно 
разделить так:

где е е и ер -  тензоры бесконечно малых упругих и пластических дефор­
маций соответственно.

В (16) и далее в выражениях для бесконечно малых деформаций (в 
дальнейшем -  деформаций) знак “= ” заменен на “= ”, а верхние индексы 

“е”и “р ” при соответствующем объекте обозначают его упругие и пласти­
ческие составляющие.

Применив разложение тензоров в уравнении (16) на девиаторные и 
шаровые составляющие и приравняв такие составляющие правой и левой 
части, получим

(16)
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е =  е е +  е р ; (17)

£ 0 =  £ 0 +  £ 0 > (18)

где е =  £ -  1  £ 0 1 -  девиатор тензора деформации; тензор 3 £ 0 1 представ­

ляет собой шаровую составляющую тензора деформации, скаляр 3 £о -

среднюю деформацию.
В общем случае при деформировании реальных материалов с упруго­

пластическим поведением, как отмечено в [16],

£ 0 ^ 0; (19)

£) *  0- (2 0 )

Для несжимаемого упругопластического материала

£ 0 = £ 0 + £0  = £ 0 = £0  =  0. (2 1 )

В случае принятия упругопластического материала несжимаемым в 
разгруженном состоянии (пластически несжимаемым)

£р = 0 (2 2 ) 

и, как следует из соотношения (18),

£ 0 =  £0 . (23)

При этом
£р = е р . (24)

В последнем случае, как следует из (24), тензор пластических дефор­
маций является девиатором.

Продолжим анализ и специализацию уравнения (12) с коэффициентами, 
зависящими от инвариантов (13).

Разделив тензоры напряжений и деформаций в уравнении (12) на деви- 
аторные и шаровые составляющие и приравняв соответствующие состав­
ляющие правой и левой части, запишем

8 = ^ 2е + <Р з ( е 2 -  1 (  & е 2)11 =  ^ 2  е + <Р з ( е 2 -  2 12е 1); (25)
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Т0 =  (г Т = 3Р і +  р  2 £о +  Р 3 (г «2 =  3Рі +  Р 2 £ 0 +  Р з( (г Є  1  £ 0 (26)

где
_  2
р 2 — р  2 +  3 р  3 £ 0; (27)

8 — Т — 1 То 1 -  девиатор напряжений; 12 -  второй инвариант девиатора

деформаций; р 2 и р  3 определяются инвариантами (13); тензор 3  То 1

представляет собой шаровую составляющую тензора напряжений, скаляр

1 -т3  То -  среднее напряжение.

Соотношения (25), (26) приводятся к уравнениям, в точности совпа­
дающим с зависимостями Новожилова [17], полученными для изотропного 
нелинейно-упругого тела иным образом, через удельную работу деформа­
ции. В работе [17] отмечено, что эти соотношения могут быть применены 
для описания деформирования упругопластического материала “... причем 
окончательные выводы о пределах ее (теории, основанной на этих зависи­
мостях. -  Лет .) работоспособности в этой области следует сделать только 
после проведения специально направленных и тщательно поставленных 
опытов”. Если учесть, что идеально изотропных пластических тел в природе 
не существует, точность экспериментов всегда ограничена, для ряда мате­
риалов влияние физической нелинейности весьма мало, а проведение по­
добных опытов представляет собой чрезвычайно сложную задачу, то полу­
чение экспериментального обоснования пределов применимости таких зави­
симостей весьма проблематично. Почти полувековая история развития тео­
рии пластичности после выхода в свет статьи [17] подтверждает этот вывод.

Приведенные в данной работе и ранее [3-5] результаты позволяют 
математически строго выделить некоторые классы простых упругопласти­
ческих материалов и процессов их деформирования, для которых отмечен­
ные зависимости Новожилова справедливы.

Для целого ряда упругопластических материалов при малых дефор­
мациях можно принять, что упругая составляющая тензора полных дефор­
маций связана с тензором напряжений законом Гука. В этом случае

8 — 2<е е; (28)

То — 3К е0 , (29)

где <  и К  -  зависящие от пластической деформации модули сдвига и
объемного сжатия. Причем при нулевом значении тензора упругих дефор­
маций тензор напряжений также нулевой. Это следует из определений 
разгруженной конфигурации и тензора упругих деформаций.
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При записи (28) и (29) полагали, что в процессе деформирования 
упругопластических материалов сохраняется изотропия упругих свойств с 
изменением последних в процессе активного деформирования. Зависимость 
упругих свойств ряда материалов с упругопластическим поведением от 
пластической деформации обнаружена експериментально [18-20]. Система­
тические исследования такой зависимости в настоящее время отсутствуют. 
Тем не менее зависимость модуля упругости от пластических деформаций 
существует и о ней необходимо помнить при формулировке определяющих 
соотношений.

Пренебрегая зависимостью упругих свойств от пластической деформа­
ции, из (28), (29) получаем

8 =  2Ое е; (30)

то = 3К^  (31)

где О  и К  -  независящие от пластической деформации модули сдвига и 
объемного сжатия.

Примем, что девиатор напряжений не зависит от средних деформаций, а 
среднее напряжение -  от девиатора деформаций. Как отмечено, например, в 
[2 2 ], для малых средних деформаций материалов, проявляющих упруго­
пластическое поведение, такое предположение получило эксперименталь­
ное подтверждение в широком диапазоне изменения средних напряжений. 

Тогда физическое уравнение (25) можно переписать так:

8 =  р 2е +  р з(е  2 -  3 1 2е 1 ̂  (32)

где р  2 и Рз определяются инвариантами

гге 2 , гге 3 , (3 3 )

а уравнение (26) -
Р 3 2

То =  3 р 1 +  р  2 £о + ^ ~  £(Ъ (34)

где р г ( г = 1, ...,3 ) зависят только от £0.
Заметим, что для рассматриваемой ненапряженной и недеформирован- 

ной отсчетной конфигурации

£о = 0, То = 0. (35)

С целью дальнейшего упрощения определяющих соотношений пред­
положим, что отмеченной в [23] особенностью тензорного пространства, 
связанной с произведением тензоров при построении определяющих соот­
ношений, можно пренебречь.
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Тогда уравнение (32) примет вид

8 =  ф 2е , (36)

где ф 2 зависит от
гг е 2. (37)

Уравнение (36) с определяемым инвариантом (37) коэффициентом, как 
следует из (14), (15) в случае независимости девиатора напряжений от £0, 
справедливо и тогда, когда напряжения в упругопластическом материале 
зависят от особенностей тензорного пространства, связанных с произве­
дением тензоров, однако тензор е имеет одну пару равных главных зна­
чений.

Если считать упругопластический материал несжимаемым, когда спра­
ведливо условие (21), то, учитывая (35), из уравнения (34) получим

То = 0. (38)

В случае принятия упругопластического материала несжимаемым в 
разгруженном состоянии (пластически несжимаемым), когда справедливы 
соотношения (22)-(24), из уравнения (34) при выполнении условия (31) 
следует, что

То =  3Кео = 3Кео. (39)

Из данных [24] видно, что основу деформационной теории Генки со­
ставляет соотношение

еР = 2 0  * = ф ,  (40)

где ф -  параметр Генки.
Зависимость (40) получена в предположении, что материал изотропный 

как в упругой, так и пластической области; упругие и пластические де­
формации настолько малы, что можно пренебречь квадратами компонентов 
тензора по сравнению с первыми степенями; процесс деформирования изо­
термический и медленный; выделяемая при остаточных деформациях тепло­
та не учитывается; всестороннее сжатие и растяжение не имеют никакого 
влияния на пластическую деформацию; тела упруго идеально пластические 
и имеют поверхность пластичности Мизеса; материал сжимаемый; для 
упругих деформаций справедлив закон Гука; упругие свойства материала не 
изменяются в процессе активного деформирования.

Уравнение (40), как показано в [10], содержит условие (22), а это значит, 
что справедлива зависимость (24) и, следовательно, (40) можно переписать 
так:

еР = е Р =  . (41)
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Для принятых в [24] величин деформаций с точностью до бесконечно 
малых второго порядка малости из данных [15], как отмечалось ранее нами, 
следует соотношение (16), из которого с учетом (2 2 ) можно получить зави­
симость (23). Из (16), как было показано выше, следует справедливость 
уравнений (17) и (18). Принимая во внимание (23), уравнение (17) с учетом 
(30) и (41) преобразуется следующим образом:

1
Є = е +  е^  = ^  —  + ^ я  = № . (42)

Кроме того, из равенства (23) и закона Гука следует соотношение (31).
К зависимости (42) для упрочняемых материалов необходимо присоеди­

нить условие упрочнения. Известен ряд таких условий. Согласно данным 
[25] условие упрочнения может быть принято, в частности, в виде

Ф Г  8 2 =  / ^ г г  е 2 ^  (43)

С помощью (42) находим

8 =  ^ е =  ^ е . (44)

Возведя (44) в квадрат и взяв след от полученного выражения, запишем

т  = V( гг % 2)/ ( гг е 2) . (45)

Тогда, учитывая (43) и (45), (44) перепишем так:

» =  Л (  гг е 2 ) е . (46)

Уравнение (46) в точности совпадает с соотношением (36).
Зависимости (16), (17), (22)-(24), (30), (36), (37), (39), известные как 

соотношения деформационной теории Генки-Надаи-Ильюшина [8-10, 12], 
описывают поведение подчиняющегося принятым при их получении пред­
положениям простого упругопластического материала с независящим от 
пути поведением.

Приведенные физические уравнения, моделирующие активное дефор­
мирование, справедливы для произвольных процессов.

Разработанный подход к специализации определяющего соотношения
(12) справедлив и для совпадающих с ним по форме физических уравнений, 
моделирующих пропорциональные и монотонные процессы деформирова­
ния произвольных изотропных упрочняющихся упругопластических мате­
риалов [4, 5]. Причем для указанных процессов в случае тех же упро­
щающих предположений, принимаемых при специализации, полученные 
зависимости полностью совпадут с приведенными в настоящей статье.
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Р е з ю м е

Постулюється існування підкласу простих зміцнюваних пружнопластичних 
матеріалів із незалежною від шляху активного деформування поведінкою. 
Для таких матеріалів побудовано загальні визначальні співвідношення та 
розроблено підходи до їх строгої спеціалізації. Деформації і тип симетрії 
властивостей матеріалу -  довільні. Особлива увага приділяється моделю­
ванню скінченних та нескінченно малих деформацій ізотропних матеріалів. 
Виконано аналіз отриманих рівнянь. Показано, за яких припущень побу­
довані співвідношення приводяться до рівнянь деформаційної теорії Генки.
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