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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Óñòîé÷èâîñòü â øèðîêîì ñìûñëå — êëþ÷åâîå ïîíÿòèå â òåîðèè è ïðàêòèêå ïî-

ñòðîåíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó ïðîáëåìà àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè àêòóàëüíà

è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Â ïîñëåäíèõ äâà äåñÿòèëåòèÿ âîçíèêëî ïîíèìàíèå òîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïî-

ëîæåíèÿ, ÷òî ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ êîíñòðóêòîðó ñèñòåì âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íåêîòîðûì ñåìåéñòâîì îáúåêòîâ â ñèëó

íåçíàíèÿ òî÷íîé ìîäåëè îáúåêòà. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî âûçûâàåò íåîáõîäè-

ìîñòü èññëåäîâàíèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Åñëè â àíàëèçå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì êàê íåïðåðûâíûõ,

òàê è äèñêðåòíûõ, óæå ïîëó÷åíû ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû (ñì., íàïðèìåð, [1]

è ïðèâåäåííóþ òàì îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ, à òàêæå [2, 3]), òî â ðåøåíèè ïðîáëå-

ìû ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì â åå îáùåé ïîñòàíîâêå, êîãäà êàê

äëÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû, òàê è äëÿ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ ôóíê-

öèé, çàäàíû ëèøü èõ îöåíêè, ñäåëàíû òîëüêî ïåðâûå øàãè (ñì., íàïðèìåð, [4]).

Ïðîáëåìà àíàëèçà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì, íàçâàííàÿ çà-

äà÷åé àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè, áûëà ïîñòàâëåíà åùå â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëå-

òèÿ è åå èçó÷åíèå íà÷àëîñü ñ ðàáîòû À.È. Ëóðüå è Â.Í. Ïîñòíèêîâà [5], ãäå ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü ñèñòåìû ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ è ñî ñêàëÿðíîé íåëèíåéíîé ôóíêöèåé
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ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. Àâòîðû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåëèíåéíîé ôóíê-

öèè çàäàíà ëèøü åå îöåíêà â âèäå êâàäðàòè÷íîãî îãðàíè÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì ýòà

ïðîáëåìà áûëà òùàòåëüíî èçó÷åíà â ðàáîòàõ Ì.À. Àéçåðìàíà, Ô.Ð. Ãàíòìàõåðà,

Â. Ïîïîâà, ß.Ç. Öûïêèíà, Ð. Êàëìàíà, Å. Äæóðè, Â.À. ßêóáîâè÷à è äðóãèõ àâòîðîâ.

Óêàçàííûå çàäà÷è àíàëèçà âîøëè â ÷èñëî ïðîáëåì, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ

À.À. Äîðîäíèöèíà [6, 7]. Â [4] äëÿ êëàññà íåëèíåéíûõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ èõ

ïðåäñòàâëåíèå â êâàçèëèíåéíîé ôîðìå ïî Å.À. Áàðáàøèíó [8], ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè êëàññà íåëèíåéíûõ ñèñòåì â çàäàííîé îáëàñ-

òè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò [4], ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ íå-

ëèíåéíûõ ñèñòåì, íå äîïóñêàþùèõ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â êâàçèëèíåéíîé ôîðìå. Äëÿ

ýòîãî êëàññà ââîäèòñÿ îáîáùåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè

äëÿ äèñêðåòíûõ íåëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÀÍÀËÈÇÀ ÐÎÁÀÑÒÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Çàäàíî ñåìåéñòâî ñèñòåì, îïèñàííûõ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

X F X L nn n n� � �1 0 1 2( , ), , , ,� , (1)

ãäå X n
m�R — âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè n, Ln

t�R —

âåêòîð ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè ïàðàìåòðîâ, F ( )� — m-ìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ íåëè-

íåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî F Ln( , )0 0� , ïðè ýòîì F ( )� îáðàùàåòñÿ â íîëü

òîëüêî â òî÷êå X n � 0, à âåêòîð Ln âõîäèò â F ( )� ëèíåéíî. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà

ôóíêöèè F ( )� îãîâîðåíû íèæå.

Äëÿ âåêòîðà Ln çàäàíà åãî àïðèîðíàÿ îöåíêà

L L nn
k K

k� � �
�

L conv { }
1

1 2
;

, , , ,�
(2)

ãäå Lk — k -ÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà L, K — ÷èñëî åãî âåðøèí.

Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè «â öåëîì» ÷àñòíî-

ãî ñëó÷àÿ ñèñòåì (1), êîãäà

X AX Xn n n� � �1 �( ),
ãäå

� �( ) ( ) || ( ) || ,X C Xn n i n i
m

n n� � �
�

� � � �
1

T ,

à ôóíêöèè � �i n( ) óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòè÷íûì îãðàíè÷åíèÿì

p p i m p p
i n n i n i n i i� � � � �

2 2 1 0� � � � �( ) , ; , ,

ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé, ñðåäè êîòîðûõ îòìåòèì ëèøü ðàáîòû ß.Ç. Öûï-

êèíà, Ð. Êàëìàíà, Å. Äæóðè è Â.À. ßêóáîâè÷à. Íàñ æå èíòåðåñóåò ðîáàñòíàÿ óñ-

òîé÷èâîñòü âñåãî ñåìåéñòâà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåñòàöèîíàðíûõ íåëèíåéíûõ ñèñ-

òåì (1), (2).

Ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) îïðåäåëÿþò äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ñèñ-

òåì â òåðìèíàõ ðàçíîñòíûõ âêëþ÷åíèé

X F X F X Ln n n n

L

n n

n

� �
�

� � �1 1X L
L

~
( , ) ( , )� . (3)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ X n ñåìåéñòâà ñèñòåì (1), (2)

èçâåñòíà ëèøü ìíîæåñòâåííàÿ îöåíêà

X X nn n
s S

n
s

n

� � �
�

X conv { }
1

1 2
;

, , , ,�
(4)

ãäå X n
s — s-ÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà Xn , S n — ÷èñëî åãî âåðøèí. Òîãäà âìåñ-

òî ñîîòíîøåíèÿ (3) èç (1), (2) è (4) èìååì âêëþ÷åíèå

X F X Ln n n n

L X

n n

n n n

� �
� �

� � �1 1X F X L
L X

( , ) ( , )

,

� . (5)
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Äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà Xn�1 ïðèìåì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå

ôóíêöèè fi ( )� íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè F f X Li n i n i
m( ) ( , ),� �
�

{ }
1

îäíîçíà÷íû,

ëèíåéíî çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ Li n, è f Li i n( , ),0 0� äëÿ i m�1, . Äëÿ ñóùåñòâåí-

íîãî óïðîùåíèÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèè ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Xn�1 (5) ââåäåì èí-
òåðâàëüíóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà Xn�1:

X n n� ��1 1X . (6)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäïîëàãàåì «çàãðóáëåíèå» îöåíîê âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà

êàæäîì øàãå n ïóòåì ïîãðóæåíèÿ òî÷íîé ìíîæåñòâåííîé îöåíêè â ãèïåðïàðàë-

ëåëåïèïåä Xn�1:

X X x x x x i mn n i i
m

n i i n i� � � � �� � � � � �1 1 1 1 1 1X { }[ ] : , ,, , . (7)

Ïðèìåì òàêæå, ÷òî äëÿ ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè âåêòîðîâ Li n, çàäàíû àïðèîð-

íûå îöåíêè

L L nn i i
k K

i
k

i

,
;

, , ,� � �
�

L conv { }
1

1 2 � , (8)

ãäå Li
k — k -ÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà Li , K i — ÷èñëî åãî âåðøèí.

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ â (5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé i-é ñîñòàâëÿþ-

ùåé f X Li n i n( , ), âåêòîðíîé ôóíêöèè F ( )� íåçàâèñèìî, ìíîæåñòâî Xn�1 èìååò âèä

X x x xn n n m n� � � �� � � �1 1 1 2 1 1, , ,� . (9)

Ìíîæåñòâà x i n, �1 èíòåðâàëüíûå è ïðåäñòàâèìû â âèäå

x i n i n i n i n i nx x x x i m, , , , ,: , ;� � � � �� � � �1 1 1 1 1 1{ } , (10)

x f X L i mi n
L X

i n i n
i n i n n

,
,

,min ( , ), ;
,

�
� �

� �1 1
L X

, (11)

x f X L i mi n
L X

i n i n
i n i n n

,
,

,max ( , ), ;
,

�
� �

� �1 1
L X

. (12)

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ xi n, �1 è xi n, �1 çàäà÷ (11) è (12) íåòðèâèàëüíû, ñâÿçà-

íû ñ îòûñêàíèåì ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà çàäàííûõ ìíîæåñòâàõ, åñëè òîëüêî íå

îïðåäåëåíû çàðàíåå ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèå ñîâïàäåíèå

ãëîáàëüíîãî è ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Íèæå ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîãäà

ðåøåíèÿ çàäà÷ (11) è (12) íå ïðåäñòàâëÿþò âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, à ïîêà áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì óäàëîñü èõ ðåøèòü òåì èëè èíûì ñïîñîáîì.

Òàê êàê âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ òðåáîâàíèå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (5)

â öåëîì ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü

ýòîé ñèñòåìû òîëüêî â íåêîòîðîé íàïåðåä çàäàííîé (èíòåðâàëüíîé) îáëàñòè X0 . Ýòî

ïîçâîëèò íàì òàêæå èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ (11) è (12).

2. ÓÑËÎÂÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ
ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ «Â ÎÁËÀÑÒÈ»

Ââåäåì ñêàëÿðíóþ õàðàêòåðèñòèêó ìíîæåñòâà X:

�( ) max ||X
X

�
�X

X{|| }. (13)

Ðàññìîòðèì íîðìó âåêòîðà â îïðåäåëåíèè (13) â äâóõ âèäàõ:

|| || | |X xi

i

m

1

1

�
�
	 , (14)

|| ||X xi

i

m

2
2

1

�
�
	 . (14
)

Èìåííî ñ ïîìîùüþ ýòîé ñêàëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè (13), (14), (14
) ìíîæåñò-
âåííîé îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ áóäåì àíàëèçèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (5). Äëÿ
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àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîãî âêëþ÷åíèÿ (5) ïîòðåáóåòñÿ îáîáùèòü äèñêðåòíûé
àíàëîã ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà íà êëàññ íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ âêëþ÷åíèé.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (13) ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, òî ìîæåì ïðèíÿòü åå
â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è ââåñòè åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëî-
âèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà. Åñëè ïåðâàÿ ðàçíîñòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

�� � � � �n n n n n n� � � � 
 ��1 0( ( )) ( )F X X , (15)

îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî âêëþ÷åíèÿ (5)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè n ��.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîæåñòâî Xn âûðîæäàåòñÿ â îäíîòî÷å÷íîå, Xn nX�{ }, òî

�( ) || ||Xn nX� è íåðàâåíñòâî (15) ïðèîáðåòàåò âèä || || || ||X Xn n� 
1 .

Ñëåäñòâèå òåîðåìû. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìíîæåñòâà Xn ,

èíà÷å öåíòð ñôåðû ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà, îïèñàííîé âîêðóã X n , ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì

êîîðäèíàò, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè � ( )Xn , âû÷èñëåííîé ïî ôîðìóëå (14
), ñîâïàäàåò

ñ ðàäèóñîì îïèñàííîé ñôåðû è èç âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (15) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

X Xn n� �1 . (16)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èíòåðâàëüíûõ ìíîæåñòâ Xn è Xn�1 ñ öåíòðàìè â íà-

÷àëå êîîðäèíàò ñòðîãîå âêëþ÷åíèå (16) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñèñòåìû íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

x x i mi n i n, , , ;� � �1 1 ,

x x i mi n i n, , , ;� � �1 1 ,

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

R Rn n( ) ( )X X� 
1 ,

ãäå R n( )X — ðàäèóñ ìíîæåñòâà Xn , îïðåäåëÿåìûé êàê

R Xn
X n

( ) max || | |X
X

�
�

.

3. ÓÑËÎÂÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÎÖÅÍÊÀÌÈ
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Èìåííî íàëè÷èå àïðèîðíî çàäàííûõ îöåíîê (ñâåðõó è ñíèçó) äëÿ íåèçâåñòíûõ

íåëèíåéíûõ ôóíêöèé äåëàåò âîçìîæíûì àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîé ñèñòå-

ìû âîçìîæíûì è êîíñòðóêòèâíûì.

Ðàññìîòðèì êëàññ ñèñòåì ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ è íåèçâåñòíîé íåëèíåéíîé ôóíê-

öèåé âåêòîðíîãî àðãóìåíòà ñ àïðèîðíûìè îöåíêàìè åå çíà÷åíèé

X F X L X f X C nn n n n n n n� � � � �1 1 2( , ) ( ) , , , ,A � (17)

ãäå An — ìàòðèöà m m� , äëÿ ñòðîê An i,
T êîòîðîé çàäàíû àïðèîðíûå îöåíêè

A A nn i i
q Q

i
q

i

,
;

, , , ,T conv { }� � �
�

A
1

1 2 � (18)

A
i
q — q-ÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà A i , Qi — ÷èñëî åãî âåðøèí. Êîîðäèíàòû âåêòîðà Cn

ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè ïàðàìåòðîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â çàäàííûõ èíòåðâàëàõ:

C C c c c c i mn i i
m

i i i

m

� � � � � �

� � � �
�

C

C c c c

{ }[ ] : , , ,

.
1

1 2

1

�
(19)

Äëÿ ñåìåéñòâà (17)–(19) àðãóìåíòîì Ln ôóíêöèè F X Ln n( , ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ñî-

ñòàâëåííûé èç ñòðîê An i,
T è âåêòîðà Cn è îãðàíè÷åííûé ìíîæåñòâîì

Ln m� � � � � � �L A C A A A A, 1 2 � . (20)
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Ôóíêöèÿ f X n( ) íåïðåðûâíàÿ, ñêàëÿðíàÿ è òàêàÿ, ÷òî f ( )0 0� . Íà îöåíêàõ çíàêî-

ïåðåìåííûõ ôóíêöèé f X( ) âåêòîðíîãî àðãóìåíòà îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå.

Êàê èçâåñòíî, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ íà÷àëîñü ñ ðàáîòû [5], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà ñ íåëèíåé-

íîé çíàêîïåðåìåííîé ñêàëÿðíîé «ñåêòîðèàëüíîé» ôóíêöèåé ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà,

óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíèÿì

kx x f x kx2 2� �( ) , ãäå 0 0� 
 �k k , (21)

÷òî ýêâèâàëåíòíî kx x f x x kx xsign sign sign� �( ) èëè k x f x x k x| | ( ) | |� �sign .

Äëÿ ôóíêöèè f x( ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (21), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

sign signf x x( ) � . (22)

Òàê êàê äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé f X( ) âåêòîðíîãî àðãóìåíòà X ìíîãî-

ìåðíîãî àíàëîãà ðàâåíñòâà (22) íå ñóùåñòâóåò, òî ýòî âûíóæäàåò äëÿ òàêîãî êëàññà

ôóíêöèé f X( ) ââîäèòü èõ îöåíêè èíûì îáðàçîì.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f X( ) åå îöåíêó ïðèìåì â âèäå

k X f X k X|| || ( ) || ||� � , ãäå 0 � 
k k . (23)

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îöåíêà äëÿ îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f X( )

� � � �k X f X k X|| || ( ) || || , ãäå 0 � 
k k . (24)

Äëÿ îäíîçíà÷íîé çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè f X( ) ïî àïðèîðíûì ñâåäåíèÿì î

åå ñâîéñòâàõ îïðåäåëÿþòñÿ òå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé îáëàñòè X� , â êîòî-

ðûõ f X( ) � 0, è îáëàñòè X� , â êîòîðûõ f X( ) � 0. Äëÿ îáëàñòè X� îöåíêà (23)

ôóíêöèè f X( ) ïðèíèìàåòñÿ â âèäå

k X f X k X|| || ( ) || | |� � , X � �X , (25)

è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáëàñòè X� îöåíêà (24) ôóíêöèè f X( ) ïðèíèìàåòñÿ â âèäå

k X f X k X|| || ( ) || | |� � , X � �X . (26)

Òàêèìè îáëàñòÿìè X� è X� ìîãóò áûòü, â ÷àñòíîñòè, îðòàíòû ïðîñòðàíñòâà Rm .

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè f X( ) ðåøåíèå çàäà÷ (11) è (12) òðèâèàëüíî, òàê

êàê èçâåñòíû òî÷íûå îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà èç îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (ñì. Ïðèëîæåíèå 2).

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó äëÿ âåêòîðà X n çàäàíà åãî àïðèîðíàÿ îöåíêà (7), òîãäà èç

(17)–(20) è (7) ïîëó÷èì

X A X f X Cn n

A C X

n n n n

n n n n

� �
� � �

� � �1 1X
A C X, ,

( ( ) )� . (27)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè F X Ln n( , ) ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè (25), (26)

ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f X n( ) ðåøåíèå çàäà÷ (11) è (12) äëÿ ïîñòðîåíèÿ (èíòåðâàëü-

íîé) âåðõíåé îöåíêè Xn�1 ìíîæåñòâà Xn�1 òàêæå íå ïðåäñòàâëÿþò ñëîæíîñòè

ââèäó çàäàííûõ àïðèîðè îöåíîê (7), (17), (19) è (25), (26) è ñâîäÿòñÿ ê ïåðåáîðó

âåðøèí A
i
q ìíîæåñòâ A i (ñì. (18)). Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ

(15) äëÿ äàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðåí â Ïðèëîæåíèè 3.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ìàòðèöà An â ôîðìå Ôðîáåíèóñà:

An

n mA

�

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�

�

� � � �

�

,
T

. (28)
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Óòâåðæäåíèå. Åñëè â (27) ìàòðèöà An ïðèíèìàåò ôîðìó (28), òî Xn�1 — òî÷-

íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà Xn�1.

Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé.

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ íà áîëåå øè-

ðîêèé êëàññ ñèñòåì, êîãäà â ïðàâîé ÷àñòè (17) âìåñòî ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

f X Cn n( ) ïðåäñòàâëåíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F X L f X Ln n i n n i i
m( , ) | | ( , ) ||,�
�1

òàêàÿ,

÷òî f Li n i( , ),0 0� è f X Li n n i( , ), ëèíåéíî çàâèñèò îò àðãóìåíòà Ln i, , äëÿ êîòîðîãî

çàäàíà ìíîæåñòâåííàÿ îöåíêà (8).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ êëàññà ñèñòåì, îïèñàííûõ íåëèíåéíûìè ðàçíîñòíûìè âêëþ÷åíèÿìè, ïðåäëî-

æåíî îáîáùåíèå äèñêðåòíîãî àíàëîãà òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè íåëè-

íåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íîñÿò õàðàêòåð äîñòàòî÷-

íûõ, òàê êàê ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïîãðóæàþòñÿ

â èíòåðâàëüíûå ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà.

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå-

òðèâèàëüíà, òàê êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê êîîðäèíàò âåêòîðà ñî-

ñòîÿíèÿ òðåáóåòñÿ ðåøàòü çàäà÷è îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Îäíàêî â

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, ýòà ïðîâåðêà íå ïðåäñòàâëÿåò âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ àïðèîðíûõ îöåíîê

íåëèíåéíûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ôóíêöèÿìè, îáëàäàþùèìè ñâîéñòâàìè

âûïóêëîñòè/âîãíóòîñòè íà çàäàííûõ ìíîæåñòâàõ âåêòîðà ñîñòîÿíèé.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ê àíàëèçó ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì â çàðà-

íåå çàäàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì â ñðàâíåíèè ñ ïðèâåäåííûì â [4], ãäå

èçëîæåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà êâàçèëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè íåëèíåéíûõ ôóíêöèé

ïî Áàðáàøèíó [6]. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîñòåéøèé ïðèìåð.

Ïóñòü

f x x( ) | |� . (Ï1.1)

Ïðåäñòàâèì (Ï1.1) â êâàçèëèíåéíîì âèäå

f x x x( ) ( )� � , (Ï1.2)

ãäå

�( )
| | | |

| | | |
x

x

x

x

x x x x
� � �

sign sign

1
. (Ï1.3)

Ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè sign0, sign 0 1� èëè sign 0 0� èç (Ï1.3) ïîëó÷àåì

�(0) =
1

0
� � ,

è ïðåäñòàâëåíèå â êâàçèëèíåéíîé ôîðìå íà ìíîæåñòâå, âêëþ÷àþùåì íà÷àëî êî-

îðäèíàò, íåâîçìîæíî.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Ïðîèëëþñòðèðóåì îïèñàííûé âûøå ìåòîä àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ

ðàçíîñòíûõ âêëþ÷åíèé (17), (18) è (19) ïðè m � 2 íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå:

X X f X C
A

A
X

c f X

c
n n n n n

n

n

n
n n

� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�1
1

2

1 1
A ( )

( ),

,

,
T

T
2 2, ( )n nf X

�

�
�

�

�
� , (Ï2.1)

ãäå

f X x x f X xn n n n n1 1 2 2 1( ) ( ) , ( ), , ,� �sign . (Ï2.2)
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Íèæå ïðèíèìàåì, ÷òî sign 0 0� .

Äëÿ ýëåìåíòîâ aij n, ìàòðèöû An , i j, ,�1 2, è êîîðäèíàò ci n, âåêòîðà Cn çàäàíû

îöåíêè

a a a jij n ij n ij n, , , , ,� � �1 2;

a a jij n ij n, ,, , , , ,� � �0 2 0 4 1 2; (Ï2.3)

c c c cn n1 1 2 20 3 0 35, ,, , ,� � � � .

Çàäàäèì ìíîæåñòâî X0 â âèäå

X0

2

2

2

2

2

2
�

�

�
�
�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�
�

��

�
�

�

�
�

�
�
�

�
conv

2

2
; ; ; �

�
. (Ï2.4)

Ïóñòü X Xn � 0 , òîãäà ïðè âûáîðå íîðìû âåêòîðà â ôîðìå (14
) ïîëó÷èì

�( )X
X

n
X

n
n n

X� �  
�

max || || ,2 8 2 83. (Ï2.5)

Äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì (Ï2.1)–(Ï2.4) íàéäåì ðåøåíèÿ çàäà÷ (11) è (12):

x n1 1 13, ,� � � ;

x

x

n

n

1 1

2 1

19

117

,

,

, ;

, ;

�

�

�

 �
(Ï2.6)

x n2 1 195, ,�  .
Èç (Ï2.6) ïîëó÷àåì

�( ) maxX
X

n
X

n
n n

X�
�

��  
� �

1 1 2
1 1

2 73|| || , . (Ï2.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, � �( ) < ( )X Xn n�1 è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (15) ñåìåéñòâà ñèñòåì

(Ï2.1)–(Ï2.4) âûïîëíåíî.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3

Åùå îäèí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð îïèñûâàåò ïðîâåðêó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ

ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà ñèñòåì (17), (18) è (19) ïðè m � 2 ïðè çàäàí-

íûõ îöåíêàõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñèñòåì

X X f X Cn n n n� � �1 A ( ) , (Ï3.1)

ãäå äëÿ çíàêîïåðåìåííîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè f X n( ) çàäàíû àïðèîðíûå îöåíêè:

k X f X k X X X x ii|| || || || , , , }1 1 0 1 2� � � � � �( ) { :(1)X ;

f X X X x x( ) { : }(2)� � � � �0 0 01 2, ,X ;

� � � � � � � �k X f X k X X X x ii|| || || || , , ,1 1 0 1 2( ) { : }(3)X ; (Ï3.2)

f X X X x x( ) { : }(4)� � � � �0 0 01 2, ,X ;

k k� �0 0 09, , ,

à íà ýëåìåíòû ìàòðèöû An íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ:

0 1 0 4 0 1 0 411 12, , , , ,, ,� � � �a an n ,

� � � � � �0 4 0 1 0 4 0 121 22, , , , ,, ,a an n , (Ï3.3)

B T � ( ; )0 1 .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ || || | | | |X x x1 1 2� � íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-

íà â êâàçèëèíåéíîé ôîðìå ïî Å.À. Áàðáàøèíó, êàê è äëÿ ïðèìåðà èç Ïðèëîæåíèÿ 1.
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Àíàëèçèðóåì, êàê è â Ïðèëîæåíèè 2, óñòîé÷èâîñòü ñåìåéñòâà ñèñòåì

(Ï3.1)–(Ï3.3) â îáëàñòè (Ï2.4), ïîëàãàÿ X Xn � 0 . Äëÿ ýòîãî ðåøèì çàäà÷è (11) è (12)

äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ X (1) , X (2) , X (3) è X (4) è äëÿ êàæäîé èç âåðøèí ìíîæåñòâåí-

íîé îöåíêè A (Ï3.3). Îïóñêàÿ àðèôìåòè÷åñêèå âûêëàäêè, ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííûé äëÿ

ïðèìåðà ðåçóëüòàò:

Xn� �
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�
1

1 96

1 96

1 96

1 96

1 96

1 96
conv

,

,
;

,

,
;

,

,

�

�
�

�

�
�

��

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

;
,

,

1 96

1 96
. (Ï3.4)

Ñðàâíèì ðàäèóñû ìíîæåñòâåííûõ îöåíîê âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ: �( )Xn � 2 82, ,

�( )Xn� �1 2 76, , è óáåäèìñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (15) óñòîé÷èâîñòè

âûïîëíÿåòñÿ.
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