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ÒÅÎÐÅÌÛ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ
ÝÊÑÏÎÍÅÍÒÛ È ÊÎÑÈÍÓÑÀ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à Êîøè, ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè, ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè, íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà, îáðàòíàÿ òåîðåìà ïðèáëèæåíèÿ .

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè äîïóñêàþò àáñòðàêòíûå îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ïîñòàíîâêè, íà-

ïðèìåð, â ôîðìå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-

âîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîð-

íûì êîýôôèöèåíòîì. Äëÿ èõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â [1–4] ïðåäëîæåí è ðàç-

ðàáîòàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì áåç íàñûùåíèÿ òî÷íîñòè (ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êýëè), äîêàçàíû ïðÿìûå òåîðåìû î ñêîðîñòè åãî ñõîäèìîñòè â ðàçëè÷íûõ íîð-

ìàõ è èññëåäîâàí âîïðîñ î íåóëó÷øàåìîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðèáëèæåíèÿ.

Â [5] íàéäåíà íåóëó÷øàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ â èíòåãðàëüíîì íåðàâåíñòâå äëÿ ïîãðåø-
íîñòè ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû è äîêàçàíà îáðàòíàÿ òåîðåìà ïðèáëèæå-
íèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ íà÷àëüíûé âåêòîð â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà äëÿ èíòåãðàëüíîé ïîãðåøíîñòè è äî-
êàçàíà åå íåóëó÷øàåìîñòü ïî ïîðÿäêó, à òàêæå óñòàíîâëåíà ãëàäêîñòü íà÷àëüíîãî
âåêòîðà â òåðìèíàõ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè äëÿ ïðèáëèæå-
íèÿ îïåðàòîðíûõ ýêñïîíåíòû è êîñèíóñà.
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Äîïîëíèì ýòè ðåçóëüòàòû îáðàòíûì óòâåðæäåíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç [2] è óñëîâèå (5), èìååì
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2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
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Â [3] äëÿ èíòåãðàëüíîé ïîãðåøíîñòè z x t x t dt
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ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò N è x0 .

Öåëü äàííîé ðàáîòû — óòî÷íåíèå ïîñòîÿííîé c â ýòîì íåðàâåíñòâå, óñòàíîâëåíèå
íåóëó÷øàåìîñòè ïî N îöåíêè òèïà (12) è äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé òåîðåìû ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A A I� �* � 0 — äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñò-

âå H ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäå-

ëåíèÿ D A( ) . Åñëè 0 0� �
 � è x D A0 � ( )� , � � 0, òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

N �
�
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"
#
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2
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íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
z c A x N
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|| ||2

0
2 2� �� � (13)
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2 1 22
, íå çàâèñÿùåé îò N è x0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ, êàê è â [4], èìååì
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ãäå x A x
0 0
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Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î íåóëó÷øàåìîñòè ïî ïîðÿäêó N îöåíêè (13).
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü { , }c NN �� — íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A è âåêòîðà

x D A0 � ( )� , � � 
 , íå ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííîé c � 0 òàêîé, ÷òî z
c

N c
t N

N
,

2

2
�

�
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü { , }e nn �� — îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H . Ðàñ-

ñìîòðèì äåéñòâóþùèé â H îïåðàòîð A ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
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è ïîëîæèì Ax x nen n
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äëÿ x D A� ( ) . Î÷åâèäíî, D A H( ) � , à A — íåîãðàíè-

÷åííûé íà D A( ) ëèíåéíûé îïåðàòîð. Êðîìå òîãî, A — ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð

ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé R A H( ) � . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî A ñàìîñîïðÿæåí. Ïóñòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü { , }c Nnk
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c k n n nn kk
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1 2, � � . (15)

Âîçüìåì x
kn

e D A x x e H x n

k

n

k

n n

n

n

n
k0

1 1

2 2

1

1
� � � � �

�

	

�

	

�

	


 
 
�

� �( ) : | | � 	
�
�
 

!
"
#

. Î÷å-

âèäíî, A x
k

en

k
k

�
0

1

1
�

�

	


 . Òîãäà

z t x t x t dt
j

n

nt n n
p

p
k k,

|| ( ) ( ) ||2 1 2

0

1
� � �

�

�

�

�

�
�

�

�

��
� 	

�




 �
�

�

	

� �

	




2

2 0
2

11

1
j

p

n

pj n n
A x e

p

k

�

�| ( , ) |

�
�

�

�

�
��

�

�
�� �

�

�

�

�� �

	



1 1 1 1

2

2 2
1 j

n

n n k j

n

n

k

k

j

kj n

k

k
k











�
��

�

�
�� �

� �



2

2 2
1

2
1 1

j

kj n

n

n k
k

k

�

�
�

�

�

�
��

�

�
�� �

�

�

�

�
��

�
n

n

n

n n k
k

k

k

k

n

k

k
1

2

1 1 1

2

2

2

4

2 2








 



 
� �
�� � �

8

2 2

8

2 2

1 1 1

2
3

1



�




�n k n k
k k

(16)

äëÿ âñåõ n
k
� 2
 . Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî, íàîáîðîò, íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ c è íîìåð � �N � òàêèå, ÷òî ïðè n Nk � � âûïîëíÿåòñÿ

z
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n c
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k n
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,
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2
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. (17)

Èç îöåíîê (16) è (17) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
c

k
c
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2

83 2� 
 äëÿ âñåõ n Nk � �, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò óñëîâèþ (15). �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé òåîðåìîé ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâóþùåãî â H ñàìîñîïðÿæåííîãî ïîëî-

æèòåëüíî-îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà A A I� �* � 0 , ïîñòîÿííîé � � 0 è íåóáûâàþ-

ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë { , }c NN �� ñî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì
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20 c kk�
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Òîãäà x D A0 � ( )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (14) è îöåíêó (18), èìååì
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è ðàññìîòðèì íåóáûâàþùóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { , }�n n�� ôóíêöèé

� � � � � � � � � �n n( ) max ( ), ( ), , ( )}, [ , )� � �	{ 1 2 0� .
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