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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, àâòîíîìíàÿ ñèñòå-

ìà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, óñòîé-

÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè,

p-óñòîé÷èâîñòü.

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÐÈ ÏÎÑÒÎßÍÍÎ ÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÕ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� � P F , F � �{ }�t t, 0 ,

�t F� , ðàññìàòðèâàåòñÿ èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà âèäà

dx t a t t x t a t t x t dt( ) [ ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))]� � �0 1� �

� �b t t x t dw t b t t x t dw t0 0 1 1( , ( ), ( )) ( ) ( , ( ), ( )) ( )� � (1)

ñ èìïóëüñíûìè âîçìóùåíèÿìè

�x t g t t x t g t t x
t k k k k k k k
k

( ) ( , ( ), , ( )) ( , ( ), , (� 	 	 � 	0 1� � � � t k 	)) (2)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x t x t y hm
k( ) , ( ) ,0 0 0 0

� 
 � �R � � . (3)

Çäåñü a b gi i i, , — îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè g i ïåðåìåííûõ,

i � 0 1, ; ai t
m m: ;R Y R R� � � bi t

m m: ;R Y R R� � � g i t
m m: R Y H R R� � � � ,

è óäîâëåòâîðÿþò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà òèïà

| ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( )a t y x a t y x b t y x b t y x1 2 1 2	 � 	 | �

� 	 
 	| ( , , , ) ( , , , ) | | |( ) ( ) ( ) ( )g t y h x g t y h x x x1 2 1 2�

è óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî t òèïà

| ( , , ) | | ( , , ) | | ( , , , ) | , , ,a t y b t y g t y h c t y h0 0 0 0� � � � � � 
 
Y H ;

w t w ti i( ) ( , )� � , i � 0 1, , — ñêàëÿðíûå íîðìèðîâàííûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû [1].

Âåçäå äàëåå áóäåì èññëåäîâàòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1)–(3) â âåðîÿòíîñòíûõ

ïîíÿòèÿõ

a t y b t y b t y h ii i i( , , ) ( , , ) ; ( , , , ) , ,0 0 0 0 0 0 1� � � � . (4)

Îïðåäåëåíèå 1. Èìïóëüñíóþ ñèñòåìó

d x t a t t x t dt b t t x t dw t( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) ( )� �0 0 0� � , (5)

�x t g t t x t
t k k k k
k

( ) ( , ( ), , ( ))� 	 	0 � � (6)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) íàçîâåì ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èìïóëüñ-

íîé ñèñòåìû (1)–(3).
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Ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè (1)–(3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ

(5), (6), (8) è, âû÷èñëèâ äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà äëÿ (1)–(3), ïîëó÷èòü äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû â òîì èëè èíîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå.

Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ [2–4] èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëè-

æåíèþ. ×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (5), (6) âûñòóïàåò ëè-

íåéíàÿ ñèñòåìà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæå-

íèþ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðî-

âàííàÿ èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà, ò.å. a b0 0, è g 0 â (5), (6) íå çàâèñÿò îò �( )t è �k . Òîãäà

èìååì óñòîé÷èâîñòü ïî äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðèáëèæåíèþ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èìïóëüñíûõ ñèñòåì åñòåñòâåííî äîëæíû âîçíèêàòü ñèñ-

òåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èíîãî âèäà.

Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ «ðàç-

ðûâíûìè» âîçìóùåíèÿìè ãëàäêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò

ñëó÷àé â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

a t y x b t y x g t y h x1 1 00 0( , , ) ( , , ) ; ( , , , )� � � . (7)

Âî âòîðîì ñëó÷àå

a t y x b t y x g t y h x0 0 10 0( , , ) ( , , ) ; ( , , , )� � � . (8)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíîå óðàâ-

íåíèå âèäà

x x g t t x kk k k k k k� � � �1 0 0( , ( ), , ),� � . (9)

Åñëè äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè (8) èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïó-

íîâà [5], òî äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â âèäå äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7), êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ïðîèçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû.

Ïîýòîìó äîêàæåì íåêîòîðûå òåîðåìû âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, êîòîðûå ìî-

ãóò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíóþ â ñèëó (5) è ðàçíîñòü â ñèëó ñèñòåìû (9).

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ËßÏÓÍÎÂÀ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÅÐÂÎÃÎ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Ïóñòü U t y h x( , , , ) — òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

{ }V y h x U t y h x k Nk k( , , ) ( , , , ),� 
 (10)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà. Äëÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëÿïóíîâà

l y h x y h x du dz dl u z l y h
m

k� � �( , , ) ( , , )( ) ( , , ) ( ,� � � 	
� �
�

Y H R

P , )x

â ñèëó ñèñòåìû (1)–(3) ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå l, à äëÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà

Ëÿïóíîâà â ñèëó (5), (6) èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå l0 .

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìàðêîâñêèì

ïðîöåññîì �( )t . Ñëåäóÿ ðåçóëüòàòàì Å.Á. Äûíêèíà [6], îïðåäåëèì C -èíôèíèòåçè-

ìàëüíûé îïåðàòîð �� ðàâåíñòâîì

( � )( ) lim [ ( ( )) ( ) ]�U y
t

U t U y
t

1
0

1 1
1

� 	
�

E{ }� , (11)

ãäå U D C1 
 �( � ) ( )� Y . Ñîõðàíèì ýòî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ �� â ïðîñòðàí-

ñòâî íåïðåðûâíûõ, íî íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé Y R� .

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( )t íå çàâèñèò îò öåïè Ìàð-

êîâà { }�k .

Ïóñòü U t y h x( , , , ) — íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìàÿ ïî t è x íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïàðà { }�( ), ( )t x t , ãäå x t( ) — ñèëüíîå ðåøåíèå ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ, êàê ÑÄÓ, îáðàçóåò ôåëëåðîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è ìîæíî

ââåñòè îïåðàòîð [6]

( )( , , , ) lim [ ( , ( ), , (,
( )QU t y h x U t t h xy x

y� � �
	 �� �

� � �
0 0

1
E { t U t y h x� 	� ) ( , , , )] ,} (12)

ãäå èíäåêñû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îçíà÷àþò óñëîâèÿ �( )t y� , x t x( ) � . Åñ-

òåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ U t y h x( , , , ) ëåæèò â îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Q U D Q( ( ))
 , åñëè ïðåäåë (12) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ðàâ-

íîìåðíîé ñõîäèìîñòè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ( , )y x ðàâíîìåðíî ïî

h 
H .

Äàëåå ââåäåì îïåðàòîð Ëÿïóíîâà �0 , ñâÿçàííûé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

(6) â ìîìåíò âðåìåíè t k Nk , 
 . Ýòîò îïåðàòîð �0 äåéñòâóåò íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé

( )( , , , ) ( , , , ( , , , )) ( , )�0 0U t y h x U t y h x g t y h x P h dz Uk k k k� � 	 ( , , , ).t y h xk

H

� (13)

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ îïåðàòîðà ( )( , , , )QU t y h x ïî îïðåäåëåíèþ (12). Â ñè-

ëó ñèñòåìû (5) îò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà — ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t ,

ñ ó÷åòîì âíåøíèõ èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèé { }�k , k N
 , èìååì ñèñòåìó âèäà (6).

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ñèñòåìà ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé çàäàíà ñèñòåìîé ÑÄÓ ïî

ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ (5), (6) äëÿ t t� 0 , ãäå x t m( ) ,
R �( )t — ïðîñòàÿ öåïü

Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé Y �{ }y y yk1 2, ,... , è çàäàííûìè âåðîÿòíîñ-

òÿìè ïåðåõîäà

P{ ( ) / ( ) } ( ) ( )� t y y s y q t s o t sj i ij� � � 	 � 	 , (14)

P{ ( ) , / ( ) } ( ) ( )� l y s l t y s y q t s o t si i i� 
 
 � � 	 	 � 	1 . (15)

Â ìîìåíò �-èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà �( )t ñèñòåìû (5) y yi j� ïðîèñ-

õîäèò ñëó÷àéíîå ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà x x( )� 	 �0 , x z( )� � ,

äëÿ êîòîðîãî çàäàíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü p z xij ( , / )� , à èìåííî

P{ }x z z dz x x p z x dz o dzij( ) [ , ] | ( ) ( , / ) ( )� � �
 � 	 � � �0 . (16)

Âû÷èñëèì îïåðàòîð Q U0 â ñèëó ñèñòåìû (5), (6).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàðêîâñêàÿ öåïü �( ) , ,... ,t y y yk
 �Y { }1 2 íå çàâèñèò îò öå-

ïè Ìàðêîâà èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ (6) { }�k , k N
 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíå-

íû (14)–(16). Òîãäà îïåðàòîð ( )Q U0 â ñèëó èìïóëüñíîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæå-

íèÿ (5), (6) îò ôóíêöèè U t t x tk( , ( ), , ( ))� � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( )( , , , ) ( )( , , , ) ( )( , , , )Q U t y h x U t y h x U t y h xt x0 � � �� �

� �( � )( , , , ) ( )( , , , )� �yU t y h x U t y h x0 , (17)

ãäå ( )( , , , )
( , , , )

�tU t y h x
U t y h x

t
�

�

�
;

( )( , , , ) ( ( , , , ), ( , , , ))�x xU t y h x U t y h x a t y h x� � �0

� �
1

2

2
0 0

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xxU t y h x b t y h x b t y h x , (18)

( )( , , , ) ( , , , ) ( , / ) (� y

j i

k

j ijU t y h x U t y h x p t z x dz U t� �

�
�

	
�
� , , , )y h x qi ij

m
R

� �

�
� , (19)

( , )� � — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ( )� �
�
�

� �
�
�

�

�
  

!

"
##U

U

x

U

xm

T

1

� , � �
�

� �

�

�
�
�

�

�
�
� �

xx
i j i j

m

U
U

x x

2
2

1,

,

Sp — ñëåä ìàòðèöû, ( )( , , , )�0U t y h x âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà ( )( , , , )Q U t y h x0 ïî îïðåäåëå-

íèþ (11) ñëåäóåò åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ îïåðàòîðîâ (ñì. (17)).

Äîêàæåì ôîðìóëû (18), (19) âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðîâ ( )( , , , )�xU t y h x è

( )( , , , )� yU t y h x .

Óïðîñòèâ çàäà÷ó îòñóòñòâèåì èìïóëüñíîãî âîçìóùåíèÿ (6), îáîçíà÷èì íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ x t x( ) � , �( ) .t y
i

� Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ãðóïïó íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé

(ãèïîòåç) ïðè êàæäîì i k�1, . Ïóñòü Hi — òàêîå ñîáûòèå, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè

( , ]t t t� � ñòðóêòóðà ñèñòåìû (5) íå èçìåíèòñÿ, ò.å. � �( ) � yi ïðè ( , )t t t� � . Òîãäà ñ

òî÷íîñòüþ äî o t( )� èìååì

P( )H q tij ij� 	1 � . (20)

Äàëåå ïóñòü Hij — ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì íà èíòåðâàëå âðåìåíè ( , ]t t t� � ïðî-

èñõîäèò èçìåíåíèå y y yi j i� � . Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî o t( )� èìååì

P( )H q tij ij� � . (21)

Ïóñòü � � � �U U t t t t h x t t U t y h xi� � � � 	( , ( ), , ( )) ( , , , )� , âû÷èñëèì èçìåíåíèÿ

� �i HU U
i

� , � �
ij HU U

ij
� ôóíêöèè U ïðè Hi , Hij , j i� , ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè

ïîðÿäêà o t( )� :

�i x xxU
U

t
U a t y h x U b t y h x b�

�
�

� � � �( , ( , , , )) ( ( , , , ),0
2

0
1

2
Sp

0
T ( , , , )) .t y h x t

�

��
�

��
� (22)

Çäåñü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå ( , , , )t y h xi , x s( ) — ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x t x( ) � , �( )t yi� , s t t$ � $0 0 (èìïóëüñíîå

âîçìóùåíèå ïîêà íå ó÷òåíî).

Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� íà èíòåðâàëå âðåìåíè ( , ]t t t� � ïðè-

ðàùåíèå

� �ij j iU U t t y h x U t y h x� � 	(( ), , , ) ( , , , ) . (23)

Çàìåòèì, ÷òî â (23) èñêëþ÷åíû ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî âîçìîæíîå èç-

ìåíåíèå ñòðóêòóðû ïðîèñõîäèò ïðè � 
 �[ , ]t t � è ñ íåïðåðûâíûì èçìåíåíèåì x t( )

íà èíòåðâàëå ( , ]t t t� � . Ïðè÷åì âñå ýòè ñëàãàåìûå èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè o t( )� ,

ïîýòîìó ïîñëå óñðåäíåíèÿ ýòè ñëàãàåìûå ñ ó÷åòîì

P{ ( ) | ( ) } ( )� �t t y t y q t o tj i ij� � � � �� � � ,

P{ ( , | ( ) } ( )� �� � �� � � � � � 	 �y t t t t y q t o ti i i� � �1

áóäóò èìåòü ïîðÿäîê o t( )� , à çíà÷èò, â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (11) îíè

îáðàòÿòñÿ â íoëü.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ E{ }�U t y h x t xi| ( ) , , ( )� � � âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîâòîð-

íîãî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

E E E{ } { { }� �U t y h x t x U t y h x t x xi i| ( ) , , ( ) | ( ) , , ( ) | (� �� � � � � t t z� �� ) }, (24)

ãäå âíåøíåå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (24) âûïîëíåíî

ïî ïåðåìåííîé z .

Ñ ó÷åòîì

P{ }� �( ) | ( ) ( )t t y t y q t o tj i ij� � � � �� � � ,

P{ }� � � �( ) , | ( ) ( )� � � � � � 	 �y t t t t y q t o ti i i� � �1 ,

dx t a t x t y dt b t x t y dw ti i( ) ( , ( ), ) ( , ( ), ) ( )� �

è (23) ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî o t( )�

E{ }�U t y h x t x
U

t
U a t y h xi x| ( ) , , ( ) ( , ( , , , ))� � � �

�
�

� � ��

��
0
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� � �

��
	 �

1

2
12

0 0
Sp T( ( , , , ), ( , , , )) ( )xx iU b t y h x b t y h x q t t� �

� �

�
�

	 �

�
��U t y h x p t z x dz U t y h x q tj ij i ij

m

( , , , ) ( , / ) ( , , , )

R

�
j i

k

�
� . (25)

Ïðè âû÷èñëåíèè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà î âû÷èñëåíèè êîâàðèàöèè îò ïðèðàùåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà [1, 6].

Âûïîëíèì äåëåíèå �t , ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè �t � �0 , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ïåðâîå � �U, âòîðîå �xU è òðåòüå ñëàãàåìîå � yU â ôîðìóëå (17). Èäåþ âû÷èñëå-

íèÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî �0U ìîæíî íàéòè â [2, ñ. 163, 164, è â 7–9].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðåäåë (11)

( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , )Q U t y h x Q U t y h x U t y h xk1 0 1� � ��

� � �( ( , , , ), ( , , , ))xU t y h x a t y h x1

� �
1

2

2
1Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xxU t y h x b t y h x b t y h x , (26)

ãäå �1U t y h xk( , , , ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (13), òî âìåñòî g 0 ñëåäóåò çàïè-

ñàòü g1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñèñòåìû (1) ïîä âîçäåé-

ñòâèåì èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèé (6).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ôàçîâûé âåêòîð èç-

ìåíÿåòñÿ ïî äåòåðìèíèðîâàííîìó çàêîíó x xij( ) ( ( ))� � �� 	0 , i j� , äëÿ êîòîðîãî çà-

äàíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü p z xij ( , / )� .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òîãäà îïåðàòîð

Q U t y h x0 ( , , , ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( )( , , , )
( , , , )

( ( , , , ), ( , ,Q U t y h x
U t y h x

t
U t y h x a t yx0 0�

�

�
� � h x, ))�

� � �
1

2

2
0 0

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xxU t y h x b t y h x b t y h x

� �

�
�

	U t y h x p t z x dz t y h xj ij ij ij i( , , , ( )) ( , ( ) / ) ( , , , )� � �

R
m

qij

j i

k

�� �

�
�

�

. (27)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü ïðåäåë (11) âû÷èñëÿåòñÿ â ñèëó óðàâíåíèé (1)–(3), òîãäà

îïåðàòîð Q U t y h x1 ( , , , ) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

( )( , , , ) ( , , , ) ( ( , , , ), ( , ,Q U t y h x Q U t y h x U t y h x a t y hx1 0 1� � � , ))x �

� � �
1

2

2
1 1Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , )) (xxU t y h x b t y h x b t y h x U t� k y h x, , , ) , (28)

ãäå �1U âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (13), ãäå âìåñòî g 0 ñëåäóåò çàïèñàòü g1.

Ñëó÷àé 3. Åñëè â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ôàçîâûé âåêòîð èç-

ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî x x x( ) ( )� �	 � �0 , òî ôîðìóëà (17) óïðîùàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 èìååì

( )( , , , )
( , , , )

( ( , , , ), ( , ,Q U t y h x
U t y h x

t
U t y h x a t yx1 0�

�

�
� � h x, ))�

� � �
1

2

2
0 0

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xxU t y h x b t y h x b t y h x

� 	 � �
�
�
j i

k

j i ij xU t y h x U t y h x q U t y h x a[ ( , , , ) ( , , , )] ( ( , , , ), 1 ( , , , ))t y h x �
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� � �
1

2

2
1 1

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xxU t y h x b t y h x b t y h x

� �( )( , , , )) ( )( , , , )� �0 1U t y h x U t y h x . (29)

Ñëó÷àé 4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëåå ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà. � � �( ) [ , ]t 
 1 2 — ÷èñòî ðàçðûâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äîïóñêàþùèé

ðàçëîæåíèå

P t t t p t t o t{ }� 	 	 	 � 
 	 
 	 	( ) [ , ]| ( ) ( , , ) ( ),� 
 � � � � �� � � � �

P t t t t p t t o t{ }� � 
 � � 
 
( ) , | ( ) ( , ) ( ),� � � � � � 	 �� � �1

à â ìîìåíòû ñêà÷êà �( )t ôàçîâûé âåêòîð èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ïðèâîäèò ê âû-

÷èñëåíèþ

( )( , , , ) ( )( , , , ) ( )( , , , )Q U t y h x U t y h x U t y h xt x0 � � �� �

� � 	�( )( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , )] (

[ , ]

�0

1 2

U t y h x t h x t h x t

� �

� 	 � 
 � , , )
 	 	d , (30)

ãäå � � �t xU U U, , 0 ñîîòâåòñòâåííî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (17), (18), (13).

Ñëó÷àé 5. Ôîðìóëà Q U0 â òî÷êå ( , , , )t y h x äëÿ ñèñòåìû (1)–(3), êîãäà �( )t — ðå-

øåíèå îáîáùåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ÑÄÓ Èòî–Ñêîðîõîäà ñ èíòåãðàëîì ïî ïóàññî-

íîâñêîé ñëó÷àéíîé ìåðå èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä äàæå ïðè íàëè÷èè èìïóëüñíûõ

ìàðêîâñêèõ âîçìóùåíèé (ñì. [10, ñ. 52–54].

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÖÅËÎÌ ÑÈÑÒÅÌ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÏÎ ÏÅÐÂÎÌÓ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÞ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü:

1) sup | |
k N

k kt t



� 	 � � �
1

� ;

2) a b g ii i i, , , ,� 0 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñîîòâåòñòâåííî ïî 3-ìó

è 4-ìó àðãóìåíòàì, ïðè âñåõ t t
R , y
Y , h 
H è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè

ïî t ïðè âñåõ y
Y , h 
H , x m
R , ïðè÷åì a t y h b t y hi i( , , , ) ( , , , )0 0� �

� �g t y hi ( , , , )0 0, i � 0 1, ;

3) ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí.

Åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ U D Q
 ( )0 , òàêàÿ ÷òî

inf ( , , , ) ( )
, ,

, | |

t y

h x r

U t y h x r
� 



 �

� � �
0 Y

H

� ïðè r � � , (31)

sup ( , , , ) ( )
, ,

, | |

t y

h x r

U t y h x r
� 



 �

� �
0

0
Y

H

� ïðè r � 0, (32)

( )( , , , )Q U t y h x0 0
 , (33)

( )( , , , )�0 0U t y h x 
 (34)

ïðè âñåõ t � 0, t Sk 
 , y
Y , h 
H , x m
R , òî èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) óñ-

òîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèÿì (31) , (32) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ }V y h x U t y h xk k( , , ) ( , , , )� , k N
 , îáðàçóåò ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷-

íî ïîëó÷èòü ( )( , , )�0 0�k y h x 
 ïðè âñåõ k N
 , y
Y , h 
H , x m
R . Èç îïðåäåëå-

íèÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà { }�( ), ( )t x t ïî ôîðìóëå

Äûíêèíà [6] èìååì

E y x
t

k k k
k U t t h x t,

( )
( , ( ), , ( ))� � �	 	 �1 1 1�

� �
�

�U t y h x Q U h x dk
t

t

t

k

k

k

( , , , ) ( )( , ( ), , ( ))
( )

E { }0

1

� � � � � ,
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ïîýòîìó èç (33) èìååì

E y x
t

k k k k
k U t t h x t U t y h x,

( )
( , ( ), , ( )) ( , , , )� � �	 	 
1 1 1� (35)

ïðè âñåõ k N
 , y
Y , h 
H , x m
R .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòîõàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåñ-

ñà �( )t ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ ëþáîãî äåòåðìè-

íèðîâàííîãî t R
 � âìåñòî �( )t ìîæíî ïîäñòàâëÿòü �( )t	 . Ýòèì ñóùåñòâåííî âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ïðè âû÷èñëåíèè �0 �k , à èìåííî,

( )( , , ) ( , ( ), , ( )
,

( )
�0 1 1 1 1� � �k y h

t
k k k ky h x U t t x tk� � � � �E { ) ( , , , )}	 �U t y h xk

� 	 	 �� � � � �[ ( , ( ), , ( )) ( ,
,

( )
E

y h

t
k k k k k

k U t t x t g t{ 1 1 1 1 0 1� � � �( ), , ( )t x tk k k� � �	 	 	1 1 1 }

	 	 	 �� � �E
y h

t
k k k

k U t t x t
,

( )
( , ( ), , ( )) ]{ }1 1 1� �

� 	 	 	� � �[ ( , ( ), , ( )) ( , , , )
,

( )
E

y h

t
k k k k

k U t t h x t U t y h x{ 1 1 1� }]. (36)

Ñîãëàñíî (35) âòîðîå ñëàãàåìîå â (36) íåïîëîæèòåëüíî. Ïðè îöåíêå ïåðâîãî

ñëàãàåìîãî áåðåì âíà÷àëå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè óñëîâèè �tk� 	1
,

âîñïîëüçóåìñÿ �tk� 	1 0 -èçìåðèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �( )t k� 	1 è x tk( )� 	1 è,

âîñïîëüçîâàâøèñü, íàêîíåö, óñëîâèåì (34), ïîëó÷èì ( )( , , )�0 0�k y h x 
 , ÷òî è äî-

êàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü èñõîäíîé èìïóëüñíîé ñèñòåìû (1)–(3).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

� 
 ( , )0 1 , ÷òî ïðè âñåõ t k , y
Y , h 
H è x m
R

( )( , , , ) ( , , , )�0U t y h x U t y h xk k
 	� , (37)

òîãäà èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà (37) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

b y h x U t y xk
k

h

t
k k

k( , , ) ( ) ( , , , ) ( )
( )� 	 	 		 	

� �
	1 11

1 1� � �E { } k
kU t y h x( , , , ) �

� 	 � 
	 	( ) [( )( , , , ) ( , , , )]1 01
0� �k

k kU t y h x U t y h x� ,

èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (36) òåîðåìû 3, èìååì ( )( , , )�0 0b y h xk 
 , ÷òî îçíà÷àåò

( ) ( , ( ), , ( )) ( , , , )
,

( )
1 1

0	 
 
	 	� � �k
y h

t
k k k k

k U t t x t U t y h xE U x( | | ) . (38)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ïîëó÷àåì

E E
y h

t
k y h

t
k k k k

k kU x t U t t x t
,

( )

,

( )
( | ( ) | ) ( , ( ), , ( )) (
 
� � 1	� ) ( | | )kU x .

Îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öå-

ëîì èìååì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Åñëè inf ( )
k N

k kt t



� 	 �1

� $�1 0 è ñóùåñòâóåò òàêîå � $ 0, ÷òî

( )( , , , ) ( , , , )Q U t y h x U t y h x0 
 	� (39)

ïðè % �t 0, t Sk 
 , y
Y , h 
H è x R m
 , òî èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) àñèì-

ïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâà â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Q0 äëÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà z t y h x( , , , ) �

� �e U t y h x z t y h xt� ( , , , ) ( , , , ) ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , )Q z t y h x z t y h x e Q U t y h xt
0 0 0
 � 
� � .
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Òîãäà äëÿ �k ky h x U t y h x( , , ) ( , , , )� ìîæíî çàïèñàòü

( )( , , ) ( , , , ( , ,
( )

�0 1 0
1� ��

k h

t
k k ky h x e U t y x g t y hk
 	 �	

�
�

E { , )) ( , , , )x U t y h xk}	 



 	 
	
( ) ( , , , )e U t y h xk

�� 1 1 0,

÷òî è äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 2.

Èññëåäóåì äàëåå ñîõðàíåíèå ñâîéñòâ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåä-

íåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ èìïóëüñíîé ñèñòåìû (3)–(5) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ è òàêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà �k y h x( , , ) , ÷òî ïðè íå-

êîòîðûõ ci , i �1 4, , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

c x y h x c xk1
2

2
2| | ( , , ) | |
 
� , (40)

( )( , , ) | |�0 3
2�k y h x c x
 	 , (41)

| ( , , ) ( , , ) | | |� �k ky h x y h x c x x1 2 4 1 2
2	 
 	 (42)

äëÿ âñåõ k N y h x ii
m
 
 
 
 �, , , , ,Y H R 1 2;

sup | |
k

k kt t� 	 
1 � ;

âîçìóùåíèÿ a b1 1, è g1 óäîâëåòâîðÿþò ðàâíîìåðíî ïî t y h, , ãëîáàëüíîìó óñëî-

âèþ Ëèïøèöà ( , )i � 0 1

| ( , , , ) | | ( , , , ) | | ( , , , ) | | | ,a t y h x b t y h x g t y h x l x li i i� � 
 $ 0. (43)

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòå 0 1� �l èñõîäíàÿ èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà

(1)–(3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì âíà÷àëå ðåøåíèå x t( ) ñèñòåìû (1)–(3) íà ó÷àñòêå

[ , ]t tk k�1 , k N
 , ÷åðåç ðåøåíèå x t( ) ñèñòåìû ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ (4) â âèäå

x t x t x tk k k( ) ( ) ( )� � �� �1 1 1� , (44)

ãäå �x t x t x tk k k( ) ( ) ( )� � �� 	1 1 1 .

Âû÷èñëÿÿ äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà â ñèëó (1)–(3) ñ ó÷åòîì (41), (42),

ïîëó÷àåì

( )( , , ) ( ( ), , ( )
, ,

( )
�1 1 1 1 1� � � �k y h x

t
k k k ky h x t x tk� �� � � �E �x t y h xk k( )) ( , , )� 	 
1 �


 � 
�( )( , , ) | ( ) |
, ,

( )
�0 4 1

2�k y h x

t
ky h x c x tkE �


 	 � 	� �c x c x t t y h x x t t
y h x

t
k k k k

k
3

2
4 1 1| | | ( , , , , ) ( , ,

, ,

( )
E { y h x, , ) |2 }. (45)

Ïîä ñèëüíûìè ðåøåíèÿìè äëÿ t t tk k
 �[ , ]1 ÑÄÓ (1) è ñîîòâåòñòâåííî (1) ïîíè-

ìàåì ñëó÷àéíûå ïðîöåññû [1, 3] ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

x t x t xk k( ) ( )� � :

x t x a s s x s a s s x s ds

t

t

k

( ) [ ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))]� � � �� 0 1� �

� �� [ ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))] ( )b s s x s b s s x s dw s

t

t

k

0 1� � , (46)

x t x a s s x s ds b s s x s dw

t

t

t

t

k k

( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))� � �� �0 0� � ( )s . (47)
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Îáðàçóÿ ðàçíîñòü x t x t( ) ( )	 , ïîëó÷àåì

| ( ) ( ) | | ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) |x t x t a s s x s a s s x s d

t

t

k

	 � 	� 0 0� � s a s s x s ds

t

t

k

� �� | ( , ( ), ( )) |1 �

� 	 �� | ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))] ( ) | ( ,b s s x s b s s x s dw s b s

t

t

k

0 0 1� � �( ), ( )) | ( )s x s dw s

t

t

k

� . (48)

Âîçâåäåì â êâàäðàò | | ( )a b c d a b c d� � � 
 � � �2 2 2 2 24 ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (48), ïðèìåíèì îïåðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íåðàâåíñòâî Êî-

øè–Áóíÿêîâñêîãî äëÿ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà è ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

äëÿ êâàäðàòà èíòåãðàëà Âèíåðà–Èòî [1]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

E E| ( ) ( ) | | | | ( ) ( ) |x t x t t t x s x s dsk k

t

t

k

	 
 	 	 �
�

�

�
�

� �2
1

2 24 �

+ E El t t x s ds x s x s ds lk k

t

t

t

t

k k

2
1

2 2 2| | | ( ) | | ( ) ( ) |� 	 � 	 �� �� 2 2

t

t

k

x s ds�
�

�

�
�
�E | ( ) |

� � 	 � �� �4 1 12 2 2 2 2� � �( ) | ( ) ( ) | ( ) | ( ) |

t

t

t

t

k k

x s x s ds l x s dE E s
�

�

�
�

�

�

�
�

. (49)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà, àíàëîãè÷íûìè îöåíêàìè èç (47) ïîëó÷èì

îöåíêó äëÿ E | ( ) |x t 2 :

E | ( ) | | | ( )( )x t x e ll2 2 3 1 2 212 1
2 2


 ��� � . (50)

Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì (50) èç íåðàâåíñòâà (49), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà,

ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

E | ( ) ( ) | | | ( )( ) ( )x t x t x e e ll	 
 �� �2 2 3 1 1 2 212 1
2 2 2� � � � � � . (51)

Äàëåå â ìîìåíò ñêà÷êà ïðè óñëîâèè x t x t xk k( ) ( )� � èìååì

| ( ) ( ) | | ( ) ( , ( ),x t x t x t g t tk k k k k k� � � � � �	 
 	 � 	 	1 1
2

1 0 1 1� � 1 1, ( ))x tk� 	 �

� 	 	 	 	 	� � � � �g t t x t x tk k k k k1 1 1 1 1 1( , ( ), , ( )) ( )� �

	 	 	 	 �� � � �g t t x tk k k k0 1 1 1 1( , ( ), , ( )) |� �

� 	 	 	� � � �| ( , ( ), , ( )) |g t t x tk k k k1 1 1 1 1� � . (52)

Ñ ó÷åòîì (51) ìîæíî ïðîâåñòè ïðîäåëàííûå âûøå îïåðàöèè, â ðåçóëüòàòå

çàïèøåì îöåíêó

E
y h x

t
k k k k

k x t t y h x x t t y h x
, ,

( )
{ | ( , , , , ) ( , , , , ) | }� �	 
1 1

2


 � � �� �l e e l xl2 2 3 1 1 21 12 1
2 2 2

( ) ( )) | |( ) ( )� � �&'� �� � � � � . (53)

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì 0 1� ��l , ó÷èòûâàÿ (53), èç íåðàâåíñòâà (45)

ñëåäóåò �1
3

2
�k y h x

c
x( , , ) | |
 	 , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 5.

ÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Çàäà÷à 1. Îäíîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ èìïóëüñíûìè

ìàðêîâñêèìè âîçìóùåíèÿìè çàïèøåòñÿ â âèäå ÑÄÓ

dx t t x t dt t x t dw t( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( )� �
 � 
 � (54)

154 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3



ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

�x t g t t x t
t t k k k k( ) ( , ( ), , ( ))� � 	 	 	

1
� � (55)

è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

� �( ) , , ... , , ( ) ,t y k x t x hk0 0 0
11 2

0
� 
 � � 
 �Y R{ } , (56)

ãäå x t( )
R
1 — ñèëüíîå ðåøåíèå ÑÄÓ (54) ñ íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè;

�( )t — ïðîñòàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé Y k�{ }1 2, , ... ,

è ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (14), (15); w t( ) — ñêàëÿðíûé âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ, { }�k — äèñêðåòíàÿ öåïü Ìàðêîâà, äëÿ êîòîðîé Pk h( , )( — ïåðåõîäíàÿ âå-

ðîÿòíîñòü íà k -ì øàãå.

Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (54)–(56) ïî âåðîÿòíîñ-

òè â öåëîì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû

dx t a t t x t dt b t t x t dw t( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) ( )� �� � (1))

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

�x t g t t x t t S t n N
t t k k k k k n

k
( ) ( , ( ), , ( )), , , li� � 	 	 	 
 � 
� � { } m

n
nt

��
� �� (2))

è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

� �( ) , ( ) ,t y x t x hm
k0 0 0 0

� 
 � 
 �Y R , (3))

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) | | ,t t kk k� 	 
 �1 0� ;

2) óñëîâèå Ëèïøèöà

| ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( )a t y x a t y x b t y x b t y x1 2 1 2	 � 	 | �

� 	 
 	| ( , , , ) ( , , , ) | | |( ) ( ) ( ) ( )g t y h x g t y h x x x1 2 1 2� ;

à â ñèëó ñèñòåìû (1))–(3)) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà { }�k k, � 0

èìååò ìåñòî l y h xk� ( , , ) 
 0 äëÿ k N
 , y
Y , h 
H è x m
R . Òîãäà èìïóëüñíàÿ

ñèñòåìà (1))–(3)) óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Âûáåðåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå [10]

� � � �� �	( ( ), , ) ( ) | | ,t x t xk � $ 0. (57)

Ïóñòü ôóíêöèè 
 
 
 
( ) ; ( )i ii i� � òàêîâû, ÷òî






�i
i	 � 	
2

2
ïðè âñåõ i k�1, , (58)

òîãäà â (57)

	 �
 
 
� � �	2 1; max | ,{ }i i k . (59)

Ïîêàæåì, êàêèì îãðàíè÷åíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñ-

òè qij ìàðêîâñêîé öåïè �( )t è äèñêðåòíàÿ öåïü Ìàðêîâà { }�k , k N
 , ÷òîáû âûïîë-

íÿëèñü óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ, ò.å. ñèñòåìà áûëà óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì,

� ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Îöåíèì l� â ñèëó ñèñòåìû.

Âû÷èñëèì ��, ñ ïîìîùüþ (54)–(56) ïîëó÷èì

�� � 	 

	


	( , , , ) | | ( )t y h x x j i qk i i i ij

j i

k

� �
	�

�
 

!

"
# � 	

*

�
�

1

2
+
,

-,

.
/
,

0,
�

� � 	� � �	 	i x g t y h x h dz i xk k| ( , , , ) | ( , ) | |

H

P . (60)
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Ñ ó÷åòîì (57)–(59) â òî÷êå x t i, ( )� � èìååì

�� �
	 �


	( , , , ) | |t y h x x
i

k i� 	 ��

��
�

��
�

2

� �

�
� � 	

�

�
��i x g t y h x h dz xk k� 	 	| ( , , , ) | ( , ) | |

H

P , (61)

ãäå 
 
i ij k

j i

k

j i q� 	 �
$
� ( ) , 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûáîðà ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè Pk h( , )( öåïè Ìàðêîâà

{ }�k , k N
 , ñ ó÷åòîì êîíñòðóêöèè g â (55) òàêîé, ÷òî

| ( , , , ) | ( , ) | |x g t z h x h dz xk k� �� 	 	

H

P 2 . (62)

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (61) ïðèìåò âèä

�� �
	 �


 �
	�	 	( , , , ) | | | |

( )
t y h x x

i
i x

i
k i�

	
� ��

��
�

��
�

	 �
�

2

2

2

 i

�

��
�

��
. (63)

Åñëè



	�

i
i

i k�
�

� �
( )

, ,
2

2
1 1 , (64)

è âûïîëíÿåòñÿ (62), òî ôóíêöèÿ (57) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ, à èìåí-

íî, �� � 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (54)–(56) óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè �( )t i� è âûïîëíåíèè (62).

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè 	 �1 ôóíêöèÿ (57) íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïî x ïðè x � 0.

Îäíàêî ýòîãî òðåáîâàòü è íå íàäî, òàê êàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè âàæíû

ñâîéñòâà ôóíêöèè � â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x � 0, íî íå â ñàìîé ýòîé òî÷êå.

Âàæíûì òðåáîâàíèåì åñòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé �� ïðè x � 0, y
Y , h 
H .

Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå (58) îçíà÷àåò, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ìîæåò

áûòü îáåñïå÷åíà çà ñ÷åò áîëüøèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

(62) äàæå ïðè íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû dx t a x t dti( ) ( )� .

Óñòàíîâëåíî â [4], ÷òî åñëè ÑÄÓ (1) ðàññìàòðèâàòü íå êàê óðàâíåíèå Èòî,

à êàê óðàâíåíèå Ñòðàòàíîâè÷à, òî òàêîé ýôôåêò íåâîçìîæåí.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (54)–(56). Íàéäåì îãðà-

íè÷åíèÿ íà ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè qij ïðîöåññà �( )t è íà ïåðåõîäíóþ âåðîÿòíîñòü

Pk h( , )( íà k -ì øàãå äèñêðåòíîé öåïè Ìàðêîâà { }�k , k N
 .

Ðåøåíèå. Áåðåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà [10] â âèäå

� 	 �
	( , ) | | ,x i c xi� � 	2. (65)

Âìåñòî óñëîâèÿ (64) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

ìàðêîâñêîé öåïè �( )t ñèììåòðè÷íà:

q q i j k i jij ji� � �, , , ;1 . (66)

Îöåíèì �� â òî÷êå ( , )x i ïðè âûïîëíåíèè (62). Èìååì

( )( , ) | | ( )�� 	 

	


	x i x c c c qi i i

j i

k

j i ij� �
	

��

�
 

!

"
# � 	

�
�

1

2
1

*
+
,

-,

.
/
,

0,
. (67)

Óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè (66) äàåò

( )c c q c q q cj i ij

j i

k

j ji ij i

j i

k

	 � 	
� �
� � , (68)

ãäå q qi ij

j i

k

�
�
� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p t p t p tk( ) ( ( ), ... , ( ))� 1 , ãäå p ti ( ) �

� �P{ }y t yi( ) | ( )� 0 . Òîãäà p ti ( ) óäîâëåòâîðÿåò ïðÿìîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëü-
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íûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà [11]

dp

dt
q p q pi

i i ji

j i

k

j� 	 �
�
� . (69)

Åñëè qij � 0, òî ñèñòåìà (69) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå pi
1 �const , êîòîðîå

ñëåäóåò èç óðàâíåíèé

q p q pji

j i

k

j i i

�
� 	 � 0. (70)

Ýòî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå pi
1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì pi

* $ 0 è pi

i

k
1

�

�� 1

1

. Äà-

ëåå, ïîëàãàÿ c pi i� * , ñ ó÷åòîì (58), (62) è (65) ïîëó÷àåì

( )( , )
( )

| |��
	 � 	x i

p
xi
 	

�
�

11

2
0,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öå-

ëîì ñèñòåìû (54)–(56) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (58), (62) è (66).

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ èìïóëüñíûìè âîçìó-

ùåíèÿìè. Ïóñòü èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèåì [2, ñ. 209]

��( ) ( ( ) �( ) ( ( ( )))x t y x t f t� � � �2 1 0�� � � � , (71)

ãäå � $ 0, �( )t — îäíîðîäíûé íåðàçëîæèìûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ äâóìÿ ñîñòî-

ÿíèìè Y �{ }0 1, è èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà A �
	

	
�

�
 

!

"
#


 


	 	
, 
 	� �1.

Èìïóëüñíûå âîçìóùåíèÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ñêà÷êîâ

x t B x tk k k( ) ( ) ( )� 	� , (72)

ãäå t kk � �, � � 2�n ; % 
n N , { }�k k N; 
 — ìàðêîâñêàÿ öåïü, çàäàííàÿ íà ìíî-

æåñòâå H �{ }1 2, ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

2 �
	

	
�

�
 

!

"
#

p p

q q

1

1
, p q
 
( , ); ( , )0 1 0 1 ; B h I B h( ) ( )� � � 1 .

Óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(71) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå [12]

	 � 	 � � � � 	( ( ) ( ) )( ) ( ( ) ( )) ( )( (� 	 � 
1 2 1 1 1 1 211 22 11p q q b b p b ) ( )) .� �b22 2 0 (73)

Çàìåòèì, ÷òî (71) — ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû

dx t a t t x t dt b t t x t dw t( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) ( )� �� �
ñ b � 0.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âåðîÿòíîñòíîé óñòîé÷èâîñòè ýëåêòðè÷åñêîé

ñõåìû [10] (ðèñ. 1), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

( ( ) ) ( ( ) ) ;

( ( ) )

L t L
di

dt
r t r i U

L t L
di

dt

1 2
1

1 2 1

2 1
2

� � � �

� �

� �

� ( ( ) ) ( ) .r t r i t U2 1 2� �� �

(74)

Çäåñü
~

( ),
~

( )i t i t1 2 — óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì â öåïè (ñì. ðèñ. 1). Ïîëîæèâ x t
1
( ) �

� 	i t i t1 1( )
~

( ) , x i t i tt
2 2 2
( ) ( )

~
( )� 	 , óðàâíåíèå (74) çàïèøåì òàê:

dx t A t x t dt( ) ( ( )) ( )� � , (75)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 157



ãäå x t x t x t( ) ( ( ), ( ))� 1 2
T ; A t

r t r

L L

r t r

L L

( ( ))

( )

( )
�

�

�
� 	

�

�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

1 2

1 2

2 1

1 2

0

0
�

, �( )t — ïðîñòàÿ ìàð-

êîâñêàÿ öåïü ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè �1 0� ( êëþ÷ çàìêíóò) è � 2 1� (êëþ÷ ðà-

çîìêíóò) è èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäîâ q q12 21, .

Óñëîâèå êîììóòàöèè ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå

x K xij( ) ( ),� �� 	0

ãäå K
L L

L L

L L
K E12

1 2

1 2

1 2
21

1
�

�

�

�
�

�

�
� �; .

Ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû 2 ïîçâîëÿåò âûïèñàòü íà ïëîñêîñòè ( , )q q12 21 äîñ-

òàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì íåðàâåíñòâàìè

( ) ( )( ) ; , .c q q b c q q b q q	 � � � � $ $ $1 2 1 2 8 0 0 02
12 21 12 21 12 21

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ìîæåò îêàçàòüñÿ øèðå èçî-
áðàæåííîé íà ðèñ. 2 [10] . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èñïîëüçîâàíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ âåðîÿòíîñòíîé óñòîé÷èâîñòè. Âîïðîñ î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ, ïî-âèäè-
ìîìó, îñòàåòñÿ îòêðûòûì [10].

Â óêàçàííîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 2) èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì [10].
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