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Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêóñòè÷åñêîå ïîëå, óðàâíåíèå òèïà Øðåäèíãåðà, êðàåâàÿ çà-

äà÷à, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, óñòîé÷èâîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè-

÷åñêîé ýíåðãèè â äâóõ- è òðåõìåðíûõ ïîäâîäíûõ íåîäíîðîäíûõ âîëíîâîäàõ ñâÿ-

çàíî ñ ðàçðàáîòêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ è ÷èñëåííî-àíà-

ëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [1–5].

Ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñ-

òè, îáóñëîâëåííûå êîìïëåêñíîçíà÷íîñòüþ ðåøåíèÿ, íåñàìîñîïðÿæåííîñòüþ è çíà-

êîíåîïðåäåëåííîñòüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-

ìåííûì, çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè çâóêà â âîëíîâîäå îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-

äèíàò, íàëè÷èåì èìïåäàíñíûõ ãðàíèö è äð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàç-

âèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ìåòîäèêó àïïðîêñèìàöèè âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òèïà Øðåäèíãåðà [3–8].

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå âîïðîñû ôîðìèðîâàíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé ñ çà-

äàííûìè ñâîéñòâàìè â íåîäíîðîäíûõ âîëíîâîäàõ ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ â ñðåäå. Äëÿ

ðåøåíèÿ êëàññà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé, îïèñûâà-

åìûõ óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìå-

òîäû ðàñ÷åòà ïðÿìûõ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà [9–11]. Â ðàáîòàõ [5,12,13] èñ-

ñëåäîâàíû ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ çâóêîâûõ ïîëåé íà

îñíîâå âîëíîâûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Øðåäèíãåðà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé è ýêñòðåìàëü-

íîé çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ â îñåñèììåòðè÷åñêîì íåîäíîðîäíîì âîë-

íîâîäå ñ èìïåäàíñíîé ãðàíèöåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñ-

êîé ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì âîëíîâûì óðàâíåíèåì, ó÷èòûâàþùèì

øèðîêèé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà ïî äàëüíîñòè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â ðàìêàõ ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ çâóêîâîå ïîëå â îñåñèììåòðè÷åñêîì

âîëíîâîäå G r r R z H r� � � � � �{ }0 00 0, , (ñ ìÿãêîé âåðõíåé è èìïåäàíñíîé íè-

æíåé ãðàíèöàìè), ãäå ( , )r z — öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è îñü z íàïðàâëåíà

âåðòèêàëüíî âíèç, îïèøåì ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé:
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Çäåñü i � 
1 — ìíèìàÿ åäèíèöà; n r z c c r z( , ) / ( , )� 0 — êîýôôèöèåíò ïðåëîìëå-

íèÿ; c r z( , ) — ñêîðîñòü çâóêà (c0 — åå íåêîòîðîå çíà÷åíèå); k c0 0� � / — âîë-
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íîâîå ÷èñëî; � — ÷àñòîòà; �( , )r z � 0 — êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ; � �� ( )r — êîì-
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Âõîäíûå äàííûå çàäà÷è (1)–(3) áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíûìè äîñòàòî÷íî

ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à (1)–(3) ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàëüíåãî

êîìïëåêñíîçíà÷íîãî àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P r z( , ) , ñîçäàâàåìîãî ãàðìîíè÷åñêèì

èñòî÷íèêîì. Ýòî äàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà [1, 3]
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Äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íàïðàâëåíèÿõ, áëèçêèõ ê ãîðèçîíòàëüíîìó,

ïëàâíàÿ àìïëèòóäà p r z( , ) óäîâëåòâîðÿåò ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
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Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (4) ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå îïåðàòîðà êîðíÿ êâàäðàò-

íîãî â âèäå [6]
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ïîëó÷àåì ïàðàáîëè÷åñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå (1). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íàëè÷èå

â óðàâíåíèè (1) ìíèìîãî êîýôôèöèåíòà �( , )r z ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ìîäåëèðîâà-

íèå àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé ñ ó÷åòîì ïîãëîùåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ çâóêîâûõ ïîëåé â íåîäíî-

ðîäíîì âîëíîâîäå ñôîðìóëèðóåì êàê ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî

ôóíêöèîíàëà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèê àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè

ýòîì â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çâóêîâîãî ïîëÿ.

Îäíà èç ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè u z( ) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çà-

äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ â íåêîòîðîé ÷àñòè âîëíîâîäà è ñâîäèòñÿ

ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J u z p R z p z dz z u z dz( ) ( )| ( , ) ( )| ( )| ( )| , ( ,� 
 � �� �� �0
2 2 0

� �

� H ) . (5)

Çäåñü p R z p R z u( , ) ( , , )� — ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(3), ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëå-

íèþ u z( ) ; p z0 ( ) — çàäàííîå äàâëåíèå; � �( ) , ( )z z� �0 0 — çàäàííûå íåïðåðûâ-

íûå âåùåñòâåííûå âåñîâûå ôóíêöèè; u z( ) — êîìïëåêñíîçíà÷íîå óïðàâëåíèå èç

íåêîòîðîãî âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà U u z L� �{ }( ) ( )2 � , ãäå L2 ( )� —

ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì â îáëàñ-

òè � � ( , )0 H . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â L2 ( )� îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 2 63



( , ) , | | ( )| | | ( )|

/

( )u u dz u z u z dzL� ��
�

�

	
	




�

�
�

�
�

� �
�

�

�

1 2

2
2

�

	
	




�

�
�

1 2/

,

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êîìïëåêñíî-

çíà÷íîãî óïðàâëåíèÿ u U� , ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë (5) äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé

ãðàíè

J w J u
u L

( ) ( )
( )

�
�
inf

2 �
, (6)

à p r z p r z u( , ) ( , , )� ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3).

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì íåñàìî-

ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì íàèáîëåå óäîáeí ìåòîä ñåòîê. Èçâåñòíî [14, 15], ÷òî

èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì

äàííûì, ïî ïðàâîé ÷àñòè, à òàêæå ñõîäèìîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîñòíûõ

ñõåì íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì,

÷òî ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå íàêîïëåíèÿ îøèáîê, äîïóùåííûõ íà íåêîòîðîì øàãå

âû÷èñëåíèé.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî íåêîòîðûå èç ýòèõ âîïðîñîâ.

Â îáëàñòè G ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó
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ñÿ èç óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè è ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ [14]:

y y r z y y y y y y y y hm k k
m m

k k
m

r� � � � � � 
�( , ) , � , ( � ) /1 ,

y y y h y y y hz k k z k k� 
 � 
� 
( ) / , ( ) /1 1 ,

�( ) ( ( , ) ) ( ( , ) ( , ) ), ,r y a r z y
h

a r z y a r z yz z m k z k m k z k� � 
 ��
1

1

� 
 � ��
�
	



�
�� � � 


1

2 1 1 1 1
h

a y a a y a y
k
m

k
m

k
m

k
m

k
m

k
m

k
m( ) .

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè


 	 �� � � � � �1 2 0 5 1 0 5/ ; ~ , , / (~ , ),
~

( , ),– ,r r r a n r z b r zm m k
m

m k

b r z k n r z i r z
k

n

n

n

n

z zz( , ) ( , ) ( , )� 
 � � 

�

�

	
	




�
2 1

1

4
0
2

0
2

2

3 2
� �

�

�

�

	
	




�

�
�

64 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 2



óðàâíåíèå (7) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Çäåñü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñå-

òî÷íîé ôóíêöèè f r z( , ) îáîçíà÷åíî
~

( , ) ( / , )f r z f r z� � 	 2 .

Èìïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3) â óçëàõ ( , ) ( , ),r z r z rN� ��	 , àïïðîêñè-

ìèðóåì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

2 0 50ik hy a r z y y r n r z hb r zr z z
 � 
 
( , )( � ) (~( ) / ~( , ) ,
~

( , ))� ( � )y y� � 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

2 0 5 0 5 00ik y r w r z w w y y r zr h� � � � � � �, ( ) , ~( , ) , � , ( , )� � � �	 , (8)

2 0 5 00ik hy a r z w r n r z hb r z w rr z
 
 
 �( , ) (~( ) / ~( , ) ,
~

( , )) , (� , ) ( , ),z r z rN� ��	 , (9)

y rz| ,� � �0 0 �	 , (10)

àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó (1)–(3) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (8)–(10) ââåäåì ãèëüáåðòî-

âî ïðîñòðàíñòâî H êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå �
h
� ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé
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ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1)–(3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðíóþ ðàç-

íîñòíóþ ñõåìó

4 00ik y A y y rr � � � �( � ) , �	 , (11)

y r y( )0
0� , (12)

ãäå y y0, �H , y u z z y y r y r z z
h h

0 � � � � �� �{ } { }( ), , ( ) ( , ),� � , à ëèíåéíûé îïåðà-

òîð A A r� ( ) äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå H è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
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Ñëåäóÿ [14], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ðàâíîìåðíî

óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì â H D , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâå-

íñòâî

[ , ] [ , ], , ,... ,Dy y Dy y mm m m m� � � �1 1 0 1

ãäå D — íåêîòîðûé (âîçìîæíî, çàâèñÿùèé îò r) ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííûé îïåðàòîð.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð B, ñîâïàäàþùèé ñ îïåðàòî-

ðîì âòîðîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé �( ) ( ( , ) )r a r z z z� �� , äåéñòâóþùèì â ïðî-

ñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà �h è ðàâíûõ íóëþ ïðè z � 0. Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî ( , ) ( , ) (
~

( , ) , )A B b r z� � � � � �� � .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 1. Ïóñòü y�H . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Im Im( , ( � )) ( ),4 40 0
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k
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m� � �

�
�
�



��

�
 
!
� 


4 0 2 2k
y y

	
( | | � | | | | | | ) , (13)

Im( ( � ), � ) (| � | | | )B y y y y
hk

y yN N� � � 
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2 0 2 2

	

� 
�
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�
� �

h
b a r y yN N N N
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2Im Im
~

( ~( )) | � |� .
(14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (13) ó÷òåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíèìîé

÷àñòè

Im( ( � )) ( ( � ) ( � )iy y y
i

iy y y i y y yr r r� � � � �
1

2
.

Ó÷èòûâàÿ äàëåå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé, ïîñëå íå-

ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

Im( ( � )) (| � | | | )iy y y y yr � � 

1 2 2

	
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìíèìîé ÷àñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( , � )iy y yr � ïîëó÷àåì

Im( , � ) (| | � | | | | | | )iy y y y yr � � 

1 2 2

	
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà (14) çàìåòèì, ÷òî

Im { }( ( � ), � ) ( ( � ), � ) ( � , ( � )B y y y y
i

B y y y y y y B y y� � � � � 
 � �
1

2
.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçíîñòíîé ôîðìóëîé Ãðèíà [14]

( , ( ) ) (( ) , )y a ayz z z z� �
 �
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(( ) , ] ( ) ( ), ,a a y ya ay y a a yz z z z N z z� � � � �0 1 0 0 1 0

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a a y
 � � �0 00 0, � , ïîëó÷àåì

Im( ( � ), � ) ( ) , �B y y y y
i

waw waw w y yz z N� � � 
 � �
2

.
(15)

Ïîäñòàâëÿÿ â (15) âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé wz èç êðàåâîãî óñëî-

âèÿ (9), èìååì
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~
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y y ik hy y y a hr� � � � 
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( )| ( | � | | | )wy wy y yr r N N N� � 
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,

èç ïðåäûäóùåãî òîæäåñòâà îêîí÷àòåëüíî ñëåäóåò

Im Im Im( , ) (| � | | | ) | | (
~

) ( ~Bw w
hk

y y w
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b aN N N N N� 
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�( )) , �r w y y
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� � .

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (11), (12) ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íà

îñíîâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (11), (12) èìååò ìåñòî ýíåðãåòè-

÷åñêîå òîæäåñòâî

|[ � ]| |[ ( (
~

)) ( � )]| ( ~) | �
/y

k
b y y

k
a yN

2

0

1 2 2

04 4
� � 


	 	
�Im Im N Ny y� �| |[ � ]| .2 2 (16)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óìíîæèì â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( , )� � ðàç-

íîñòíîå óðàâíåíèå (11) íà âåëè÷èíó w y y� �( � ) . Òîãäà, îòäåëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòü ïî-

ëó÷åííîãî òîæäåñòâà, èìååì

Im{ }( , ) ( , ) .4 00ik y w Aw wr � � (17)

Ó÷èòûâàÿ äàëåå â (17) ñîîòíîøåíèÿ (13), (14), à òàêæå
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(18)

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Íà îñíîâàíèè (16) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà åäèíñòâåííîñòü è ðàâíîìåðíàÿ

óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (11), (12) ïî íà÷àëüíûì äàííûì.

Òåîðåìà 2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (11), (12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (11), (12) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì

äàííûì â íîðìå |[ ]|� , è äëÿ åå ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî îöåíêà

|[ ]| |[ ]| , , , ,... ,y y m ym m� � � �1 00 1 2 H . (19)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè (19) â òîæäåñòâå (16) ñëåäóåò

ó÷åñòü, ÷òî Im Im
~

,b � �0 0� .

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (1)–(3), (5), (6).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë (5) äèôôåðåíöèðóåì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå u z U( )�
â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

� ��u u L, ( , ) ( )� �Re
2 � .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îöåíèòü ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíà-

ëà (J u J u u J u( ) ( ) ( )� � 
� â çàâèñèìîñòè îò ïðèðàùåíèÿ óïðàâëåíèÿ �u.

Ïóñòü u z( ) — íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå óïðàâëåíèå, �u — ïðèðàùåíèå óïðàâ-

ëåíèÿ. Òîãäà ïðèðàùåíèå ðåøåíèÿ � �p r z p r z u u p r z u( , ) ( , , ) ( , , )� � 
 óäîâëåòâîðÿåò

êðàåâîé çàäà÷å

2
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(21)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

� �p u zr r| ( ).� �
0

(22)
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Ðàññìàòðèâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (5), íàõîäèì
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J u z p u u p p u p dz( ) ( )(| ( ) | | ( ) | )� � 
 
 
 �� � � 0
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0
2
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� � �( )(| | | | )z u u u dz2 2

�

,

ãäå p u u p R z u u p u p R z u( ) ( , , ), ( ) ( , , )� � � �� � .

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

(

� �

J u z p p u p dz z uudz( ) ( ) ( ( ) ) ( )� 
 � �� �2 20Re Re� � � �

� �� ( ( )| | ( )| | )� � � �z p z u dz2 2

�

. (23)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (23) ïîòðåáóåòñÿ

îöåíêà

� � �( )| | | | ,|z p dz M u dzr R
2 2

� � ��
��

(24)

ãäå M � �const 0.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ýëåìåíòå u U� ñîîòâåòñòâó-

þùåå ðåøåíèå p r z p r z u( , ) ( , , )� êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) ñïðàâåäëè-

âà îöåíêà

| | ( , )| | | | ( )| | ,( ) ( )p R z u z r RL L2 2 0� �� � � ). (25)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (25) óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (1) íà êîì-
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2
1

0ik
p

r
pdz

z n r z

p

z
pdz b r z p

�

�
�

�

�

�

�

�

�
		




�
�� �� �

� �
( , )

( , ) | |2 0dz ��
�

. (26)

Îòäåëÿÿ â òîæäåñòâå (26) ìíèìóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), íàõîäèì
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Â ðåçóëüòàòå òîæäåñòâî (27) èìååò âèä
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Ïðîèíòåãðèðóåì (28) ïî r r R� ( , )0 , òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíé è c ó÷åòîì

óñëîâèÿ (3) ïîëó÷àåì
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p dr k drr R
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(29)

Ïîñêîëüêó � �( , ) ,r z � �0 0Im , èç (29) îêîí÷àòåëüíî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (25).

Îöåíêà (25) îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) è åãî íåïðåðûâíóþ

çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî è äëÿ ïðèðàùåíèÿ ðåøåíèÿ �p r z( , ) �
� � 
p r z u u p r z u( , , ) ( , , )� , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å

(20)–(22). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| | | | ,|� �p dz u dzr R
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò îöåíêà (24).

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (24) âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (23) ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü 
 �, p — ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (31)–(33) è çàäà÷è

(20)–(22) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå


� 
�

� �
� �� ��p dz p dzr r r R| |

0
. (34)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå â (30) îöåíêó (34) è íà÷àëüíîå óñëîâèå (22), ìîæíî

îêîí÷àòåëüíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà â âèäå

(

� �

�J u u dz z uudz o ur r L( ) ( ) ( ) (| | | || (� � �� ��Re Re� 
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0 2

2 ) ) .

Îòñþäà ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëà J u( ) ïî u z( ) â ïðîñòðàíñòâå

L
2
2 ( )� äåéñòâèòåëüíûõ ïàð ( , )Re Imu u . Ëåãêî òàêæå âèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (5)

âûïóêëûé.
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèîíàë (5) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì íà ìíîæåñòâå U, äèôôåðåíöè-

ðóåìûì ïî Ôðåøå â ïðîñòðàíñòâå L
2
2 ( )� äåéñòâèòåëüíûõ ïàð ( , )Re Imu u . Ãðàäè-

åíò ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

J u r z u z u r z u z u* � � �( ) ( , , ) ( ) , ( , , ) ( ){ }
 � 
 �1 0 1 2 0 22 2 , (35)

ãäå 
 
 
� �1 2i — êîìïëåêñíîçíà÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (31)–(33), u u z iu z� �1 2( ) ( ) .

Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà (35) íåîáõîäèìî ïðè

ôèêñèðîâàííîì u z( ) íàéòè ðåøåíèå äâóõ êðàåâûõ çàäà÷: ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïðÿ-

ìîé çàäà÷è (1)–(3) îïðåäåëèòü p R z u( , , ) , çàòåì èç (31)–(33) íàéòè çíà÷åíèå

ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãðàäè-

åíòíûìè ìåòîäàìè [15,16].

Â òàêèõ çàäà÷àõ ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ìèíèìèçèðóå-

ìîãî ôóíêöèîíàëà è ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Â ñëó-

÷àå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè èìååò âèä

grad infJ w J w J u
u L

( ) , ( ) ( )
( )

� �
�

0
2 �

. (36)

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (36) ìîæíî ïðèìåíèòü èòåðàöèîííûå ìå-

òîäû, â ÷àñòíîñòè
w w

J w kk k

k
k

�

�



� � �1

1

0 0 1
	

grad ( ) , , , ,� (37)

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ 	k . Íà

ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âûáîð èòåðàöèîííîãî ïðàìåòðà â (37) èç óñëîâèÿ

ìîíîòîííîñòè J w J wk k( ) ( )� �1 . Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ èòå-

ðàöèîííûé ïàðàìåòð óìåíüøàþò äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

ìîíîòîííîñòè.

Â ñëó÷àå çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè âìåñòî (37) èñïîëüçóåòñÿ èòåðà-

öèîííûé ïðîöåññ

w P w J wk U k k k� �� 
1 1( ( ))	 grad , (38)

ãäå PU — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî U.

Àëãîðèòì (38) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~
( ) ,

w w
J wk k

k
k

�

�



� �1

1

0
	

grad
(39)

w P w kk U k� � �1 0 1( ~ ), , , .� (40)

Íà ïåðâîì øàãå (39) âû÷èñëåíèå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé, íà

âòîðîì øàãå (40) ðåàëèçóåòñÿ ââîä â ïîäïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíèé U.

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà ñâÿçàíî ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ïðÿìîé

êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (31)–(33) ñ êîìïëåêñíûìè íåñàìîñîï-

ðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé

êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, èçëîæåííàÿ ðàíåå äëÿ

ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåí ïîäõîä ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ïðÿìîé è ýêñòðå-

ìàëüíîé çàäà÷ âîëíîâîé àêóñòèêè â íåîãðàíè÷åííûõ íåîäíîðîäíûõ âîëíîâîäàõ

ñ èìïåíäàíñíîé ãðàíèöåé íà îñíîâå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà Øðåäèí-

ãåðà ñ êîìïëåêñíûì íåñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ â îñåñèììåòðè÷åñêîì íå-

îäíîðîäíîì âîëíîâîäå íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îò çàäàííûõ àêóñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïî-
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ëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ïðåäëîæåíà è èññëåäî-

âàíà óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿ è ïðèáëè-

æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà â èòåðàöèîííûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Òàêîé ïîäõîä ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äðóãèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ àïïðîêñè-

ìàöèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, à òàêæå ìíîãîñëîéíûõ ñðåä.
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