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Ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê èãðàþò
â êëàññå êîíå÷íûõ p-ãðóïï òàêóþ æå âàæíóþ ðîëü, êàê è ñèììåòðè÷åñêèå ãðóï-
ïû â êëàññå âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ p-ïîäãðóïïà èçîìîðôíî ïî-
ãðóæàåòñÿ â ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó íåêîòîðîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Ïîýòî-
ìó â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäîâàíî ïðåäñòàâëåíèå òàêèõ ãðóïï â âèäå ïîðîæäà-
þùèõ è ñîîòíîøåíèé. Òàêæå èññëåäóåòñÿ èòåðèðîâàííîå ñïëåòåíèå [1], êîòîðîå
ñâÿçàíî ñ ãðóïïîé êîíå÷íûõ àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êàê èçâåñòíî, ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ñòåïåíè n èçî-
ìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
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ãäå Pk — ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû S pk , ïðè÷åì [2, òåîðåìà 3.3.3] êàæäàÿ
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Åñëè R Tk( ) — êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ Pk , òî ñîîòâåòñòâóþùåå êîïðåäñòàâëåíèå

äëÿ P åñòü ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà â S n :

P
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ãäå t ikz — ³-é îáðàçóþùèé ïîäãðóïïû Pz , ñîïðÿæåííîé ê Pk ; Tk — îáðàçóþùèå

ïîäãðóïïû Pk , 1� �k m. Îòìåòèì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé êàê p-ãðóïïà.

Íàéäåì êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû ãðóïïû S pk . Ëåãêî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íèëüïîòåíòíîé òðàíçèòèâíîé ïîäãðóïïîé

â S pk . Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

Äàíî äâå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê: ( , )G M è ( , )H N . Ðàññìîòðèì ñïëåòåíèå ãðóïï

( , )G M H� , îïðåäåëèì äåéñòâèå ( , )G M H� íà M N� : {[ ; ( )] ,|f f x f G1 2 1 �

f M H m n m n
f f x g h m

2
1 2 1 2: , ( , ) ( , )}

[ ; ( )] ( )� � .

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ â ãðóïïå G H� â îáùåì âèäå çàïèøåòñÿ êàê [ ; ( )]f f x1 2 �
� �[ ; ( )] [ ; ( ) ( )]g g x f g f x g x

f
1 2 1 1 2 2

1 , ãäå [ ; ( )]f f x1 2 , [ ; ( )]g g x1 2 — ýëåìåíòû ãðóï-

ïû G H� . Â äàííîì ñëó÷àå G C Mp� � è H N C p� � , ò.å. îáå ãðóïïû äåéñòâóþò

ñàìè íà ñåáå. Íåîáõîäèìî ëèøü çàäàòü äåéñòâèå, ïóñòü ýòî áóäóò ëåâûå ñäâèãè.

Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû ãðóïïû C Cp p� â âèäå òàáëèö [ ; , , ]g h hp1 � �
� 	 	 	 � 	 	 	 	[ ; , , ] [ ; , , , ]( ) ( ) ( )g h h gg h h h h h hp g g p g p1 1 1 2 2� � .

Ëåììà 1. Ýëåìåíòû x a e e e1 � [ ; , , , ]� , x e a e e2 � [ ; , , , ]� ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé îá-

ðàçóþùèõ â C Cp p� , ãäå x1, x2 — óïðàâëÿþùèé è ïàññèâíûé ýëåìåíòû, à ñèñòåìà
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Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ìíîæèòåëåé. Òàê, äëÿ C Cp p� èìååì
x x a e e e e a e e a e e e e e e a1 2� � � � � � � �[ ; , , , ] [ ; , , , ] [ ; , , , ]� � � .

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü ñëåâà ýëåìåíòîì x i
1

 íà x2 , òî îí «ñìåùàåò» ýëåìåíòû òàá-

ëèöû, êîòîðûå åñòü ýëåìåíòàìè ïîäãðóïïû, ÿâëÿþùåéñÿ áàçîé ñïëåòåíèÿ Í, âëåâî
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� �WT x2 íà ëþáóþ ïîçèöèþ èç Í.
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áóþ ïîçèöèþ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû èç áàçû Í, ò.å.WT j[ ] , j p�{ , , }1� .
Äàëåå î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû âèäà [ ; , , , ] [ ; , , , ]e h h h e h h hp p1 2 1 2� �� 	 	 	 óìíîæà-
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Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ýëåìåíòàìè k -ãî óðîâíÿ Lk ýëåìåíòû, îáðàçîâàâøèå-

ñÿ ïðè ñîïðÿæåíèè îáðàçóþùåãî ãðóïïû C p , êîòîðóþ óìíîæèëè íà k -é èòåðàöèè.

Íà n-ì øàãå èíäóêöèè èìååì ãðóïïó G C C C Cp p p p� ( (( ) ) )� �� � � , ãäå C p —

ïîäãðóïïà ãðóïïû ïîäñòàíîâîê. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ñïëåòåíèÿ ãðóïï ïîäñòàíîâîê

íà êëàññå âñåõ ãðóïï ïîäñòàíîâîê [1] èìååì G C C C Cp p p p� � � �( ( ( )) )� � . Çäåñü ýëå-

ìåíòû ãðóïïû, êîòîðóþ óìíîæèëè íà ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïîñëåäíåé èòåðà-

öèè, ïðèíàäëåæàò Ln . Îíè ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè ýëåìåíòàìè ñàìîé áîëüøîé òàáëè-

öû. Ýëåìåíòû, îáðàçîâàâøèåñÿ íà n-é èòåðàöèè, îáîçíà÷èì xn m, , ãäå m — íîìåð

îáðàçóþùåãî, â ÷àñòíîñòè x e e e e e e e e e e a e en n, [[[[[ ; , , , ] , , , ] , , , ] ] , , , ]� � � � � � —

îáðàçóþùèé ýëåìåíò èç Ln . Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû èç Ln îáðàçóþò ïðÿìîå ïðîèçâåäå-

íèå, òî óìíîæàþòñÿ îíè ïðÿìî. Ýëåìåíòû èç âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ óðîâíåé äåé-

ñòâóþò ëåâûì ñäâèãîì íà ýëåìåíòàõ èç Ln è ïåðåìåùàþò îáðàçóþùèé èç Ln ïî âñåì

ïîçèöèÿì ïàññèâíîé ÷àñòè xn n, . Çíà÷èò, îáðàçóþùèìè äëÿ G ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû (1).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x x x x x x x x
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,

, i p� 
{ , , }1 1� ,

ãäå xm — îáðàçóþùèé m-ãî óðîâíÿ, xm
1 è xn — îáðàçóþùèå èç Lm
1 è Ln .
Èòåðèðóÿ îïåðàöèþ cïëåòåíèÿ, ïîëó÷àåì íà n-é èòåðàöèè ñëåäóþùóþ êîí-

ñòðóêöèþ: òàáëèöû ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ âëîæåíû â òàáëèöû ñëåäóþùåãî óðîâíÿ è

ÿâëÿþòñÿ èõ àêòèâíûìè ýëåìåíòàìè. Â ñèëó èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ ýëå-

ìåíò ïåðâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àêòèâíûì è äåéñòâóåò íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ.

Îí ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîé òàáëèöå, êîòîðàÿ èìååò íàèáîëåå ãëóáîêèé óðîâåíü âëîæå-

íèÿ. Êðîìå òîãî, p ïàññèâíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé òàáëèöû äåéñòâóþò íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñåãìåíòàõ ïàññèâíîé ÷àñòè âòîðîé òàáëèöû, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñîäåð-

æèò îïèñàííóþ âûøå òàáëèöó â êà÷åñòâå àêòèâíîé, à èìåííî ïåðâûé ïàññèâíûé

ýëåìåíò h1 ïåðâîé òàáëèöû äåéñòâóåò íà ïåðâûõ p ïàññèâíûõ ýëåìåíòàõ h i1, ,

i p�1, ,� , âòîðîé òàáëèöû. Àíàëîãè÷íî ïåðâûé ïàññèâíûé ýëåìåíò h2 âòîðîé

òàáëèöû äåéñòâóåò íà ñëåäóþùèõ p ïàññèâíûõ ýëåìåíòàõ h i2, , i p�1, ,� , òðåòüåé

òàáëèöû è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ òàáëèöà ñîäåðæèò p2 ïàññèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Òðåòüÿ òàáëèöà ñîäåðæèò p3 ïàññèâíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå òàêæå ðàçäåëåíû íà

ñåãìåíòû äåéñòâèÿ ïàññèâíûõ ýëåìåíòîâ èç ïðåäûäóùåé òàáëèöû.

Äàëåå îáîçíà÷èì îáðàçóþùèé ýëåìåíò èç Lk êàê xn k, ,1 äëÿ k n�{ , , }1 � .

Ëåììà 2. Âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ x x x xn n n k l n k l n n, , , , , , , ,1 1� , l p� 1(mod ),

x x x xn n m n k n k n n m, , , , , , , ,1 1� , ãäå xn n m, , — m-é ýëåìåíò èç Ln , k n� , m pn k
 
 , äëÿ

n-êðàòíîãî ñïëåòåíèÿ.
Äîêàæåì èíäóêòèâíî ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé â ãðóïïå G. Áàçà èíäóêöèè

äîêàçàíà ðàíåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ n 
1 ãðóïïû ñîîòíîøåíèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ. Äàëåå óìíîæèì ïîëó÷åííîå ñïëåòåíèå íà ãðóïïó C p è äîêàæåì ñïðà-

âåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ èç íîâîîáðàçîâàâøåãîñÿ óðîâíÿ Ln . Ñîïðÿ-

ãàÿ îáðàçóþøèé èç Ln , ïîëó÷àåì âñå ýëåìåíòû èç Ln . Â íîâîîáðàçîâàâøåéñÿ òàáëè-

öå ýòè ýëåìåíòû ïîðîæäàþò öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû è îáðàçóþò íîðìàëüíóþ

ïîäãðóïïó Hn , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ïîäãðóïï.

Äåéñòâèòåëüíî, � �x Ln , � �g G èìååì

g x g a ea e e h x hi
j j

n
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1
1 1

1
1 1
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[[ [ ; , , ] ]; , ]
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� � � �e e e h x h H H Gn
g g xn

1 1
1

1 1
� .
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n n l

k
n n m n n l

k
, , , , , ,





1 1

, k p� 
{ , , , }0 1 1� , 1 1� � 
l pn , x Ln n m n, , � , lp m� �

� �( )l p1 , ïîðîæäàþò ïîäãðóïïû � �x Cn n l p, , � â H Gn � , êîòîðûå äàþò ïðÿìîå

ðàçëîæåíèå Hn -áàçû ñïëåòåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, � � � � � �x x en n i n n j, , , , ïðè i j� , � � � � � � � � �h H h x xn n n n n: , , , ,1 2 �

�� � �x
n n pn, ,

îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå h x x x
n n

i

n n

i

n n p

i

n
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, , , , , ,1 2
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1

1
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ïà, H x xn n n n n pn� � �
, , , ,
, ,1 1� . Êðîìå òîãî, � �x Hn i n, , � �g G èìååì g x gn i


 �1
,

� �� �

 



[[ [ ; , , ] ]; , , ],
( ) ( , )

� � � � �e e e h x h xn i i
g g xn i

1 1
1

1 1
, ò.å. � �x Hi n� . Áîëåå äåòàëüíî

H x x xn n n n n n n pn� � � � � � � � � �
, , , , , ,1 2 1� è � �x Hn n m n, , � , ïîñêîëüêó x x
n n j

k
n n m, , , ,



 �
1

� � � �



x x
n n j
k

n n m, , , ,1
, k p� 
{ , , , }0 1 1� , 1 1� � 
j pn , x Ln n m n, , � .

Ïîýòîìó ñîãëàñíî âòîðîìó îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

èìååì x x x xn n i n n j n n j n n i, , , , , , , ,� . Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî îáðàçóþùèé ýëåìåíò xn k, ,1

äåéñòâóåò òîëüêî íà ïåðâûå pn k
 ýëåìåíòîâ èç Ln è íå äåéñòâóåò íà îñòàëüíûå åãî

ýëåìåíòû, ñëåäóåò x x x xn n m n k n k n n m, , , , , , , ,1 1� ïðè k n� , p m pn k n
 � � . Òðåòèé èí-

äåêñ èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî n . Àíàëîãè÷íî èìååì x x x xn n n k l n k l n n, , , , , , , ,1 1� , ïîñêîëüêó

xn k l, , , l p� 1( )mod , íå äåéñòâóåò íà ïåðâûå pn l
 ýëåìåíòîâ èç Ln . Âûïîëíåíèå

ñîîòíîøåíèÿ x e
i
p � î÷åâèäíî.

Ïóñòü F t t tn( , , , )0 1 � — ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Ââåäåì ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåí-

òàìè F. Âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå ñîïðÿæåíû ñ t i , èìåþò ðàññòîÿíèå äî t0 , ðàâíîå ³.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíè ñîïðÿãàþùèõ ýëåìåíòîâ èçìåíèëèñü íà îäèíàêîâóþ
âåëè÷èíó. Ïîýòîìó èìåÿ ñîîòíîøåíèÿ ñ ðàçíûìè âåëè÷èíàìè min{| | , | |}s i p s i
 
 
 ,

ìîæíî âûâåñòè âñå ñîîòíîøåíèÿ. Îòñþäà 1
1

2
� �



i

p
, s � 0.

Ïóñòü íà m-é èòåðàöèè âûâåäåíèÿ èìååì u u u ui i i i j j j j j j i i i in n n n0 1 2 0 1 0 1 0 1 2� �... ...� ,

ò.å. èíäåêñû ñäâèãîâ ðàçëè÷íû. Òîãäà âîçìîæíî íåçàâèñèìîå íàðàùèâàíèå èíäåêñà

ñäâèãà â êàæäîì èç ñîìíîæèòåëåé ui i i in0 1 2�
, u j j jn0 1�

.

Ëåììà 3. Â ñëó÷àå � ( )u j j jm k k m� ��1 1� , �( )u i i ib l l b� �1� ìîæíî èç ñîîò-
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1 2 1 1 1 2� � �... b
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ìåíüøèì íîìåðîì èç èíäåêñíûõ ñòðóêòóð ýëåìåíòîâ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ò.å.
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Ëåììà 4. Ïðè óñëîâèè
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Îïðåäåëåíèå 5. Êàíîíè÷åñêèì ñëîâîì Wc äàííîãî êëàññà ýêâèâàëåòíûõ ñëîâ
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ðîãî ìåíüøå ïðåäûäóùåãî;
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òóð áàçîâûõ ýëåìåíòîâ ïåðåìíîæàåì òàêèå ýëåìåíòû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñòå-
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî | / | ,F N p p pn

� � � �� 1 ïîñêîëüêó íåêîòîðûå êàíîíè÷åñêèå ñëî-

âà òåîðåòè÷åñêè ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè. Îäíàêî âñå êàíîíè÷åñêèå ñëîâà ðàçëè÷íû. Óáå-

äèìñÿ â ýòîì. Äëÿ ýëåìåíòîâ n �1-ãî ðàíãà êîëè÷åñòâî ðàçíûõ èíäåêñîâ ñäâèãà
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Àíàëîãè÷íî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ n-ãî ðàíãà ñîñòàâëÿåò p pn
1

, ,� 1-ãî ðàíãà ðàâíî p p ,

0-ãî ðàíãà ðàâíî p. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå èõ ÷èñëî ñîñòàâëÿåò p p pn� � �� 1.

Èìååì òàêæå íåðàâåíñòâî | / | ,F N p p pn

� � � �� 1 êîòîðîå ñëåäóåò èç ýïèìîðôèç-

ìà. Èç ðàññìîòðåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà ñ îáðàòíûì çíàêîì çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòè íå-

ðàâåíñòâà âûðîæäàþòñÿ â ðàâåíñòâî F N C C C Cp p p p/ ( (( ) ) )� �� �� � �

� � � �p p pn
� 1, ïîýòîìó èìååì èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, êîïðåäñòàâëåíèå ïðàâèëüíîå.

Òåîðåìà 2. Îïèñàííàÿ ñèñòåìà èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ, à òàê-
æå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñîîòíîøåíèé äëÿ äàííîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâèì òðåìÿ øàãàìè.

Øàã 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî k-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíûõ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï èìååò ìèíèìóì k îáðàçóþùèõ. Î÷åâèäíî, åñëè îòáðîñèòü ñîîòíîøåíèå

t e
i
p � , òî ïîëó÷èì ãðóïïó áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Äàëåå èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî

ïåðåìåííûì, áàçà êîòîðîé t t1 2, â C Cp p� .
Îïðåäåëåíèå 7. Ãëóáèíà ñäâèãà îáðàçóþùåé t2 â ñîîòíîøåíèè âèäà

t t t t t t t t t t t ti i j j j j i i
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

 
 
 
� íàçûâàåòñÿ hzt per j i p j i1 ( ) : min{| | , | |}� 
 
 
 , ãäå

per — ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ. Òàê, äëÿ t t t t t t t tp p p p
1

2
2 1

2
2 2 1

2
2 1

2
 � 
 
 � 
� èìååì

hzt per1 2( ) � . Îáîçíà÷èì
r t t t t t t t t e1 1

1
2 1 2 1

1
2

1
1 2

1� �
 
 
 
 . (3)
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Ãëóáèíà ñäâèãà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà îïðåäåëåíà íèæå.

Äîêàæåì, ÷òî âñåâîçìîæíûå ñîïðÿæåíèÿ ñîîòíîøåíèé íå èçìåíÿþò èõ âåëè-

÷èíû hzt u uk1 0( ). Ïîêàæåì ýòî äëÿ X t tm n�{ , }
1 2

, êàê áàçû èíäóêöèè, âñå äðóãèå

ñëîâà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ, ïîýòîìó îíè òîæå íå èçìåíÿò ãëóáèíû ñäâèãà

hzt u u kk1 0( ) � . Äîêàæåì ýòî. Âîçüìåì ñîîòíîøåíèå rk è ïðîàíàëèçèðóåì, êàê èçìå-

íÿåòñÿ åãî ãëóáèíà ñäâèãà hzt per1 ( ) ïðè ñîïðÿæåíèè rk ýëåìåíòîì t k
1

:

r t t t t t t t t ek
k j k z k j k z� � �
 
 
 


1 2 1 2 1 2 1 2
,

hzt u u k k m z j p k
p

k1 0 0 0 1 1
1

2
( ) | | , , , { , , , },� � 
 � 
 �



� ,

t t t t t t t t t tm k j k z k j k z m
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

 
 
 
 
� � �( )

� 
 
 � 
 
 
 
 
t t t t t t t t t t t tk m j k m m z m m k j k m m
1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

( ) ( ) t tz m
2 1

 �

� �
 
 � 
 
 
 
 � 
 
t t t t t t t t t t t tk m j k m m z m k m j k m m z
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

m �

� � � � �
 
 
 � 
 
t r t e t t t t t t t t tm
k

m k m j k m m z m m z
1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

| | m k m j k mt t t� 
 
 �
1 2 1

,

hzt u u k k m m k
p

m k m1
1

2
( ) | | ,� � � � 
 �



.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà hzt per1 ( ) íå èçìåíèëàñü. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà âåëè-

÷èíà íå èçìåíèòñÿ è ïðè ñîïðÿæåíèè ýëåìåíòîì t m
2

, ïîñêîëüêó t m
2

íå äåéñòâó-

åò íè íà îäèí ýëåìåíò. Ïîêàæåì ýòî:

t t t t t t t t t t t t tm k j k z m m z k j k m
2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2

 
 
 
� � � �( ) ( ) 
 
 �m k j k m z mt t t t t t

1 2 1 2 2 2

� �
 
 
 


 �


t t t t t t t t t t t t tm z m k j k m k j
p k

m k m z
2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

� �
 

�

t t t t t tz m k
k
m j k

2 2 1 2 2 1

� �
 
 
 
t t t t t t t t t t t t uk j k m m z z m m k j k
k
j

1 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 1
( ) ( ) ~ u u uz z

k
j

0 0
� .

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåíèå íå èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ hzt per1 ( ), íî íàðàùèâàåò

èíäåêñû íà îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó ïðè ñîïðÿæåíèè t m
1

è íå èçìåíÿåò âåëè÷èíû

hzt per1 ( ) ïðè ñîïðÿæåíèè t m
2

. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñîïðÿæåíèå ëþáîé êîìáèíàöèåé

ýëåìåíòîâ t t t t t tm n l k j i
1 2 1 2 1 2

� íå èçìåíèò ãëóáèíû ñäâèãà hzt per1 ( ), ò.å. íå äàñò íîâîãî

ñîîòíîøåíèÿ.

Øàã 2. Ïðîàíàëèçèðóåì íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

R r r r m
p

m� �

�

�
 

!
"
#

2 3
1

2
, , , ,� , ãäå ri — îáðàçóþùèå íîðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ, êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ñ ãëóáèíîé ñìåùåíèÿ i.

Îïðåäåëåíèå 8. Ãëóáèíîé ñäâèãà hzt w t t
i im k

1 2 2
( , , ) ýëåìåíòîâ t t

i im k

2 2
, äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ñëîâà w N R� ( ) íàçûâàåòñÿ ìîäóëü ðàçíèöû èõ èíäåêñîâ ñäâèãîâ �1 2
( )t

im � i m1 ( ) è

�1 2 1( ) ( )t i k
ik � , ãäå i m1 ( ) — ñóììà ñòåïåíåé âñåõ ýëåìåíòîâ t1, äåéñòâóþùèõ íà t

im
2

.

Îáîçíà÷èì i tl l m� � ( ) l-þ êîîðäèíàòó èíäåêñà ñìåùåíèÿ ýëåìåíòà t m
2

â ñëîâå W.

Ëåììà 6. Åñëè âñòàâêà ïðîèñõîäèò íåïîñðåäñòâåííî â ñëîâå � � �rj

� 
 
 
t t t t t t t tj j j j
1 2 1 2 1 2

1
1 2 , ãäå hzt per j1 ( ) � , òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà

âñòàâêè è âû÷åðêèâàíèÿ ñëîâ, ðàâíûõ e, à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà

t t t t t t2 1
1

1
1

1 2 1
1
 
 
� , (4)
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ïðèìåíÿåìûå ê ýëåìåíòàì ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäñëîâà, íå èçìåíÿþò hzt r t tj
i im k

1 2 2
( , , ),

ò.å. hzt per j hzt r t tj
i im k

1 1 2 2
( ) ( , , )� � 	 , ãäå 	rj — ñëîâî rj ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñòàâêà ñëîâ, ðàâíûõ e, íå èçìåíÿåò èíäåêñîâ ñäâèãà �1 2
( )t

im �

� i m1 ( ) è �1 2 1( ) ( )t i k
ik � . Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ýòèõ æå èíäåêñîâ ñäâèãà â ðåçóëü-

òàòå ïðèìåíåíèÿ (4). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíèò ñóììàðíûõ èí-

äåêñîâ ñäâèãà, çàäàâàåìûõ ñóììàìè ñòåïåíåé ïðåäøåñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ t1.

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà w N R� ( ) îïðåäåëèì âåëè÷èíó

lz t k t w t
s

i

l k
i( , , , , ) deg ( )1 2 1

0

� �
�

�

� , l — ÷èñëî ýëåìåíòîâ t1 äî ïîäñëîâà �, ïåðåä êîòîðûì

ïðîèçîøëî íåïîñðåäñòâåííî ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå

òèïà (4) â ñëîâå w, k k n, ,� 0 , — íîìåð ýëåìåíòà t2 â ïîäñëîâå �.

Câîéñòâî. Ïîñëå âñòàâêè, âû÷åðêèâàíèè ñëîâ, ðàâíûõ e, à òàêæå ïîñëå ïðåîá-

ðàçîâàíèé (4) cëîâî w0 èçìåíÿåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíîå w1, ìåñòî ýëåìåíòà t2 èçìåíÿ-

åòñÿ ñ k0 íà k1, îäíàêî ïðè ýòîì lz t k t w lz t k t w( , , , , ) ( , , , , )1 0 2 0 1 1 2 1� �� .

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè âûâåäåíèè ñîîòíîøåíèÿ ñ ãëóáèíîé ñäâèãà

hzt per1 1( ) � èç ñîîòíîøåíèé ñ hzt per1 1( ) � äîëæía èçìåíèòüñÿ âåëè÷èía

lz t k t w( , , , , )1 2 � äëÿ òåõ ýëåìåíòîâ t2 , êîòîðûå ñîïðÿãàþòñÿ ýëåìåíòàìè t1. Òàêèì

îáðàçîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûâîäèìîñòè ñîîòíîøåíèé åñòü íàëè÷èå èçìåíå-

íèé â ñëîâå � � rj èìåþùåéñÿ âåëè÷èíû lz t k t w( , , , , )1 2 � íà 
 i è 
 j :

min{| | , | |}j i p j i
 
 
 �1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (4), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàð-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à íå ñîîòíîøåíèåì è íå èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ lz t k t w( , , , , )1 2 �
äëÿ âñåõ t2 è âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîãî òèïà. Ïîýòîìó äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ òàêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé èçìåíåíèÿ hzt per1 ( ) ñ ëþáîãî ³ íà åäèíèöó íåâîçìîæíî. Îñòàåòñÿ

âûïîëíèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå — âñòàâêó è âû÷åðêèâàíèå ñëîâà e.

1. Äëÿ âñòàâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ãäå âñþäó ñòîÿò t t t ti i
1 1 2 2

1
 
, ,� , ìîæíî

ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (4) è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ

çäåñü íå ïðèìåíèìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîäñëîâà âèäà t t t t e t t ti i i i
1 1 2 2

1
1 1 2


 
 
� � �

� �
 
 
 
 
 
 
t t t t t t t t t t t t ti i i i i i i i i
1 1 2

1
1 1 1 1 2 1 1 2

1
1 1

( ) ( ) i i i i i i it t t t t t t t t t� �
 
 
 
 

1 1 2 1 1 2

1
1 2

1
2 1

( ( )) . Îäíàêî,

êàê ñêàçàíî âûøå, èç ñëîâ â ñêîáêàõ íå âûâîäèòñÿ òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå, ïî-

ñêîëüêó íåò ñîîòíîøåíèé, ÷òîáû ïåðåñòàâèòü t2 íà íóæíîå ìåñòî ñ öåëüþ ïîëó÷å-

íèÿ (3). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñäåëàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìåíèëè lz t k t w( , , , , )1 2 �
äëÿ âñåõ k.

2. Âñòàâêà åäèíè÷íûõ ñëîâ îäíî â îäíî: u ut t ut t t t ut t ti i i i i i� � �� � � �
 
 
 

1 1 1 2 2

1
1 1 2 1

� 
 
t t ti i
1 2

1
1

� äàåò ïîäñëîâî, ïîëó÷åííîå â ï. 1.

Ïðîàíàëèçèðóåì, ÷òî äàåò ïðèìåíåíèå òåõ ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè èç R . Ïîïûòàåìñÿ âûâåñòè íóæíîå ñîîòíîøåíèå (3) ñ hzt per1 1( ) � ïó-

òåì óìíîæåíèåì rj íà r j k
k
$ 
 �1 1: , j k, ��.

Ïóñòü èñêëþ÷åíû r t t t t t t t t1 1
1

2 1 2 1
1

2
1

1 2
1� �
 
 
 
 , à òàêæå âñå ñîîòíîøåíèÿ ñ

hzt per r t t t t t t t t t tk k k k k k
1 1 1 2 1 1

1
2 1

1
1 2

1
1

1( ) :� � �
 
 
 � 
 

1

1
2

1
1

1
1

1
1

1
 
 
 �
�



�


�k k
k k k k

t t u u u u . Îò-

ìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòîì äëÿ r1 ÿâëÿåòñÿ ÷åðåäîâàíèå èíäåêñîâ ñìåùåíèÿ, ðàçíîñòü

êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Êðîìå òîãî, ñóììà âñåõ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ t1, t2 äëÿ âñåõ rk
ðàâíà íóëþ.

Äîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå ñ ãëóáèíîé ñäâèãà hzt per1 1( ) � íåëüçÿ ïîëó÷èòü, ïå-

ðåìíîæàÿ r
3

1$ è r
2

1$ . Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì äëÿ äðóãèõ ki , ó êîòîðûõ k k1 2 1
 � ,

r r t t t t t t t t t t t t t t2 3 1
2

2 1
2

2 1
2

2
1

1
2

2
1

1
3

2 1
3

2 1
3� � � �
 
 
 
 
 


2
1

1
3

2
1
 
t t .
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Ïðîêîììóòèðîâàâ âûäåëåííûå ñîìíîæèòåëè, ìîæíî ñîêðàòèòü ýëåìåíòû t
2

1$

(êîòîðûå îòâå÷àþò ýëåìåíòàì u
0

1$ è îòñóòñòâóþò â (3)). Ìîæíî òàêæå ïðîêîììóòè-

ðîâàòü ñîìíîæèòåëè t t t t t t t t t t t t
1

3
2 1

3
1

3
2

1
1
3

1
3

2
1

1
3

1
3

2 1
3
 
 
 
 
 
� è ïîëó÷èòü

t t t t t t t t t t t t r
1

2
2 1

2
1

2
2

1
1
2

1
3

2 1
3

1
3

2
1

1
3

1

 
 
 
 
 
� �[ ] .

Îäíàêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå âèäà (3), ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè èç R, íåâîç-

ìîæíî, ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêà ìåæäó u
k
i è um

j , ãäå | |k m
 �1, | , |i j p� 
1, â ýòèõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó âûðàæåíèå, ãäå ðÿäîì ñòîÿò u2 è u3 , à äà-

ëåå u
2

1
 è u
3

1
 , ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Åñëè æå ñîêðàòèòü ýëåìåíòû t i
1

, i� $ ${ , }2 3 , êî-

òîðûå ñòîÿò ðÿäîì, òî ïîëó÷èì t t t t t t t t t t t t t t t
1

2
2 1

2
1

2
2

1
1
2

1
3

2 1
3

1
3

2
1

1
3

1
2

2

 
 
 
 
 
 
� � �

2
1

1
1
 
� �t

� � �
 
t t t t t2 2
1

1
3

1
3

1
3 , ãäå îòñóòñòâóåò t2 . Ïðè ÷àñòè÷íîì ñîêðàùåíèè ýòèõ ýëåìåíòîâ

ïîëó÷èì t t t t t t t t t t t t t t t
1

2
2 1

2
1

2
2

1
1
2

1
3

2 1
3

1
3

2
1

1
3

1
2

2 1

 
 
 
 
 
 
� � t t t t t t t t

1
1

2
1

1
1

2 1 1
1

2
1

1
3
 
 
 
 
� , ãäå â

ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íå áóäåò ÷åðåäîâàíèÿ èíäåêñîâ ñäâèãà �1 2
( )t

im , êàê â r1.

Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ âèäà (2) ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, äëÿ åãî îáðàçîâàíèÿ

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îòáðîøåííîå ñîîòíîøåíèå ñ hzt per1 1( ) � .

Ïîíÿòíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ r r k mk m� 
 �: | | 1 âûðàæåíèå òèïà (1) ïî-

ëó÷èòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó

t t t t t t t t t t t t t t t
1

2
2 1

2
1

2
2

1
1
2

1
5

2 1
5

1
5

2
1

1
5

1
2

2 1

 
 
 
 
 
 
� � 2

1
5

2 1
5

1
2

2
1

1
2

1
5

2
1

1
5t t t t t t t t t
 
 
 
 
 �

� � � �
 
 
 
 
t t t t t t t t t t

r

1
2

2 1
3

2 1
3

2
1

1
3

2
1

1
3

1
2

3

� ����� �����
, ( )hz per � 3.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì òîëüêî l z t k t w( , , , , ) { , }1 2 2 5� � 
 
 , îäíàêî äàííûìè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè íå âûâîäèòñÿ ñëîâo ñ l z t k t w( , , , , )1 2 1� � 
 . Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-

íèÿ äëÿ ñòåïåíåé � 
 �i j i j, : | | 1.

Øàã 3. Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ t n
1 íå áóäåò âûâîäèìîñòè. Äîêàæåì ýòî äëÿ t n . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå

r t t t t t t t t k m nm n
k

k m k n k m k n,
, ,1 1 1 1 1 1� � � 
 

 
 
 
 , (5)

è ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå íåâûâîäèìî â N t e r r r
i
p h h

l m
k h({ , , , , ,

,
,

,
,

,
,�

1 2
0

1 3
0

� �

� , }\ )
,
,

,
,r r

n n
n h

n m
k





1
2 1 , 1

1

2
� �



h

p
. Ñîîòíîøåíèå (5) èìååò ãëóáèíó ñäâèãà ïî îáðàçóþ-

ùåìó t h zt perk k: ( ) �1. Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ïóòåì ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòàìè t
k

i


âûðàæåíèé âèäà r t t t t t t t t em n
k r

k
r

n k
r

m k
r

n k
r

m,
, � � �
 
 
 
1 1 èçìåíèòü ãëóáèíó ñäâèãà

hzt per rk ( ) � íå óäàåòñÿ. Äðóãèå îáðàçóþùèå íå èçìåíþò ýòîé ãëóáèíû ñäâèãà,
ïîñêîëüêó íå èçìåíÿþò ñòåïåíü ñîïðÿãàþùèõ ýëåìåíòîâ t k . Âñå ðàññóæäåíèÿ îá
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, êàê ýòî ïîêàçàíî ðàíåå, íå èçìåíÿþò âåëè÷èíû
l z t k t wk n( , , , , )� , ïîýòîìó (5) íå âûâîäèòñÿ.

Âìåñòå ñî ñëîâîì (5) èç íîðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ èñêëþ÷àåì âñå cëîâà âèäà

X r Xm n
k
1 1

,
, , X F� , êàê íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ rm n

k
,
,1 . Ïîýòîìó íåëüçÿ èñïîëüçî-

âàòü êîììóòàöèè áåç äîêàçàòåëüñòâà. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì äëÿ äðóãèõ îáðàçóþ-

ùèõ N è ýëåìåíòîâ, ñ íèìè ñîïðÿæåííûìè. Ñëîâà âèäà

( ) ( )t Z t Zt t t Z t Zt t e
k m k n k m k n

 
 
 
 
 
 �1 1 1 1 1 1 , (6)

ãäå âñå ýëåìåíòû ñ Z óïîðÿäî÷åíû è èìåþò èíäåêñû, áîëüøèå, ÷åì k, åñòü íå-

ïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç ñîîòíîøåíèÿ (5) (êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 1), ïîý-

òîìó ñëîâà âèäà (6) íå ïðèìåíÿþòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà èõ âûâîäèìîñòè.
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Â ïðîèçâåäåíèè âèäà

Y t Y X t Z t Zt X Y t YX t Z t Zt Xn k m k n k m k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
� �1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 �

� � �
 
 
 
 
 
 
 
 
 
W t W V t H t Ht H W t WV t H t Htn k m k n k m k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 V (7)

ïîäñëîâà X V, ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè t t t
i i

k

ik
0 1 1
0 1 1�




 , ãäå % �is 0 è X V� .

Ïîýòîìó t tm n, èìåþò ðàçíûå ñîïðÿãàþùèå ñëîâà Õ Y, , W H, , êîòîðûå íå ñîêðà-
ùàþòñÿ, à ïðè ñîïðÿæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ (7) ðàçëè÷íûìè ñëîâàìè (ñì. ëåììó 3)
íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî ñîêðàòèòü ýëåìåíòû ñ íàèìåíüøèìè èíäåêñàìè ñäâè-

ãà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîýòîìó ïîäñëîâî rm n
k

,
,1

íå ìîæåò

îáðàçîâàòüñÿ, ïîñêîëüêó èìåþòñÿ ëèøíèå ýëåìåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðî-

èçâåäåíèÿ Y t Y t X t Xt Y t Yt X t Xt W t Wn k m k n k m k n

 
 
 
 
 
 
 
 
� � � �1 1 1 1 1 1 1 1 1 t H t Ht

k m k

 
 �1 1

� 
 
 
 
 
W t W t H t Htn k m k
1 1 1 1 1 íå âûâîäèòñÿ (5). Åñëè ïåðåìíîæàòü ñëîâà rm n

k i
,
, è

rm n
k j

,
, , ãäå min{| |, | |}j i p j i l
 
 
 � , à rm n

k
,
,1 èñêëþ÷åíî, òî ïîëó÷èì hz per( ) âèäà

| |i j l
 � 
 �1 1 èëè p i j l
 
 � 
 �| | :1 1 t t t t t t t t t t t t
k

i
n k

i
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j
m k

j
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i
n k

i
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j
m k
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t t t t t t t t t
k
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k

j l
m k

j l
k
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1 1 1 1 1 1 i l
k

j l
m k

j lt t t
 � 
 � 
 
 
 �1 1 1 1, ãäå [ ,t t t
k

i
n k

i
 
1

t t t e
k

j l
m k

j l
 
 � � 
 �1 1 ] , ïîñêîëüêó | |i j l
 � 
 �1 1. Íàïðèìåð, â ïðîèçâåäåíèè

t t t t t t t t t t t t t t t t
k n k k m k k n k k m k k n k

 
 
 
 
 
 
�2 2 4 4 2 1 2 4 1 4 1

k m k k n k k m k
t t t t t t t t
 
 
 
 
3 3 1 1 3 1 3 ïîäñëîâî

t t t
k m k

3 3 ìîæíî ïåðåñòàâèòü ëèøü äî ïîäñëîâà t t t

k m k

 
4 1 4 , ïîñêîëüêó ýòè äâà ïîä-

ñëîâà íå êîììóòèðóþò. Èíà÷å èñïîëüçîâàëîñü áû ïîäñëîâî r em m
k

,
,1 � , êàê ÷àñò-

íûé ñëó÷àé òîãî ñëîâà, êîòîðîå ìû èñêëþ÷èëè.

Åñëè ïåðåìíîæàòü rm n
k i

,
, è rm n

k j
,
, , ãäå min{| |, | |}j i p j i
 
 
 �1, òî ïîëó÷èì ñèòóà-

öèþ, èçëîæåííóþ â øàãå 2.

Ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâåäåíèå r rm r
k i

m l
k j

,
,

,
,� , r n� , ãäå õîòü îäèí ðàíã áàçîâîãî ýëå-

ìåíòà èç ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ ðàíãàìè áàçîâèõ ýëåìåíòîâ èç (5), íå-

öåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó â íèõ îòñóòñòâóþò íåîáõîäèìûå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå

îáðàçóþòñÿ ïóòåì ñîïðÿæåíèÿ è ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñëåäñòâèå. Êîïðåäñòàâëåíèå ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû P ãðóïïû S n èìååò âèä

P
t t e t t t t e t t tlkz lkz

p
lkz

i
jkz lkz

i
bkz lkz jks

�
| , [ , ] ,� � �


jks lkz k

lkz j s j s lkz

t z s

l j b k t t t t z

, , ,

, ,

1

0 1

� �

� � � � � � �

�

�� � k s k m, , ,1 1� � � �� ��

,

ãäå t ikz — ³-é îáðàçóþùèé ïîäãðóïïû Pz , ñîïðÿæåííîé ñ Pk ; Tk — ñèñòåìà îá-

ðàçóþùèõ ïîäãðóïïû Pk , 1� �k m, P Ck
i

k

p�
�
�

1
, 1� �k m.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ñòðóêòóðû ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òàêîå ð-ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà ïîä-
ìíîæåñòâà X i , ãäå äåéñòâóåò Ð ïîäñòàíîâêàìè íà ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï Pl , äåéñòâóþùèå íà X i ,
íå ìîãóò áûòü ðåäóöèðîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

P P P P
a a

m
am� � � �

1 2
1 2 � , ïîñêîëüêó îíè íåöèêëè÷íû. Îäíàêî åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ

ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòû g P& , g S n� , òî ïîðîæäàþùèå ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ê Pk ,
ìîæíî ðåäóöèðîâàòü, ò.å. òðåòèé èíäåêñ ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçûâàòü ìèíèìàëüíîñòü ñîîòíîøåíèé ïî èõ êîëè÷åñòâó ìîæ-

íî, ïîñòðîèâ äåéñòâèå ãðóïïû íà êîðíåâîì äåðåâå. Î÷åâèäíî, åñëè îòáðîñèòü ñîîò-

íîøåíèå t e
i
p � , òî ïîëó÷èì ãðóïïó áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé èç òåîðåìû ìèíèìàëüíà. Ïóñòü

[ , ]t t t t e
i i i i





 � �
1

1
1 1 âûâîäèìî. Òîãäà ðàññìîòðèì äåéñòâèå íà âåðøèíàõ êîðíåâîãî
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äåðåâà ãðóïïû ñ èñõîäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, íî íå èìåþùåé ñîîòíîøåíèÿ óêàçàí-

íîãî âèäà, â êîòîðîì ïîëîæèì i n� . Âçÿòîå êîðíåâîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ côåðè÷åñ-

êè-îäíîðîäíûì òèïà T p p p( , , , , )� ' ñ n �1 óðîâíÿìè:

óðîâåíü L1 ñîäåðæèò âåðøèíó y1 1 1, , ;

L2 ñîäåðæèì p âåðøèí y y y p2 1 1 2 1 2 2 1, , , , , ,� ;

L3 ñîäåðæèò p2 âåðøèí y y y y yp p p3 1 1 3 1 2 3 1 3 2 1 3 2 2, , , , , , , , , ,; ; ;� � ��

y y
p p p p p3 3

2 2, , , ,

� ,

ãäå ïåðâûé èíäåêñ — íîìåð óðîâíÿ, âòîðîé — íîìåð âåðøèíû èç ïðåäûäóùåãî

óðîâíÿ, ñ êîòîðîé ñîåäèíåíà äàííàÿ âåðøèíà, òðåòèé èíäåêñ — íîìåð äàííîé

âåðøèíû íà òåêóùåì óðîâíå (íà ïîñëåäíåì óðîâíå ïðè èçìåíåíèè âòîðîãî èí-

äåêñà ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå òðåòüåãî ñ ' äî 1);

L4 ñîäåðæèò âåðøèíû y y y y yp p p p p p4 1 1 4 1 2 4 1 4 1 42 3 2 3, , , , , , , , ,
; ;� � �


 �
;

�

Ln ñîäåðæèò âåðøèíû y y y y yn n n p n p p p n p pn n n n, , , , , , , , , ,
; ;1 1 1 2 1 12 1 2� � �
 
 
 

 � 1 ;

L
n�1

ñîäåðæèò âåðøèíû y y y y yn n n n n� � � ' � �1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , ,;� �

� � �y y yn n p n pn n� ' � � '
 
1 2 1 1 11 1, , , , , ,
; ; .

Çàäàäèì äåéñòâèå (êîòîðîå íå áóäåò ñâîáîäíûì) òàêîé ãðóïïû íà ýòîì äåðåâå:

t y yi
s

i k j i k j s p� �� � �1 1, , , , ( ) mod , 1� �s p, 1 1� � �j p i , ïðè i n� 
1. Íà äðóãèõ ñåãìåí-

òàõ ³-ãî óðîâíÿ äåéñòâèå àíàëîãè÷íî. Åñëè i j� , òî t y yi j l j l� �, , , ,1 1, ò.å. t i äåéñòâóåò

òðèâèàëüíî: t y yi m
s

i k j i k j sp pi m i m
 � � �
� � 
 
 �1 1 1, , , , ( )mod

, 1� �s p, 1 1� � �j p i , ïðè

i m n
 � 
1.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àññîöèàòèâíîñòü âûïîëíÿåòñÿ: t t y t t yl i l j l i l j� � �( ) ( ), , .

Ïðè i n� èìååì t t t t y y t t t t y
k

s
j k

s
i i i p i k

s
j k

s
i j




 � � 



� � � �
1 1 1 1 1 1 1, , , , i , ,1 1, j i� – 1 ,

ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñíà÷àëà äåéñòâóåò ýëåìåíò t t t
k

s
j k

s
 ñäâèãîì íà

pi j
 , à çàòåì t i
1 äåéñòâóåò ñäâèãîì íà îäíó ïîçèöèþ. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

äåéñòâèå ïðîèñõîäèò òàêæå, íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîå äåéñòâèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû è ïîäñòàíîâêàìè âåðøèí, êî-
òîðîå çàäàåò ãîìîìîðôíûé îáðàç (ïðåäñòàâëåíèå) ãðóïïû:

ãäå 1 2 3 1, , , ,� pi� — íîìåðà âåðøèí ñ ³ �1-ãî óðîâíÿ, t ii ( )�1 îçíà÷àåò äåéñòâèå

ýëåìåíòà t i íà Li�1,

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè i n� âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
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Ïîýòîìó âñå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè íà âñåõ óðîâíÿõ, êðîìå

ïîñëåäíåãî, ãäå íå âûïîëíÿåòñÿ èñêëþ÷àåìîå ñîîòíîøåíèå [ , ]t t t t e
n n n n





 �
1

1
1 . Òà-

êèì îáðàçîì, äàííîå äåéñòâèå — ýòî ãîìîìîðôèçì, çàäàííûé íà îáðàçóþùèõ.

Ïðè i n i s� �: , �, ýëåìåíò t n äåéñòâóåò íà óðîâíÿõ L Ln1 , ,� òðèâèàëüíî, à íà

óðîâíå Ln�1, êîòîðûé óñëîâíî ðàçäåëåí íà áëîêè � è �, îí äåéñòâóåò ïîáëîêîâî:

Çäåñü � — áëîê äëèíû 2p, ïðè÷åì ïîäñòàíîâêà, çàäàâàåìàÿ òàêèì äåéñòâèåì, íå

ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ, ïîðÿäêè êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè

äåëèòåëÿìè ð (ýòî ýëåìåíòû ïîðÿäêîâ ð è 1), ïîýòîìó ïîñòðîåííîå äåéñòâèå åñòü

äåéñòâèåì ýëåìåíòà ïîðÿäêà ð.

Äàëåå çàäàåì äåéñòâèå ýëåìåíòà t n íà ýëåìåíòàõ ñ Ln�1 ïîáëîêîâî òàê, ÷òîáû

áëîêè � è � îáðàçîâûâàëè àïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è òàêèì îáðàçîì

ôîðìèðîâàëè áåñêîíå÷íîå ñëîâî. Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì äåéñòâèå cëîâ
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1 òî÷êè çàëèïàíèÿ îòñóòñòâóþò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

êàæäîãî áëîêà íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà áåñêîíå÷íàÿ îðáèòà. Ïîñêîëüêó ýòî ãîìîìîðôíûé

îáðàç ýëåìåíòîâ ãðóïïû, òî äåéñòâóþùàÿ ãðóïïà îêàçàëàñü áåñêîíå÷íîé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ âèäà [ , ]t t t t e
n
i

n n
i

n
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íåâûâîäèìû.

Èòàê, èññëåäîâàíî ïðåäñòàâëåíèå òàêèõ ïîäãðóïï â âèäå ïîðîæäàþùèõ ñîîò-

íîøåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ ïîäñ÷èòàíî, è (÷òî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî) äîêàçàíà ìèíè-

ìàëüíîñòü êîïðåäñòàâëåíèÿ ïî ÷èñëó ñîîòíîøåíèé è ïîðîæäàþùèõ. Óêàçàíû âàæ-

íûå ñâîéñòâà ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïï S pk è S n .
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