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Про одну змiшану систему рiвнянь поперечних

коливань пластин у полярних координатах

Систему кiрхгофових рiвнянь коливань пластин у полярних координатах вперше наве-

дено в операторнiй гамiльтоновiй формi чотирьох рiвнянь за радiальною координатою.

У роботах [1–4] рiвняння кiрхгофової та уточненої (типу Тимошенка) теорiй поперечних
коливань пластин в прямокутних координатах перетворенi до змiшаних систем, вiдповiд-
но, четвертого та шостого порядкiв. Показано, що завдяки певному вибору “канонiчних”
змiнних i операторної функцiї Гамiльтона цi системи є операторними канонiчними система-
ми за прямокутною координатою. Нижче систему кiрхгофових рiвнянь коливань пластин
у полярних координатах вперше перетворено до змiшаної системи чотирьох рiвнянь в опе-
раторнiй гамiльтоновiй формi за радiальною координатою.

У кiрхгофовiй (класичнiй) теорiї поперечних коливань тонкої пластини, вiднесеної до
полярних координат r, θ в її серединнiй площинi, згинальнi Mrr i Mθθ та крутильний Mrθ =
= Mθr моменти, перерiзуючi сили Qr, Qθ i прогин w пов’язанi рiвняннями коливань
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i матерiальними спiввiдношеннями
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в яких врахованi формули для деформацiй. У залежностях (1), (2) ρ, E, ν — густина, модуль
Юнга, коефiцiєнт Пуассона матерiалу; D = I1E/(1 − ν2) — згинальна жорсткiсть; h —
товщина пластини; I1 = h3/12 — момент iнерцiї поперечного перерiзу на одиницю довжини.
В теорiї використовуються також формули для кутiв повороту нормалi до вигнутої поверхнi
пластини
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i узагальненi перерiзуючi сили
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Запишемо систему рiвнянь (1)–(4) у формi
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Система (5) наведена в операторнiй нормальнiй формi Кошi за радiальною координатою r.
Згинальний момент Mrr, прогин w, кут повороту нормалi ψr i узагальнена перерiзуюча
сила Q∗

r при досконалому механiчному контактi залишаються неперервними на перерiзах
r = const розриву механiчних характеристик пластини. Функцiї rMrr, w, ψr, rQ

∗

r (див. та-
кож роботу [5]) вибираємо за базовi розв’язуючi функцiї i вiдповiдним чином перетворимо
одержану систему.

З цiєю метою в системi (5) перерiзуючу силу Qr, користуючись першою з формул (4),
замiнимо на узагальнену перерiзуючу силу Q∗

r i виключимо з рiвнянь (5) згинальний Mθθ

i скручуючий Mrθ моменти i перерiзуючу силу Qθ.
Виразимо згинальний Mθθ i скручуючий Mrθ моменти та перерiзуючу силу Qθ через

базовi функцiї rMrr, w, ψr, користуючись рiвняннями (2) i (1):
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Пiсля вiдповiдних перетворень рiвнянь (5) одержимо таку систему змiшаних рiвнянь кла-
сичної теорiї поперечних коливань пластини в полярних координатах в операторнiй нор-
мальнiй формi Кошi:
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Керуючись загальною iдеєю [6], покажемо, що система (7) є операторною гамiльтоновою
системою [7] за просторовою координатою r
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Для цього “канонiчнi” змiннi qi, pi i операторну функцiю Гамiльтона вiзьмемо у виглядi
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де елементи операторних симетричних матриць P̂ij , Q̂ij i ненульовi елементи операторної

матрицi R̂ij мають такi значення:
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В операторному виразi (9) i при виконаннi диференцiювання в (8) оператори (10) P̂ij ,

Q̂ij, R̂ij вважаються сталими величинами. В результатi такої процедури з (8) одержимо
систему (7). Це i доводить, що система (7) є операторною гамiльтоновою системою за про-
сторовою координатою r.

Коефiцiєнти системи (7), а значить i рiвнянь (1), (2), можуть бути довiльними функцiя-
ми координати r з розривами першого роду.

Функцiї Mθθ, Mrθ, Qr, Qθ визначаються через основнi розв’язуючi функцiї за форму-
лами (6) i (4).

Операторну гамiльтонову систему (7) за просторовою координатою r можна одержати
з “iзохронної” варiацiї такого функцiонала:
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При його варiюваннi треба керуватися правилом

δ(Pij , Qij , Rij)ambn = (Pij , Qij , Rij)(amδbn + bnδam) =

= δbn(Pij , Qij , Rij)am + δam(Pij , Qij, Rij)bn. (12)

Таким чином, в данiй роботi система кiрхгофових рiвнянь коливань пластин у поляр-
них координатах вперше перетворена до змiшаної системи чотирьох рiвнянь в операторнiй
гамiльтоновiй формi за радiальною координатою. При гармонiчних коливаннях f(r, θ, t) =
= Re fa(r, θ) exp iωt ця система стає системою звичайних диференцiальних рiвнянь в га-
мiльтоновiй формi за просторовою координатою вiдносно амплiтудних значень польових
функцiй.
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On a mixed system of equations for transversal vibrations of plates in

polar coordinates

The system of four Kirchhoff equations of vibrations of plates in polar coordinates in the operator

Hamilton form on a radial coordinate is first represented.
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