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Повідомлення присвячено вивченню властивостей просторових відображень із необмеженою характерис-
тикою квазіконформності, зокрема, так званих відображень із скінченним спотворенням, які активно вивчаються 
протягом останніх 10–15 років у роботах багатьох відомих математиків. Доведено низку властивостей так зва-
них Q-відображень, які є підвидом відображень зі скінченним спотворенням і включають відображення з обмеже-
ним спотворенням за Решетняком. Так, для Q-відображень доведено теореми про диференційованість майже всю-
ди, належність до класу ACL та аналоги теорем типу Сохоцького — Вейєрштрасса і Ліувілля.
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Добре відомо, що геометричний метод до-
слідження відображень, а саме метод моду-
лів та ємностей, є одним із основних підхо-
дів до вивчення квазіконформних відобра-
жень і відображень з обмеженим і скінченним 
спотворенням. Зауважимо, що сьогодні зде-
більшого для всіх відомих класів просторо-
вих відображень установлено певні оцінки 
спотворення модуля сімей кривих, а також 
оцінки спотворення ємностей конденсато-
рів за відображенням.

Вивчення квазіконформних відображень і 
відображень з обмеженим спотворенням було 
розпочато в працях М.О. Лаврентьєва [1], 
Ю.Г. Решетняка [2], О. Мартіо, С. Рікмана, 
Ю. Вяйсяля [3], Є.О. Полецького [4], Ф. Ге-
рінга [5] та багатьох інших. Окремо зазначе-
мо дослідження Г.Д. Суворова [6] і В.Я. Гут-
лянського [7], які заснували в Україні відпо-
відні школи з теорії відображень. 

Важливим етапом вивчення відкритих 
дискретних Q-відображень, про які йтиметь-
ся нижче, є монографія О. Мартіо, В.І. Ряза-
нова, У. Сребро та Е. Якубова [8]. Головну 
увагу в ній приділено гомеоморфізмам, що 

відрізняє зазначені вище дослідження від до-
сліджень автора. Ми не вважаємо відобра-
ження ін’єктивними, вони можуть мати точки 
розгалуження. Наведемо деякі розрахунки.

Всюди за текстом D — область в Rn, n ≥ 2, 
m — міра Лебега в Rn; f : D → Rn передба-
чає, що відображення f = (f1(x),...,fn(x)), 
x = (x1,...,xn) � D, задане в D, є неперервним. 
Нехай B (x0,

 r) = {x � Rn : |x – x0|<
 r}, Bn : = 

=B (0, 1). Надалі Ωn позначає об’єм одинич-
ної кулі Bn у Rn, f' (x) — матриця Якобі ві-
дображення f у точці x, J(x, f) — якобіан 
відображення f у точці x, J(x, f) := det f'(x), 
dist (A, B) — відстань між множинами A і B у 
Rn, m(A) — міра Лебега множини A у Rn, 
Rn

 = Rn � ��� . Відображення f : D → Rn 
зветься відкритим, якщо образ f(U) кожної 
відкритої множини U � D є відкритою мно-
жиною в Rn, і дискретним, якщо прообраз 
f -1(y) кожної точки y � Rn складається тіль-
ки з ізольованих точок. Під сім’єю Г кривих γ 
розумітимемо довільний набір кривих; 
f(Г) = {γ’= f○γ│γ � Г}. Нагадаємо, що бореле-
ва функція ρ : Rn → [0, ∞] зветься допустимою 
для сім’ї кривих Г в Rn; записуємо ρ � adm Г, 
якщо криволінійний інтеграл першого роду
∫ ρ(x) �dx�
γ   

по кривій  γ  задовольняє умову
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∫ ρ(x) �dx � 	 1
γ

для 
 
всіх (локально спрямованих) 

кривих γ � Г. Модулем сім’ї кривих Г в Rn 
зветься величина 

 
M (Γ) = inf ∫ ρn(x) dm(x).
ρ � adm Γ             γ

.

Нехай Q : D → [1, ∞] — вимірна за Лебегом 
функція. Відображення f : D → Rn  зветь -
ся Q-відображенням, якщо нерівність

M (f(Γ)) 
  � Q(x) � ρn(x) dm(x).
                              D

виконано для довільної сім’ї кривих Г в об-
ласті D і для довільної функції ρ � adm Г. 
Відображення f : D → Rn, n ≥ 2, зветься абсо-
лютно неперервним на лініях, записуємо 
f � ACL, якщо в довільному n-мірному пара-
лелепіпеді P з ребрами, паралельними осям 
координат, і такому, що P � D , усі коорди-
натні функції f = (f1,...,fn) абсолютно непе-
рервні на майже всіх прямих, паралельних 
осям координат. Тут і надалі ║ f’(x) ║ — 
матрична норма f'(x), 
 f' (x) 
 = sup � f' (x) h �.

                   �h�=1
Зауважимо, що зовнішня дилатація відобра-
ження f у точці x є величина

 
K0(x, f) = 
 

f' (x)
 


n
,

              �  J(x, f)� 
якщо J (x, f) ≠ 0, 1, якщо f’(x) = 0 і ∞ в інших 
випадках. Внутрішня дилатація відобра-
ження f у точці x є величина

K1(x, f) =   
�  J(x, f)�  ,

                   l n( f' (x))   

якщо J(x, f) ≠ 0, 1, якщо f’(x) = 0 і ∞ в інших 
випадках.

Наступні результати було опубліковано в 
роботах [9, 10].

Теорема 1. Нехай f : D →Rn  відкрите дис-
кретне Q-відображення з Q � L1

loc (D). Тоді:
1) f диференційовне майже всюди в D;
2) f належить до класу ACL  у D;
3) за деякої сталої Cn > 0, що залежить 

тільки від розмірності простору n, і майже 
всіх x � D виконано нерівності K0(x, f) ≤  
Cn·Q

n–1(x) і K1(x, f) ≤ Q(x).
Нехай  область  D у Rn, x0 � D,  f

 : D � {x0}→ Rn

відображення, задане в області D \ {x0}. 
Точка x0 � D  зветься усувною для відобра-

ження f, якщо відома скінченна границя
lim f (x).
x→x0

Якщо
  

lim f (x) = �,
x→x0  

то точка x0 —
полюс. Точка x0 � D зветься істотно особли-
вою, якщо не існує ані скінченного, ані не-
скінченного lim f (x).

x→x0

Вважають, що локаль-
но інтегровна функція φ : D → R має скін-
ченне середнє коливання в точці x0 � D, 
скорочено φ � FMO(x0), якщо
lim sup = 1

m (B (x0, ε)) ∫ � φ(x) –φε � dm(x) < �,
   r→0                                                    B (x0, ε)

де m(B(x0, ε)) = Ωnε
n — міра Лебега кулі B(x0, ε) і  

φε = 1
m (B (x0, ε)) ∫φ(x) dm(x) 

                                               B (x0, ε)
середнє інтегральне значення функції φ над 
кулею B(x0, ε). Функції скінченного серед-
нього коливання було введено А. Ігнатьєвим 
і В. Рязановим у 2002 р. [11]. Наступна тео-
рема узагальнює відомий класичний резуль-
тат із комплексного аналізу [12].

Теорема 2 (аналог теореми Сохоцького–
Ве  й єрштрасса). Нехай х0 � D,f : D �{x0}→ Rn

 —
відкрите дискретне Q-від ображення і х0 є іс-
тотно особливою для f. Припустимо, що 
Q � FMO(x0). Тоді для будь-якого A � Rn

 знай-
деться послідовність xk � D така, що xk → x0 
і f(xk) → A при k → ∞.

Вважатимемо, що функція Q � FMO(∞), 
якщо для функції Q 

~
(x) � Q � x  �
                

�x� 2 маємо 
Q � FMO(∞) у точці x0 = 0. Таким чином, 
умова φ � FMO(∞) має наступний вигляд: 

φ � FMO(∞) ⇔ ∫ � φ(x) – φR � 
dm(x)

= O � 1 �
     �x�>R                             | x|2n            R n

при R → ∞, де 
 
φR = R n  ∫ φ(x) 

dm(x).

        Ωn �x�>R          | x|2n 

Теорема 3 (аналог теореми Ліувілля).  
Нехай Q : Rn → [0, ∞] — вимірна за Лебегом 
функція, f : Rn → Rn  — відкрите дискретне 
Q-відображення. Припустимо, що функція 
Q(x) задовольняє умову:

 ∫ � Q(x) – QR � 
dm(x)

= O � 1 �
�x�>R                                | x|2n            R n

при R → ∞, де

QR =  R n  ∫ Q(x)  
dm(x).

        Ωn �x�>R                 | x|2n 
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Тоді f не може відображати весь простір 
Rn на обмежену область [12].
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