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Виводиться iєрархiя ББГКI для Фермi та Бозе багаточастинкових систем на основi iє-

рархiї Неймана для кореляцiйних операторiв. Побудовано розв’язок задачi Кошi сформу-

льованої iєрархiї у випадку n-частинкового потенцiалу взаємодiї для початкових даних

з простору послiдовностей ядерних операторiв.

В останнi роки спостерiгається значний прогрес у розвитку математичної теорiї iєрархiї
рiвнянь ББГКI [1, 2] квантових багаточастинкових систем. Один з прикладiв — строгий
вивiд квантових кiнетичних рiвнянь, що описують Бозе конденсат [3–6].

В оригiнальних роботах Боголюбова [1, 2] розв’язок задачi Кошi для iєрархiї ББГКI
будувався у формi ряду iтерацiй. Таке представлення розв’язку також використовується
i в сучасних працях [7, 8]. У випадку статистики Максвела–Больцмана розв’язок iєрархiї
ББГКI побудовано у формi розкладу за кластерами частинок, еволюцiя яких описується
кумулянтами груп операторiв рiвнянь Неймана [9] (або редукованими кумулянтами [10]).
Такi розклади для розв’язку були побудованi на основi нерiвноважного канонiчного ансам-
блю [10, 11].

У роботi запропоновано альтернативний метод опису еволюцiї станiв квантових бага-
точастинкових систем. Стани системи квантових частинок визначаються в термiнах коре-
ляцiйних операторiв, еволюцiя яких описується iєрархiєю нелiнiйних рiвнянь Неймана. На
основi розв’язку цiєї iєрархiї визначено s-частинковi (маргiнальнi) оператори густини, якi
задовольняють iєрархiю рiвнянь ББГКI [2].

Розглянемо квантову систему нефiксованого (випадкового, але скiнченного) числа одна-
кових (безспiнових) частинок з масою m = 1 у просторi Rν, ν > 1 (в термiнологiї статисти-
чної механiки така система вiдома як нерiвноважний великий канонiчний ансамбль [11]),
якi задовольняють статистику Фермi–Дiрака або Бозе–Ейнштейна. З кожною частинкою
асоцiюємо гiльбертiв простiр H, H⊗n — тензорний добуток n гiльбертових просторiв H.

Нехай Sn — група перестановок множини {1, 2, . . . , n}. Кожнiй перестановцi π ∈ Sn

зiставимо iзоморфiзм pπ простору H⊗n у себе: оператор pπ вiдображає ψ1 ⊗ ψ2 ⊗ · · · ⊗
⊗ ψn ∈ H⊗n у ψπ(1) ⊗ ψπ(2) ⊗ · · · ⊗ ψπ(n) ∈ H⊗n. Введемо оператори симетризацiї S+

n та
антисиметризацiї S−

n , визначенi на H⊗n таким чином:

S±
n :=

1

n!

∑

πǫSn

(±1)|π|pπ, (1)

де |π| = 0, якщо перестановка парна, |π| = 1, якщо перестановка непарна. Образ H+
n опера-

тора S+
n є симетричним тензорним добутком n гiльбертових просторiв H, вiдповiдно, образ

H−
n оператора S−

n є антисиметричним тензорним добутком n гiльбертових просторiв H.
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Простори F±
H =

∞
⊕

n=0
H±

n , де H0 = C, — простори Фока над гiльбертовим простором H, якi

асоцiйованi з вiдповiдними системами нефiксованого числа Бозе та Фермi частинок.

Гамiльтонiан системи H =
∞
⊕

n=0
Hn — це самоспряжений оператор з областю визначення

D(H) =
{

ψ = ⊕ψn ∈ F±
H | ψn ∈ D(Hn) ∈ H±

n ,
∑

n

‖Hnψn‖
2 < ∞

}

⊂ F±
H . На пiдпросторi

нескiнченно диференцiйовних симетричних (або антисиметричних) функцiй з компактними
носiями ψn ∈ L

2,±
0 (Rνn) ⊂ L2,±(Rνn) n-частинковий Гамiльтонiан Hn дiє згiдно з формулою

(H0 = 0)

Hnψn = −
~
2

2

n
∑

i=1

∆qiψn +

n
∑

k=1

n
∑

i1<···<ik=1

Φ(k)(qi1 , . . . , qik)ψn, (2)

де Φ(k) — k-частинковий потенцiал взаємодiї, який задовольняє умови Като [10], h = 2π~ —
постiйна Планка.

Стани системи належать простору L
1(F±

H) =
∞
⊕

n=0
L
1(H±

n ) послiдовностей f = (I, f1, . . .,

fn, . . .) ядерних операторiв fn ≡ fn(1, . . . , n) ∈ L
1(H±

n ), якi задовольняють таку умову си-
метрiї: fn(1, . . . , n) = fn(i1, . . . , in), якщо {i1, . . . , in} ∈ {1, . . . , n}, з нормою

‖f‖
L1(F±

H) =
∞
∑

n=0

‖fn‖L1(H±
n ) =

∞
∑

n=0

Tr1,...,n|fn(1, . . . , n)|.

Символом L
1
0 позначимо всюди щiльну в L

1(F±
H) множину фiнiтних послiдовностей виро-

джених операторiв [10] з нескiнченно диференцiйовними ядрами з компактними носiями.
Зауважимо, що простори L

1(F±
H) мiстять бiльш загальнi послiдовностi операторiв, нiж тi,

якими визначаються стани систем частинок.
Введемо такi позначення: YP ≡ {X1, . . . ,X|P|} — це множина, елементами якої є |P| мно-

жин, що попарно не перетинаються Xi ⊂ Y ≡ {1, . . . , s} розбиття P: Y =
|P|
⋃

i=1
Xi. Оскiльки

YP ≡ {X1, . . . ,X|P|}, Y1 — це множина, що складається з одного елемента Y = {1, . . . , s}
розбиття P (|P| = 1). Щоб пiдкреслити, що множина {1, . . . , s} є зв’язною пiдмножиною
(змiннi, що характеризують кластер з s елементiв) розбиття P (|P| = 1), ми також познача-
ємо множину Y1 символом {1, . . . , s}1. В окремих випадках кластер може складатися лише
з одного елемента.

У множинi iндексiв визначено вiдображення декластеризацiї Θ: YP → Y , тобто

Θ(YP ) := Y. (3)

Наприклад, у випадку множини Xc = {Y1, s + 1, . . . , s + n} справедлива рiвнiсть Θ(Xc) =
= X ≡ {1, . . . , s + n}.

Стани систем з гамiльтонiаном (2) будемо описувати послiдовностями g(t) = (I, g1(t, Y1),
. . ., g1+n(Xc), . . .) ∈ L

1(F±
H) кореляцiйних операторiв кластерiв частинок, еволюцiя яких

визначається задачею Кошi для iєрархiї рiвнянь Неймана:

d

dt
g1+n(t,Xc) = −Ns+n(X)g1+n(t,Xc) + S±

s+n

∑

P: Xc=
⋃

i

Xi,

|P|>1

∑

Z1⊂Θ(X1),
|Z1|>1

· · ·
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· · ·
∑

Z|P|⊂Θ(X|P|),

|Z|P||>1

(

−N

(

|P|∑

i=1

|Zi|

)

int (Z1, . . . , Z|P|)

)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), (4)

g1+n(t,Xc)
∣

∣

t=0
= g1+n(0,Xc), n > 1, (5)

де оператори S±
s+n визначаються формулою (1), X = {1, . . . , s + n},

∑

P
— сума за всiма

розбиттями множини Xc = {Y1, s + 1, . . . , s + n} на |P| непорожнiх пiдмножин Xi ⊂ Xc,
що попарно не перетинаються,

∑

Zj⊂Θ(Xj)

— сума за всiма пiдмножинами Zj ⊂ Θ(Xj). Якщо

fn ∈ L
1
0(H

±
n ) ⊂ D(Nn) ⊂ L

1(H±
n ), оператор Неймана Nn дiє згiдно з формулою

Nnfn = −
i

~
(fnHn −Hnfn),

та

N
(k)
int fn = −

i

~
(fnΦ

(k) − Φ(k)fn).

Визначимо s-частинковi (маргiнальнi) оператори густини за допомогою кореляцiйних
операторiв, що задовольняють iєрархiю (4), такою формулою:

Fs(t, Y ) :=

∞
∑

n=0

1

n!
Trs+1,...,s+ng1+n(t,Xc), (6)

де Y = {1, . . . , s}, Xc = {Y1, s+1, . . . , s+n}. Ряд (6) є збiжним за нормою просторiв L
1(F±

H),
якщо g1+n(t) ∈ L

1(H±
s+n). Покажемо, що еволюцiя маргiнальних операторiв густини (6)

визначається ланцюжком рiвнянь Боголюбова [1].
Для спрощення виводу розглянемо випадок двочастинкового потенцiалу взаємодiї, тобто

доданки N
(l)
int з l > 2 у рiвняннях (4) дорiвнюють нулю. Продиференцiюємо обидвi части-

ни розкладу (6) у сенсi поточкової збiжностi в L
1(F±

H) за часовою змiнною та врахуємо
рiвняння (4). Тодi, беручи до уваги той факт, що

Ns+n(X) = Ns(Y ) +Nn(X \ Y ) +
∑

i1⊂Y

∑

i2⊂X\Y

(N
(2)
int (i1, i2)),

та рiвнiсть

Trs+1,...,s+n(−Nn(X \ Y ))g1+n(t,Xc) = 0,

отримуємо

d

dt
Fs(t, Y ) =

∞
∑

n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n

((

−Ns(Y ) +
∑

i1∈Y

∑

i2∈X\Y

(−N
(2)
int (i1, i2))

)

g1+n(t,Xc) +

+ S±
s+n

∑

P: Xc=X1

⋃
X2

∑

i1∈Θ(X1)

∑

i2∈Θ(X2)

(−N
(2)
int (i1, i2))g|X1|(t,X1)g|X2|(t,X2)

)

.
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Згiдно з означенням (6), перший доданок у правiй частинi рiвностi дорiвнює (−NsFs(t)).
Використовуючи властивiсть симетрiї операторiв g1+n(t) по iндексах, що характеризують
пiдпростори, в яких обчислюється частковий слiд, маємо

d

dt
Fs(t, Y ) = −Ns(Y )Fs(t, Y ) + Trs+1

∑

i∈Y

(−N
(2)
int (i, s + 1))×

×
∞
∑

n=0

1

n!
Trs+2,...,s+n+1

(

g2+n(t,Xc, s+ 1 + n) + S±
s+n+1

n+1
∑

k=1

n!

(k − 1)!(n + 1− k)!
×

× gk(t, s+ n+ 2− k, . . . , s+ n+ 1)g2+n−k(t, Y1, s+ 1, . . . , s + n− k + 1)

)

. (7)

Внаслiдок зазначеної симетрiї операторiв g1+n(t), n > 1, вiдносно перестановки iндексiв
s + 1, . . . , s + 1 + n, справедлива рiвнiсть

g1+n(t, {1, . . . , s + 1}1, s+ 2, . . . , s+ 1 + n) = gn+2(t, {1, . . . , s}1, s + 1, . . . , s+ 1 + n) +

+ S±
s+n+1

n+1
∑

k=1

n!

(k − 1)!(n − k + 1)!
gk(t, s+ n+ 2− k, . . . , s+ n+ 1)×

× g2+n−k(t, {1, . . . , s}1, s + 1, . . . , s+ 1 + n− k).

Тодi рiвнiсть (7) набуває вигляду

d

dt
Fs(t, Y ) = −Ns(Y )Fs(t, Y ) + Trs+1

∑

i∈Y

(−N
(2)
int (i, s + 1))×

×
∞
∑

n=0

1

n!
Trs+2,...,s+n+1g1+n(t, {1, . . . , s + 1}1, s+ 2, . . . , s+ n+ 1),

i, згiдно з означенням (6), ми остаточно виводимо

d

dt
Fs(t, Y ) = −Ns(Y )Fs(t, Y ) + Trs+1

∑

i∈Y

(−N
(2)
int (i, s + 1))Fs+1(t, Y, s + 1).

Цi рiвностi для s > 1 будемо трактувати як iєрархiю квантових еволюцiйних рiвнянь,
з якої визначаються маргiнальнi оператори густини. Така iєрархiя рiвнянь була вперше ви-
ведена Боголюбовим у роботi [2] з рiвняння Неймана для систем фiксованого числа части-
нок. У випадку n-частинкового потенцiалу взаємодiї iєрархiя рiвнянь ББГКI виводиться
подiбним чином.

Початкова задача для iєрархiї ББГКI квантової системи частинок з гамiльтонiаном (2)
має вигляд

d

dt
Fs(t, Y )=−Ns(Y )Fs(t, Y )+

∞
∑

n=1

1

n!
Trs+1,...,s+n

∑

Z⊂Y,
Z 6=∅

(−N
(|Z|+n)
int (Z,X\Y ))Fs+n(t,X), (8)

Fs(t)
∣

∣

t=0
= Fs(0), s > 1. (9)
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Побудуємо розв’язок задачi Кошi (8), (9) у випадку початкових даних, що задовольня-
ють умову хаосу [11]. Така умова означає, що в початковий момент часу в системi вiдсутнi
кореляцiї, тобто початковi данi (5) мають вигляд

g(0) = (I, g1(0, Y1), 0, 0, . . .), (10)

що в термiнах маргiнальних операторiв густини (6) означає

Fs(0, Y ) = g1(0, Y1), (11)

де Y = {1, . . . , s}, Y1 = {1, . . . , s}1.
Нехай A1+n(t,Xc) — кумулянт (1 + n)-го, n > 0, порядку груп операторiв рiвнянь Не-

ймана

Gn(−t)fn = e−
i
~
tHnfne

i
~
tHn ,

який визначається формулою

A1+n(t,Xc)fs+n :=
∑

P: Xc=
⋃

k Zk

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Zk⊂P

G|Θ(Zk)|(−t,Θ(Zk))fs+n, (12)

де Hn — гамiльтонiан (2), fn ∈ L
1(H±

n ), вiдображення декластеризацiї Θ визначено форму-
лою (3) та Xc = {Y1, s + 1, . . . , s + n}.

У випадку систем Бозе або Фермi частинок розв’язок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь
Неймана (4) для початкових даних (10) має вигляд

g1+n(t,Xc) = A1+n(t,Xc)S
±
s+n

∏

i∈Xc

g1(0, i), (13)

де A1+n(t,Xc) визначається формулою (12), а оператори S±
s+n — формулою (1). У випад-

ку статистики Максвела–Больцмана розв’язок iєрархiї рiвнянь Неймана для початкових
даних, що задовольняють умову хаосу, побудовано в [12].

Згiдно з формулою (13) та означенням (6) маємо

Fs(t, Y ) =

∞
∑

n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nA1+n(t,Xc)S

±
s+n

∏

i∈Xc

g1(0, i).

Оскiльки справедлива рiвнiсть (11), тобто g1(0, i) =
∏

j∈Θ(i)

F1(0, j), де i ∈ Xc, остаточно

отримуємо

Fs(t, Y ) =

∞
∑

n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nA1+n(t,Xc)S

±
s+n

s+n
∏

i=1

F1(0, i).

Цим розкладом зображується розв’язок задачi Кошi для iєрархiї ББГКI (8), (9) для Фермi
або Бозе багаточастинкових систем з початковими даними, що задовольняють умову хаосу.

В загальному випадку справедливе таке твердження.
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Теорема 1. Для початкових даних F (0) ≡ (I, F1(0, 1), . . . , Fn(0, 1, . . . , n), . . .) ∈

∈ L
1
α(F

±
H) =

∞
⊕

n=0
αn

L
1(H±

n ), при умовi α > e, для t ∈ R iснує єдиний розв’язок початкової

задачi (8), (9), який має вигляд

Fs(t, 1, . . . , s) =

∞
∑

n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nA1+n(t,Xc)Fs+n(0, 1, . . . , s+ n), (14)

де A1+n(t) — кумулянт (1+n)-го порядку (12). Для F (0) ∈ L
1
α,0(F

±
H) ∈ L

1
α(F

±
H) розклад (14)

є сильним розв’язком, а для довiльних початкових даних з простору L
1
α(F

±
H) — слабким

розв’язком.
Вигляд розв’язку (14) iдентичний випадку статистики Максвела–Больцмана, оскiльки

кумулянти груп еволюцiйних операторiв мають однакову структуру для усiх статистик. Це
є наслiдком комутацiйних властивостей операторiв симетризацiї.

Зображення розв’язку у формi ряду iтерацiй може бути отримано з побудованого роз-
в’язку за допомогою аналогiв формул Дюамеля для кумулянтiв, якi справедливi для певних
класiв потенцiалiв взаємодiї.

Зауважимо, що на вiдмiну вiд визначення маргiнальних операторiв густини в термiнах
нерiвноважного великого канонiчного ансамблю [10], на основi означення (6) можна надати
строгий сенс iєрархiї ББГКI в банахових просторах, до яких належать стани нескiнченно-
частинкових систем [10, 11].
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BBGKY hierarchy of Fermi and Bose many-particle systems

The BBGKY hierarchy for the Fermi and Bose many-particle systems is derived with the use of

the von Neumann hierarchy for correlation operators. The solution of a Cauchy problem of the

formulated hierarchy is constructed in the space of sequences of trace-class operators in the case

of an n-body interaction potential.
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