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Про розширену дiйсну алгебру Клiффорда–Дiрака

та новi фiзично важливi симетрiї рiвняння Дiрака

з ненульовою масою

(Представлено академiком НАН України С.В. Пелетмiнським)

Введено в розгляд 64-вимiрну розширену дiйсну алгебру Клiффорда–Дiрака (РДКД). На її
основi одержано новi чисто матричнi симетрiї (як пiдалгебри РДКД алгебри) рiвняння
Дiрака у представленнi Фолдi–Вотхойзена, а саме, максимальну алгебру iнварiантностi
цього рiвняння в класi чисто матричних операторiв A32 = SO(6) ⊕ ε̂ · SO(6) ⊕ ε̂, а та-
кож двi рiзнi реалiзацiї зображення (1/2, 0)⊕ (0, 1/2) алгебри SO(1, 3) та звiдну тензор-
но-скалярну (1, 0) ⊕ (0, 0) i незвiдну векторну (1/2, 1/2) бозоннi SO(1, 3)-симетрiї цього
рiвняння. Знайдено Пуанкаре симетрiї спiну 1, вiдносно яких iнварiантне як рiвняння
Фолдi–Вотхойзена, так i стандартне рiвняння Дiрака з ненульовою масою.

1. В наших роботах [1–5] доведено, що рiвняння Дiрака з масою m = 0 iнварiантне вiд-
носно зображень спiну 1 (векторного (1/2, 1/2) та тензорно-скалярного (1, 0)⊗ (0, 0)) групи
L та породжуваних ними зображень групи P, де P(L) — унiверсальна накриваюча влас-

ної ортохронної групи Пуанкаре P↑
+ = T(4)×)L↑

+ (групи Лоренца L↑
+)). Тут ми (на основi

введення в розгляд узагальненої алгебри Клiффорда–Дiрака (КД) та використання кано-
нiчного зображення Фолдi–Вотхойзена (ФВ) [6] як первiсного для аналiзу спiнорного поля)
встановлюємо аналогiчнi симетрiї рiвняння Дiрака

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, µ = 0, 3 = 0, 1, 2, 3, ψ ∈ S3,4, (1)

з ненульовою масою, що є нетривiальним новим кроком порiвняно з результатами [1–5].
Одержанi науковi результати коротко викладенi нижче у п. 3–9.

2. Використовуванi позначення та означення. Матрицi Дiрака γµ, якi задоволь-
няють комутацiйнi спiввiдношення алгебри КД

γµγν + γνγµ = 2gµν , g = (gµν ) = diag g(+ −−−), (2)

для визначеностi i подальших потреб фiксуємо у зображеннi Паулi–Дiрака

γ0 =

∣∣∣∣
1 0
0 −1

∣∣∣∣ , γk =

∣∣∣∣
0 σk

−σk 0

∣∣∣∣ ;

σ1 =

∣∣∣∣
0 1
1 0

∣∣∣∣ , σ2 =

∣∣∣∣
0 −i
i 0

∣∣∣∣ , σ3 =

∣∣∣∣
1 0
0 −1

∣∣∣∣ ; k = 1, 2, 3.

(3)

Рiвняння Дiрака у канонiчному зображеннi ФВ [6] має вигляд

(i∂0 − γ0ω̂)φ(x) = 0, φ ∈ S3,4, (4)
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(пояснення позначень та змiсту припущень ψ, φ ∈ S3,4 див нижче у п. 10). Перетворення
ФВ [6], яке пов’язує рiвняння (1) i (4), має вигляд

ψ(x) → φ(x) = V ψ(x), V ≡ ~γ · ~p+ ω̂ +m√
2ω̂(ω̂ +m)

, V −1 ≡ −~γ · ~p+ ω̂ +m√
2ω̂(ω̂ +m)

, (5)

де

ω̂ ≡
√
~p 2 +m2 =

√
−∆+m2, ~p = −i∇, (6)

△ — оператор Лапласа, а рiвностi V V −1 = V −1V = 1 є наслiдками алгебри КД (2). Деталь-
нiше про канонiчне зображення ФВ та нелокальнi оператори типу ω̂ (6) див., наприклад,
у [7–9].

3. Стандартна алгебра Клiффорда–Дiрака. Як 16 незалежних (ind) елементiв стан-
дартної алгебри КД ≡ (CD–Clifford–Dirac) виберемо матрицi

{indCD} ≡ {I, sµ̂ν̂ , µ̂, ν̂ = 0, 5} =

{
I, sµ̌ν̌ ≡ 1

4
[γµ̌, γν̌ ], µ̌, ν̌ = 0, 4, sµ̌5 = −s5µ̌ =

1

2
γµ̌

}
, (7)

де γ4 ≡ γ0γ1γ2γ3 = iγстанд
5

, а матрицi sµ̂ν̂ в (7) є первiснi генератори групи SO(1,5) ⊃
⊃ SO(1,3)∼= L поворотiв у просторi Мiнковського M(1,5), асоцiйованi з дiйсними параме-
трами ωµ̂ν̂ = −ων̂µ̂, тому вони задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[sµ̂ν̂ , sρ̂σ̂] = −gµ̂ρ̂sν̂σ̂ − gρ̂ν̂sσ̂µ̂ − gν̂σ̂sµ̂ρ̂ − gσ̂µ̂sρ̂ν̂ . (8)

4. Розширена дiйсна алгебра Клiффорда–Дiрака. Стартуючи з алгебри КД, по-
роджуваної генераторами (7), введемо в розгляд розширену дiйсну алгебру Клiффорда–
Дiрака (РДКД ≡ ERCD — extended real Clifford–Dirac), 64 незалежнi, чисто матричнi,
елементи якої мають вигляд

{ERCD} = {indCD,i · indCD,Ĉ · indCD,iĈ · indCD}, (9)

де Ĉ — оператор комплексного спряження у множинi {φ} ∈ S3,4 розв’язкiв рiвняння ФВ (4),
а 16 indCD заданi у (7). Таким чином, алгебра РДКД як дiйсна алгебра у просторi S3,4 вклю-
чає лiнiйнi суперпозицiї всiх можливих композицiй γ-матриць, оператора Ĉ комплексного
спряження та уявної одиницi i, тобто є повним набором операторiв, частина яких викори-
стовувалась у алгебрi Паулi–Гюршi–Iбрагiмова (про 8-вимiрну, коли m = 0, та 4-вимiрну,
коли маса ненульова, алгебру Паулi–Гюршi–Iбрагiмова iнварiантностi рiвняння Дiрака див.,
наприклад, у [1] та в оригiнальних роботах [10, 11] названих авторiв). Характерною особли-
вiстю алгебри РДКД є те, що її генератори (як i генератори стандартної алгебри КД) ко-
мутують або антикомутують мiж собою. Серед незалежних генераторiв алгебри РДКД є 36
ермiтових i 28 антиермiтових операторiв, останнi породжують алгебру SO (8) (пiдалгебру
РДКД).

На основi 64 генераторiв матричної алгебри РДКД (9) легко встановити широкi та фiзи-
чно важливi симетрiї спочатку рiвняння ФВ (4), а потiм (здiйснивши вiдповiдний перехiд
за допомогою оператора ФВ V (5)) — i стандартного рiвняння Дiрака (1). Такi алгебри
симетрiї будуть пiдалгебрами загальної алгебри РДКД (9).
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5. Максимальна чисто матрична алгебра iнварiантностi рiвняння Фолдi–Вот-
хойзена. Максимальною чисто матричною алгеброю iнварiантностi рiвняння Дiрака у зо-
браженнi ФВ (4) є 32-вимiрна алгебра A32 = SO(6)⊕ ε̂ ·SO(6)⊕ ε̂, для якої 16 антиермiтових
генераторiв sAB, ε̂ мають вигляд

sAB =
1

4
[γA, γB ] = −sBA, A,B = 1, 6, γ5 ≡ γ1γ3Ĉ, γ6 ≡ iγ1γ3Ĉ (10)

(наша γ5 6= γстанд
5

) i задовольняють стандартнi комутацiйнi спiввiдношення для первiсних
(антиермiтових) генераторiв алгебри SO (6):

[sAB, sCD] = δACsBD + δCBsDA + δBDsAC + δDAsCB,

[sAB, ε̂] = 0; A,B,C,D = 1, 6,
(11)

а 16 ермiтових генераторiв s̃AB мають вигляд

s̃AB = iγ0sAB (12)

i задовольняють такi SO (6) комутацiйнi спiввiдношення:

[s̃AB, s̃CD] = iγ0(δAC s̃BD + δCB s̃DA + δBD s̃AC + δDAs̃CB), (13)

де ε̂ ≡ iγ0 є оператором Казiмiра алгебри А32 iнварiантностi рiвняння (4).
Алгебра A32 = SO(6) ⊕ ε̂ · SO(6) ⊕ ε̂ (пiдалгебра РДКД (9)) є максимальною чисто

матричною симетрiєю рiвняння Дiрака у зображеннi ФВ (4), частина генераторiв якої має
вигляд операторiв Паулi–Гюршi–Iбрагiмова [10, 11].

Доведення наведених вище тверджень проводиться безпосереднiм обчисленням комута-
цiйних спiввiдношень (11), (13) для конструкцiй (10), (12), а також перевiркою комутування
операторiв (10), (12) з оператором рiвняння (4).

6. Алгебра A32 = SO(6)⊕ ε̂ · SO(6) ⊕ ε̂ як симетрiя рiвняння Дiрака. Образами
елементiв A32 у зображеннi Паулi–Дiрака (ПД), тобто симетрiями стандартного рiвняння
Дiрака (1) з ненульовою масою, будуть оператори V −1(sAB, ε̂, s̃AB)V (де V, V −1 заданi у (5)).
Певна частина елементiв A32 у ПД-зображеннi вже не є чисто матричними, а є деякими
нелокальними (псевдодиференцiальними) операторами.

Фiзично важливими наслiдками застосування РДКД до аналiзу симетрiй рiвнянь Дiрака
та ФВ є одержанi нами бозоннi зображення спiну 1 груп Лоренца та Пуанкаре (а також
багато iнших симетрiй), вiдносно яких iнварiантне рiвняння Дiрака (1) з ненульовою масою.

7. Фермiоннi Лоренц-симетрiї рiвнянь Фолдi–Вотхойзена та Дiрака. Розгляне-
мо фiзично важливi пiдалгебри A32. Як на першi фiзично важливi новi симетрiї рiвняння
ФВ (4) вкажемо на двi рiзнi реалiзацiї зображення (1/2, 0)⊕ (0, 1/2) алгебри SО(1,3) групи
Лоренца L, вiдносно яких iнварiантне рiвняння Дiрака у зображеннi ФВ (4). Вiдповiднi
генератори мають вигляд:

sIµν =

{
sI0k =

i

2
γkγ4, s

I
mk =

1

4
[γm, γk]

}
, γ4 ≡ γ0γ1γ2γ3 (k,m = 1, 3), (14)

sIIµν=

{
sII01=

i

2
γ2Ĉ, s

II
02=−1

2
γ2Ĉ, s

II
03=−1

2
γ0, s

II
12=

i

2
, sII31=

i

2
γ0γ2Ĉ, s

II
23=

1

2
γ0γ2Ĉ

}
, (15)
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де iγ0 — спiльний для обох наборiв генераторiв оператор Казiмiра. Легко встановити, що
генератори кожного з наборiв, як (14), так i (15), задовольняють комутацiйнi спiввiдно-
шення (8). У ПД зображеннi (для рiвняння Дiрака (1)) одержуємо V −1sIµνV , V −1sIIµνV .
Важливо, що кожен iз елементiв (14) комутує з довiльним елементом iз (15), що дозволяє
зробити таке твердження.

8. Бозоннi Лоренц-симетрiї рiвнянь Фолдi–Вотхойзена та Дiрака. Рiвняння
Дiрака у зображеннi ФВ (4) також є iнварiантним вiдносно двох рiзних бозонних зображень
групи Лоренца L: тензорно-скалярного (1, 0) ⊗ (0, 0) та незвiдного векторного (1/2, 1/2)
групи SО(1,3), генератори яких будуються з операторiв (14), (15) таким чином:

sTS
µν =

{
sTS
0k = sI0k + sII0k, s

TS
mn = sImn + sIImn

}
,

sVµν =
{
sV0k = −sI0k + sII0k, s

V
mn = sTS

mn

}
,

(16)

де iндексами TS та V позначено генератори тензорно-скалярного та векторного зображень,
вiдповiдно.

Справедливiсть даного твердження є очевидною у бозонному зображеннi γ-матриць (3),
в якому цi матрицi явно залежать вiд оператора Ĉ комплексного спряження, але опе-
ратори (16) набувають максимально простого, добре вiдомого (див., наприклад, форму-
ли (32), (33) в [1]) стандартного для зображень (1, 0) ⊗ (0, 0) та (1/2, 1/2) групи SО(1,3)
явного вигляду. Перехiд sБозе

µν =WsV,TS
µν W−1 до такого бозонного зображення здiйснюється

за допомогою оператора

W =
1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 0 Ĉ

0 i 0 iĈ

−1 0 Ĉ 0

−1 0 −Ĉ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, W−1 =

1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 −1 −1
−1 −i 0 0

0 0 Ĉ −Ĉ
Ĉ iĈ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

WW−1 =W−1W = 1.

(17)

Для рiвняння Дiрака (1) генераторами вiдповiдних симетрiй будуть образи V −1sTS
µν V ,

V −1sVµνV операторiв (16), одержанi на основi перетворення ФВ (5). Тим самим оператор
W (17) задає перетворення суперсиметрiї рiвняння Фолдi–Вотхойзена (4).

9. Бозоннi Пуанкаре-симетрiї рiвнянь Фолдi–Вотхойзена та Дiрака. Як нову
фiзично важливу симетрiю рiвняння ФВ (4) наводимо зображення спiну 1 групи Пуанкаре
P ⊃ L канонiчного типу, тобто унiтарне в оснащеному гiльбертовому просторi (див. нижче
формулу (21)) зображення, а саме:

p0 = −iγ0ω̂, p̂n = ∂n, jln = xl∂n − xn∂l + sIln + sIIln ,

j0k = x0∂k + iγ0

{
xkω̂ +

∂k
2ω̂

+
[(~sI + ~sII)× ~∂ ]k

ω̂ +m

}
,

(18)

де ω̂ — заданий у (6) нелокальний оператор, sIln i sIIln заданi в (14) i (15), вiдповiдно, а ~sI,II =
= (s23, s31, s12)

I,II . Безпосереднiми обчисленнями вiдповiдних комутаторiв та виразiв для
операторiв Казiмiра групи Пуанкаре P ⊃ L переконуємось, що генератори (18) комутують
з оператором рiвняння (4), задовольняють таблицю комутацiйних спiввiдношень для ге-
нераторiв групи Пуанкаре i реалiзують Бозе-зображення спiну 1 цiєї групи, тобто задають
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симетрiю спiну 1 рiвняння ФВ (4). Генератори групи Пуанкаре тут вибрано антиермiтовими
(тобто асоцiйованими з дiйсними параметрами a = (aµ), ω = (ωµν) трансляцiй i поворотiв
у просторi-часi Мiнковського М(1,3)) для забезпечення комутування їх диференцiальних
частин з операторами sIIln iз (15), якi мiстять оператор Ĉ комплексного спряження. Зобра-
ження (18) є зображенням групи Пуанкаре P ⊃ L для тензорно-скалярного поля, тобто для
польового SU (2)-спiнового дублету спiнiв s = 1,0.

Для рiвняння Дiрака (1) вiдповiдне до (18) (одержане з (18) за допомогою перетворення
ФВ (5)) бозонне зображення групи Пуанкаре P ⊃ L, вiдносно якого iнварiантне рiвняння (1)
задається такими генераторами:

p̂0 = −iγ0(~γ~p+m) = −iHD, p̂k = ∂k,

jkl = xk∂l − xl∂k + skl + ŝkl, j0k = x0∂k − xkp̂0 + s0k +
ŝ0l∂nεkln
ω̂ +m

,
(19)

де εkln — тензор Левi-Чiвiтта, а оператори sµν та ŝµν = V −1sIIµνV — образи генераторiв ŝIIµν
у ПД-зображеннi — мають вигляд

sµν =
1

4
[γµ, γν ],

ŝµν =

{
ŝ01 =

1

2
iγ2Ĉ, ŝ02 = −1

2
γ2Ĉ, ŝ03 = −γ0~γ · ~p+m

2ω̂
= −HD

2ω̂
, ŝ12 =

i

2
,

ŝ31 =
iHD

2ω̂
γ2Ĉ, ŝ23 =

HD

2ω̂
γ2Ĉ

}
,

(20)

тобто, на вiдмiну вiд ФВ-зображення, частина з них не є чисто матричними, оскiльки мi-

стить псевдодиференцiальний оператор ω̂ ≡
√

−∆+m2)−1, коректно визначений у просторi
S3,4. Очевидно, як наслiдок перетворення ФВ, що оператори (20) комутують з дiракiаном (1)
та задовольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Пуанкаре (в цьому неважко пере-
конатись i безпосередньо). Таким чином, бозонну (спiна 1) Пуанкаре-симетрiю рiвняння
Дiрака (1) з ненульовою масою доведено.

Вiдзначимо, що генератори (18) без доданкiв sIIln та ~sII = (s23, s31, s12)
II точно збiгаю-

ться з формулами для генераторiв стандартних Фермi (спiна 1/2) P-симетрiй рiвняння ФВ,
наведених у роботi [6] (аналогiчно, вирази в (19) без доданкiв ŝµν збiгаються з формулами
стандартних Фермi (спiна 1/2) P-симетрiй рiвняння Дiрака (1)). Рiзниця мiж вiдповiдними
генераторами iз [6] i наведеними тут полягає лише у виборi нами первiсних, асоцiйованих
з дiйсними параметрами, генераторiв.

Доведене тут твердження про те, що рiвняння Дiрака (1) з довiльною масою m iнва-
рiантне не лише вiдносно (давно вiдомого) фермiонного (спiна 1/2), але й вiдносно бозон-
ного (спiна 1) зображень групи Пуанкаре означає, що рiвняння Дiрака має властивiсть
Фермi–Бозе дуалiзму (може описувати не лише фермiони, але й бозони).

10. Пояснення припущень ψ, φ ∈ S3,4 у формулах (1) та (4). У формулах (1), (4)
S3,4 ≡ S(R3)×C4 — це простiр основних 4-компонентних комплекснозначних функцiй Швар-
ца, R3 ⊂ M(1, 3), а змiнна x0 у функцiй ψ(x) та φ(x) розглядається як параметр часової ево-
люцiї цих функцiй у довiльно фiксованiй iнерцiальнiй системi вiдлiку (IСВ) (причому доста-
тнiм є припущення бодай двiчi неперервної диференцiйовностi за x0 об’єктiв ψ, φ). Нагада-
ємо, що у стандартних аксiоматичних пiдходах припускається ψ ∈ S4,4∗ ≡ (S(M(1,3))×C4)∗
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(де (S(M(1,3))×C4)∗ — простiр вiдповiдних узагальнених функцiй Шварца). Однак, завдя-
ки наслiдку (∂µ∂µ+m2)ψ(x) = 0 з (1), спiнор виявляється звичайною функцiєю змiнної x0.
Далi, простiр основних функцiй Шварца S3,4 є щiльним як у просторi S3,4∗, так i у осна-
щеному гiльбертовому просторi

S3,4 ⊂ L2(R
3)× C4 ⊂ S3,4∗ , R3 ⊂ M(1, 3). (21)

Причому простiр S3,4 можна i доцiльно обрати за спiльну область визначення (i значень)
всiх використовуваних тут операторiв спостережуваних величин як вiдповiдних функцiй вiд
антиермiтових у просторi (21) операторiв −i~x, p̂k = ∂k та вiд рiзних конструкцiй спiнових
операторiв. Тому всi необхiднi обчислення операторних рiвностей в областi S3,4 виявляються
математично коректними. Далi, збiжнi в S3,4 експоненцiальнi операторнi ряди

U(a, ω) = exp

(
aρp̂ρ +

1

2
ωρσjρσ

)
(22)

з генераторами pρ, jρσ з (18) i (19) визначають вiдповiднi унiтарнi зображення групи Пуан-
каре P i вони забезпечують P-iнварiантнiсть розглядуваних моделей теорiї поля.

11. Вiдзначимо, що одержанi вище Пуанкаре-симетрiї спiну 1 рiвняння Дiрака з не-
нульовою масою (i вiдповiднi симетрiї рiвняння ФВ) розкривають новi можливостi цього
рiвняння, яке виявляється придатним для опису не лише фермiонiв спiну 1/2, але й бозонiв
спiну 1 з m 6= 0. Симетрiї, вперше одержанi нами в [1–5] для випадку безмасового рiвняння
Дiрака, тепер доведено i для випадку довiльної маси. Знайденi для рiвняння Дiрака си-
метрiї спiну 1 наочно свiдчать про наявнiсть Бозе-розв’язкiв цього рiвняння. Тим самим
виявлено новi можливостi для побудови наведених, наприклад, у [12] супермультиплетiв
елементарних частинок та пiдходiв до суперсиметричних теорiй поля. Доведенi тут новi
властивостi рiвняння Дiрака запропоновано називати Фермi–Бозе дуалiзмом, а вiдповiдний
пiдхiд до суперсиметрiї (на вiдмiну вiд стандартного) — природним, натуральним пiдходом.

Важливим результатом є також введення в розгляд розширеної дiйсної алгебри Клiф-
форда–Дiрака (РДКД ≡ ERCD — extended real Clifford–Dirac) (9). Саме завдяки її засто-
суванню тут одержано новi чисто матричнi симетрiї рiвняння Дiрака у зображеннi ФВ (4),
а саме максимальну алгебру iнварiантностi цього рiвняння в класi чисто матричних опе-
раторiв A32 = SO(6) ⊕ ε̂ · SO(6) ⊕ ε̂ (10)–(13), та двi рiзнi реалiзацiї (14), (15) зображення
(1/2, 0)⊕(0, 1/2) алгебри SО(1,3), вiдносно яких iнварiантне рiвняння (4), i фiзично важливi
(1, 0)⊗ (0, 0) i (1/2, 1/2) бозоннi SО(1,3)-симетрiї цього рiвняння. Пуанкаре-симетрiї спiну 1
також є наслiдком (хоча i непрямим) використання алгебри РДКД.

Зрозумiло, що можливостi використання алгебри РДКД значно ширшi, анiж декiль-
ка найпростiших прикладiв, наведених тут. Зокрема, можливо довести симетрiї спiну 3/2
для рiвняння Дiрака, новi симетрiї рiвнянь Максвелла та широкi суперсиметрiї рiвняння
Дiрака–Кейлера.
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V.M. Simulik, I. Yu. Krivsky

On the extended real Clifford–Dirac algebra and new physically

meaningful symmetries of the Dirac equation with nonzero mass

A 64-dimensional extended real Clifford–Dirac (ERCD) algebra is introduced. On its basis, new
pure matrix symmetries (as subalgebras of the ERCD algebra) of the Dirac equation in the Foldy–
Wouthuysen representation are found: (i) the 32-dimensional A32 = SO(6)⊕ ε̂ · SO(6)⊕ ε̂ algebra,
which is proved to be the maximal pure matrix symmetry of this equation, (ii) two different reali-
zations of the (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2) representation of SO(1, 3) algebra, (iii) reducible tensor-scalar
(1, 0)⊗ (0, 0) and irreducible vector (1/2, 1/2) bosonic SO(1, 3)-symmetries. Finally, spin 1 Poin-
caré symmetries both for the Foldy–Wouthuysen and standard Dirac equations with nonzero mass
are found.
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