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Зроблено короткий огляд і проаналізовано особливості теорій, що описують термомеханічну 
поведінку багатокомпонентних деформівних твердих тіл, зокрема, гомогенних твердих сумі-
шей. Окремо виділено моделі для дослідження взаємозв’язаних механічних, теплових, дифу-
зійних та електромагнітних процесів у тілах різної електропровідності та здатності до по-
ляризації й намагнічення. 
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Вступ. У літературі багатокомпонентними середовищами вважають структурно-
неоднорідні середовища, що є сумішшю двох або більше складників — компо-
нентів (хімічно різнорідних речовин) [1-9]. Розрізняють гетерогенні та гомогенні 
тверді суміші [2, 3, 7-12]. Для перших характерна наявність макроскопічних (від-
носно молекулярних масштабів) неоднорідностей чи включень і поверхонь розділу 
складників — фаз, що різняться фізичними властивостями. Фаза в такому сенсі 
може бути утворена одним чи кількома компонентами, а згадані суміші розгляда-
ються як багатокомпонентні. Прикладами таких сумішей, зокрема, є композитні 
та пористі (насичені чи ненасичені) матеріали [3, 5-7, 13, 14]. Частіше під багато-
компонентними твердими тілами розуміють гомогенні тверді суміші, складники 
яких — компоненти розмішані та взаємодіють на молекулярному чи атомарному 
рівнях (поверхні розділу складників відсутні). До них відносять тверді тіла з до-
мішками, сплави, тверді розчини (однофазні кристалічні чи аморфні тверді речо-
вини змінного складу з двох або більше компонентів) [3, 15-17]. Моделі саме та-
ких багатокомпонентних твердих тіл є об’єкт розгляду цієї статті. 

Використання функціональних елементів машин і приладів, які виготовлені 
з багатокомпонентних матеріалів, в умовах сучасних інтенсивних комплексних наван-
тажень (механічних, теплових, електромагнітних) обумовлює необхідність досліджен-
ня термомеханічної поведінки цих елементів за такої зовнішньої дії. Ця поведінка 
суттєво залежить від локальної структури елементів, процесів просторового пере-
розподілу тепла та маси [18, 19]. Кількісний опис і прогнозування властивостей тіл 
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зі згаданих матеріалів ґрунтується на теоретичних моделях механіки суцільного сере-
довища, які в рамках континуальних уявлень враховують взаємозв’язок фізико-ме-
ханічних полів у тілах складної внутрішньої структури. Опис взаємозв’язаних полів 
різної фізичної природи в твердих тілах найбільш строго та послідовно здійснюється 
методами нерівноважної термодинаміки [2, 10, 20-26]. При цьому використовують 
два способи термодинамічного опису — статистичний [27-30] і феноменологічний 
[2, 10, 21, 23, 31]. Статистичний опис є адекватніший, ніж феноменологічний, оскільки 
балансові співвідношення для макроскопічних (спостережуваних) величин за фено-
менологічного підходу постулюють, а за статистичного виводять із урахуванням бу-
дови тіла та специфіки взаємодій у ньому. Використання лише феноменологічного 
підходу, зокрема, у випадку багатокомпонентних тіл зі складною внутрішньою 
структурою та міжкомпонентною взаємодією може приводити до втрати точності 
опису. Тому згадані підходи за термодинамічного опису взаємозв’язаних процесів 
у твердих тілах використовують як взаємодоповнюючі. При цьому статистичний 
підхід ефективно застосовують для отримання деяких співвідношень макроскопіч-
них моделей, зокрема, балансових співвідношень, рівнянь термодинамічного стану 
та для розрахунку характеристик, що описують рівноважні та нерівноважні влас-
тивості тіла. Застосування статистичних методів під час побудови макроскопіч-
них моделей дозволяє встановити тісніший зв’язок між макро- та мікроскопічними 
параметрами,  що особливо важливо  для багатокомпонентних тіл. 

1. Термодинамічні моделі твердих сумішей 

Опис методами механіки суцільного середовища багатокомпонентних твердих тіл 
(гомогенних твердих сумішей) базується на започаткованій в 1957-1960 роках 
у працях С. Truеsdell [32, 33] термодинамічній теорії суміші, яка надалі набула 
розвитку в численних працях інших авторів, зокрема, в [3, 5, 7-9, 12, 34-40]. Но-
віша бібліографія цього напрямку міститься в працях [41-44]. Теорія сумішей по-
в’язана з введенням поняття взаємопроникних багатошвидкісних континуумів. 
Багатошвидкісний континуум є сукупність (суперпозиція) певного числа (за кіль-
кістю компонентів) матеріальних континуумів, кожний з яких займає той самий 
об’єм, що й суміш. Для всіх континуумів виконується принцип неперервності 
[3, 5, 31]. Характерною особливістю цієї теорії є те, що для кожного компонента 
вводять відповідні макроскопічні параметри та формулюють парціальні рівняння 
збереження маси, імпульсу, моменту імпульсу, енергії та будують парціальні ви-
значальні рівняння [4, 31]. Така теорія дозволяє послідовно описувати відносний 
рух окремих компонентів тіла й інші процеси, пов’язані, зокрема, з перенесенням 
маси та тепла. Вивчення механічної поведінки багатокомпонентного тіла зво-
диться до розгляду руху матеріальних континуумів, які взаємодіють, обмінюю-
чись масою (за хімічних реакцій), кількістю руху, моментом кількості руху, енер-
гією й ентропією. Термодинамічні аспекти цієї теорії пов’язані з використанням 
підходів раціональної нерівноважної термодинаміки [24, 26]. 

Теорія суміші базується на трьох положеннях: 1) усі властивості суміші є 
наслідок властивостей її окремих компонентів; 2) рух кожного компонента 
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незалежний від руху решти; 3) балансові рівняння для суміші в цілому мають 
таку ж структуру, як і рівняння балансу для однокомпонентного тіла (ці рівняння 
повинні бути формально еквівалентні). Останнє твердження за відомої густини та 
середньомасової швидкості суміші дозволяє визначити параметри суміші через 
введені параметри компонентів. Слід зауважити, що теорія суміші С. Truesdell була 
прийнята більшістю дослідників у тій частині, що стосується балансових співвід-
ношень маси, імпульсу й енергії. Найдокладніше принципи їх побудови викладені 
в монографіях [5, 31]. Однак виникли розбіжності щодо опису термічних ефектів 
[3, 31, 45], а саме, відносно формулювання другого закону термодинаміки (у формі 
нерівності Клаузіуса-Дюгема) для кожного компонента [46, 47] чи для суміші зага-
лом [32], а також стосовно температури — є одна чи різні температури окремих 
компонентів [48, 49]. У найновіших працях [41-43] переважає думка, що обме-
ження на структуру визначальних рівнянь для компонентів, які накладаються 
нерівністю Клаузіуса-Дюгема для суміші в цілому, є достатні. Для станів суміші, 
які мало відхиляються від термодинамічної рівноваги, можна прийняти, що тем-
ператури всіх компонентів однакові. 

Використання теорії суміші для опису термомеханічної поведінки гомогенних 
твердих сумішей пов’язане з рядом суттєвих спрощень. Зокрема, застосовують 
одношвидкісне (дифузійне) наближення [2, 4, 10, 12, 50, 51], за якого конфігура-
ційні (деформаційні) та кінематичні характеристики твердої суміші пов’язують 
з аналогічними характеристиками континуума центрів мас, а швидкості віднос-
ного руху компонентів (що характеризують дифузійний рух у твердому тілі та є 
малі) враховують лише при визначенні концентрацій компонентів. При цьому не-
хтують динамічними й інерційними ефектами, які пов’язані зі швидкістю дифузії. 
Процеси масоперенесення у твердій суміші моделюють із використанням тензор-
ного хімічного потенціалу, що обумовлює побудову парціальних визначальних 
рівнянь [31]. Послідовне використання одноконтинуумного наближення під час 
отримання визначальних рівнянь здійснюють для сумішей, у яких процеси масо-
перенесення описують із використанням скалярного хімічного потенціалу. Це, 
зокрема, тверді суміші, з, так званим, домінантним компонентом — скелетом чи 
основною матрицею, густина якої суттєво більша за густини інших компонентів 
[31, 47]. Такі суміші є слабкі тверді розчини домішкових компонентів [31], рух 
яких розглядають як дифузійний в основній матриці. При цьому швидкість домі-
нантного компонента для твердих сумішей вибирають як характеристичну, а де-
формацію багатокомпонентного твердого тіла пов’язують із деформацією цього 
компонента. При побудові визначальних рівнянь вплив складу суміші враховують 
безпосередньо через концентрації домішкових компонентів і залежність від них 
фізико-механічних характеристик суміші. Слід зауважити, що крім такого оче-
видного застосування теорії суміші до опису термомеханічної поведінки гомо-
генних твердих тіл, концепцію теорії С. Truesdell успішно використовували для 
моделювання гетерогенних тіл. У цьому контексті слід назвати термодинамічні 
моделі дифузії у деформівних пористих твердих тілах, запропоновані в працях 
[31, 46, 52, 53], які застосовували для опису масоперенесення в будівельних мате-
ріалах, зокрема, під час їх осушування. Однак частіше, моделюючи термомеханічну 
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поведінку гетерогенних твердих сумішей, вживають методи теорії гомогенізації 
(усереднення), як для композитних [6], так і пористих [5, 14, 54] матеріалів. Найпов-
ніше основи механіки гетерогенних середовищ викладені в монографіях Р. Нігма-
туліна [3, 4] та O. Coussy [55]. 

У роботі A. Green і P. Nagdi [37] запропоновано принципово інший підхід 
до моделювання суміші, який ґрунтується на глобальному описі без введення пар-
ціальних величин, пов’язаних з окремими компонентами. Зокрема, вводиться по-
няття єдиної температури, хоч температури окремих компонентів можуть бути різні. 

Перелічені теорії твердих сумішей описують взаємозв’язані процеси в них 
внаслідок хімічної, механічної та теплової взаємодії між компонентами, що супрово-
джується обміном масою, імпульсом та енергією. У деяких випадках окремі зі згада-
них явищ у суміші відсутні або настільки несуттєві, що ними нехтують. Тоді вико-
ристовують часткові теорії — із внутрішніми обмеженнями [9, 49]. До них можна 
віднести теорії сумішей, в яких: а) відсутні хімічні реакції [56]; б) температури 
компонентів однакові [10, 31, 43, 57]; в) компоненти не дифундують [46, 48]. 

Теорії твердих сумішей, в яких поряд із перенесенням тепла вивчають пере-
несення маси та їхній взаємозв’язок, називаються термодифузійними («thermodif-
fusion»), на відміну від тих, що стосуються сумішей рідин чи газів і мають назву 
«thermal diffusion» [58]. Механодифузійні теорії [59] досліджують взаємозв’язок 
процесів деформування з процесами перенесення маси, зокрема, механо-дифузійні 
(«elasto-diffusion») та дифузійно-механічні («diffuso-elasto») явища [60-62]. Досліджен-
ня у взаємозв’язку процесів перенесення тепла, маси та деформування — об’єкт 
теорії механотермодифузії [63, 64]  чи термодифузії  деформівних твердих тіл [58]. 

Поряд із згаданими теоріями твердих сумішей окреме місце займає теорія 
твердих розчинів [11, 12, 20], яка є одношвидкісна (дифузійна) теорія. У ній для по-
будови визначальних рівнянь (рівнянь стану та кінетичних співвідношень), які 
характеризують ситуацію у фізично малих елементах багатокомпонентного тіла в ці-
лому (елементів континуума центрів мас), використовують гіпотезу локальної термо-
динамічної рівноваги та методи термодинаміки нерівноважних процесів (локально-
рівноважної термодинаміки) [2, 21, 25]. Процеси масоперенесення моделюють із ви-
користанням скалярного хімічного потенціалу. Побудова теорії деформівних твердих 
розчинів для термодифузії чи механотермодифузії пов’язана з працями Я. Під-
стригача та його наукової школи. У працях [65-67] уперше запропоновано моделі 
механіки суцільного середовища, в яких враховано фізичні процеси дифузійного 
типу. У роботах [15, 68] запропоновано моделі дво- та n-компонентних твердих 
розчинів (у наближенні лінійного термопружного тіла), які описують ряд відомих 
явищ, зумовлених взаємозв’язком процесів деформування, перенесення тепла та ди-
фузії розчиненої речовини, зокрема, так званий, «ефект Горського» [69, 70]. Вплив 
дифузійних процесів на напружений стан тіла в цих моделях враховують через 
концентраційні напруження [71-73], зумовлені нерівномірним розподілом розчи-
неної речовини. Надалі такі моделі узагальнили з урахуванням можливої зміни 
стану домішкових компонентів Я. Бурак, Б. Галапац та Є. Чапля [74, 75]. 

Різні феноменологічні моделі термодифузії та механотермодифузії в де-
формівних твердих розчинах чи пружних деформівних твердих тілах із малою 
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концентрацією розчиненої речовини (твердих тілах із домішками) запропоновані 
в роботах [20, 51, 72, 76-79], з урахуванням в’язкопружної поведінки тіла для се-
редовищ  швидкісного  типу  —  в [80-85],  а для середовищ з пам’яттю  — в [64]. 

Математичні моделі термомеханіки бінарних твердих деформівних розчинів, 
у яких використовують наближення динаміки багатошвидкісного континуума та 
теорії твердих розчинів, з урахуванням ефектів відносного руху компонентів за-
пропоновано Є. Чаплею [17, 86]. На основі локально-градієнтного підходу, запо-
чаткованого у працях [87, 88], у роботі [63] Я. Бурак, Є. Чапля та Т. Нагірний 
отримали вихідні співвідношення локально-градієнтної механотермодифузії. 

2. Моделі механотермодифузії твердих тіл,  
що взаємодіють з електромагнітним полем 

Дослідження електромагнітних, теплових, механічних процесів у взаємозв’язку 
з процесами перенесення маси в деформівних твердих тілах історично було ви-
кликане потребами електронної техніки, зокрема, пов’язане зі створенням нових 
електротехнічних матеріалів (діелектричних, електропровідних, напівпровідни-
кових), а також прогнозуванням електричних, магнітних, теплових і механічних 
властивостей тіл із чужорідними домішками та вивченням їх термомеханічної 
поведінки в умовах комплексних навантажень (механічних, теплових, дифузійних 
та електромагнітних). Відповідні моделі механотермодифузії будували на основі 
термомеханіки суміші та відомих теорій електромеханічної взаємодії [89, 90]. Так, 
у роботах [20, 91] розроблено модель n-компонентного електропровідного твер-
дого розчину з зарядженими підсистемами домішок, яка є узагальненням дефор-
маційної моделі електропровідного неполяризовного неферомагнітного тіла [91]. 
У цій моделі тіло розглядають як суміш n електрично заряджених компонентів 
(позитивно зарядженої ґратки основного металу, електронів провідності та (n – 2)-ох 
видів іонів розчиненої домішкової речовини). Перенесення маси в розглядуваному 
розчині (нехтуючи масою електронів) описували за припущення локальної теп-
лової рівноваги між компонентами з використанням скалярних хімічних потенціалів 
домішкових компонентів і пов’язували з неоднорідністю розподілу полів кон-
центрацій домішок у тілі, температури, деформацій, термодинамічного електрич-
ного потенціалу та силовою дією електромагнітного поля (ЕМП) на заряджені 
домішкові компоненти. Безпосередній вплив масоперенесення на напружений стан 
у тілі пов’язували з концентраційними напруженнями. Узагальнення описаної 
моделі з урахуванням можливої зміни стану домішок (різних шляхів дифузії) 
здійснено Я. Бураком, Б. Галапацем та Є. Чаплею [74, 75]. Термодинамічні моделі 
електропровідних сумішей, як рідких, так і твердих, що враховують взаємозв’язок 
механічних, теплових, дифузійних процесів з електромагнітними, на базі дифу-
зійного наближення розглянуті в працях [10, 21, 31]. Специфіку впливу ЕМП на масо-
перенесення в цих моделях враховували реактивною дифузією іонних компонентів. 

У роботах [92, 93] з використанням підходів раціональної термодинаміки 
та теорії суміші з домінантним компонентом розроблено термодинамічні моделі 
електромеханічної взаємодії у деформівному напівпровідному тілі за п’єзоефекту. 
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У них тіло розглядають як суміш поляризовної діелектричної матриці (домінант-
ного компонента) та n заряджених компонентів, що можуть утворюватися в тілі. 
У цих моделях перерозподіл заряду в тілі (за нехтування магнітними ефектами) 
визначають не тільки процеси генерації носіїв заряду й електронної провідності, 
а й дифузійний рух іонних компонентів у матриці (іонна провідність). 

Вплив постійного електричного поля на процеси масоперенесення в діелект-
ричних тілах (для яких п’єзоелектричні ефекти нехарактерні) вивчали у моногра-
фіях [94, 95]. У відомих моделях електродифузії в неорганічних, полімерних і скля-
них тілах [94, 96] протікання струму в тілі пов’язували з дифузією іонних носіїв, 
зокрема, домішкових, під впливом діючих на них сил електричного поля. 

Численні експериментальні дослідження перенесення речовини в металах 
у постійному електричному полі (під час пропускання постійного струму) дали 
змогу виявити та врахувати в розрахункових моделях електроперенесення іонів 
основного металу чи домішок (в однокомпонентних металах чи в металах із до-
мішками — твердих сплавах) нові явища — захоплення електронами чи елект-
ронними дірками дифундуючих іонів — «електронний і дірковий вітри». Ці явища 
описували рівняннями електродифузії за уточнених (із введенням вимірюваних 
характеристик) виразів для сил, які діють на іони, що дифундують [97, 98]. 

У літературі для кількісного аналізу параметрів взаємозв’язаних механотермо-
дифузійних процесів у деформівному електропровідному неферомагнітному тілі 
з електронейтральними домішками за умов дії ЕМП, запропоновано також розра-
хункові моделі як узагальнення відомих моделей механотермодифузії. У них вплив 
ЕМП на масоперенесення враховували через наявні неоднорідні розподіли дефор-
мацій і температури (механо- та термодифузійні явища). Так, у роботі [99] для 
дослідження впливу сильного постійного магнітного поля (що спричинює стан 
магнітного насичення) на процеси дифузії та термодифузії газової домішки в діа- 
чи парамагнітиках використано відомі моделі термодифузії [50] і магнітотермо-
пружності [100]. У праці [101], присвяченій дослідженню впливу індукційного нагрі-
вання на дифузію електронейтрального розплаву в електропровідному тілі та його 
напружений стан, розрахункову модель будували на основі моделі двокомпонент-
ного  твердого  розчину  [66, 68]  і варіанта  термомеханіки електропровідних тіл [102]. 

Ще одне узагальнення моделей термодифузії для парамагнітних тіл із до-
мішками запропонував B. Maruszewski [103, 104]. Тут враховано вплив магнітних 
властивостей тіла на перенесення маси (магнітотермодифузію) через залежність 
енергетичних характеристик домішок (хімічних потенціалів) від параметрів маг-
нітного поля в тілі. 

Таким чином, у проаналізованих моделях механотермодифузії деформівних 
багатокомпонентних твердих тіл за умов дії ЕМП перенесення маси пов’язують 
із дифузією компонентів внаслідок неоднорідного розподілу концентрацій, тем-
ператури, деформацій і напруженостей електричного чи магнітного полів у тілі, а 
також із дифузією заряджених (іонних) компонентів під впливом сил ЕМП. Вплив 
масоперенесення на напружений стан таких тіл враховують через концентраційні 
напруження, викликані відносною зміною об’єму тіла внаслідок зміни концент-
рації дифундуючих компонентів. 
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Thermomechanical models of multicomponent deformable solids 

Oleksandr Hachkevych, Rostyslav Terletskii 

A brief review and analysis of theories that describe the thermomechanical behavior of multi-
component deformable solids, in particular of homogeneous hard mixtures, have been presented. 
Also, the models for investigation of coupled electromagnetic, mechanical, thermal and diffusive 
processes in solids of various electric conductivity as well as abilities to polarization and magne-
tization are reviewed. 

Модели термомеханики многокомпонентных  
деформируемых твердых тел 

Александр Гачкевич, Ростислав Терлецкий 

Сделан краткий обзор и проанализированы особенности теорий, описывающих термомеха-
ническое поведение многокомпонентных деформируемых твердых тел, в частности, гомо-
генных твердых смесей. Отдельно выделены модели для исследования механических, тепловых 
и диффузионных процессов во взаимосвязи с электромагнитными в поляризирующихся и 
намагничивающихся электропроводных телах. 
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