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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êëàñ çàäà÷ âåêòîðíî¿ åâêë³äîâî¿ êîìá³íàòîðíî¿ îïòè-
ì³çàö³¿ ÿê çàäà÷ äèñêðåòíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà ìíîæèí³ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãó-
ðàö³é, â³äîáðàæåí³é â åâêë³ä³â ïðîñò³ð. Íàâåäåíî âëàñòèâîñò³ ãðàô³â êîìá³íà-
òîðíèõ êîíô³ãóðàö³é, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèêëàäó íîâîãî ìåòîäó. Çàïðî-
ïîíîâàíî äâîåòàïíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ âåêòîðíî¿ åâêë³äîâî¿
êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ ïåðåñòàíîâîê.
Ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó òà ¿õí³é àíàë³ç.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âåêòîðíà çàäà÷à, áàãàòîêðèòåð³éíà îïòèì³çàö³ÿ, êîìá³íàòîð-
íà êîíô³ãóðàö³ÿ, åâêë³äîâ³ êîìá³íàòîðí³ ìíîæèíè, âåêòîðíèé êðèòåð³é,
åâêë³äîâ³ ìîäåë³.

ÂÑÒÓÏ

Ó ðåàëüíèõ çàäà÷àõ âèáîðó íàéêðàùîãî ðîçâ’ÿçêó, ùî ïîñòàþòü íà ïðàêòèö³, çà-
çâè÷àé º ê³ëüêà êðèòåð³¿â îïòèìàëüíîñò³. Ìîæíà íàâåñòè áàãàòî ïðèêëàä³â òèõ
âèïàäê³â, êîëè ïîòð³áíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê, äëÿ ÿêîãî á äîñÿãàëèñÿ íàéêðàù³ çíà-
÷åííÿ â³äðàçó çà ê³ëüêîìà êðèòåð³ÿìè. Çàäà÷ó âèáîðó äåÿêîãî ðîçâ’ÿçêó ç ìíî-
æèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â ç óðàõóâàííÿì ê³ëüêîõ êðèòåð³¿â îïòèìàëüíîñò³ íà-
çèâàþòü âåêòîðíîþ çàäà÷åþ îïòèì³çàö³¿ àáî áàãàòîêðèòåð³éíîþ îïòèì³çàö³éíîþ.
Âåêòîðí³ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ äóæå ïîøèðåí³ â òåõí³÷íîìó ïðîºêòóâàíí³. Öå, íà-
ïðèêëàä, çàäà÷à ïðîºêòóâàííÿ êîìï’þòåðà ç ìàêñèìàëüíîþ øâèäêîä³ºþ, ìàêñè-
ìàëüíèì îá’ºìîì îïåðàòèâíî¿ ïàì’ÿò³ òà ì³í³ìàëüíîþ âàãîþ àáî çàäà÷à
ïðîºêòóâàííÿ åëåêòðè÷íîãî äâèãóíà ç ìàêñèìàëüíîþ ïîòóæí³ñòþ, ìàêñèìàëü-
íèì êîåô³ö³ºíòîì êîðèñíî¿ ä³¿, ì³í³ìàëüíîþ âàãîþ òà ì³í³ìàëüíèìè âèòðàòàìè
åëåêòðîòåõí³÷íî¿ ñòàë³, à òàêîæ íèçêà ³íøèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ [1, 2]. Íà ñüî-
ãîäí³ îñîáëèâî ïîòóæíèìè ñòèìóëàìè äî âèêîíàííÿ äîñë³äæåíü â ãàëóç³ áàãà-
òîêðèòåð³éíî¿ îïòèì³çàö³¿ º ïðàêòè÷í³ ïîòðåáè òà ðîçâèòîê êîìï’þòåðíèõ
³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é. Â³äïîâ³äí³ çàäà÷³ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [2–10], äå
îïèñàíî ð³çí³ ìåòîäè òà ï³äõîäè äî ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ.

Ó òîìó ðàç³, êîëè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïîòð³áíî çíàéòè íà äèñêðåòí³é ìíîæèí³, âîíà
óñêëàäíþºòüñÿ. Òàê³ çàäà÷³ íàëåæàòü êëàñó âåêòîðíèõ äèñêðåòíèõ çàäà÷. Ó ðîáîòàõ
².Â. Ñåðã³ºíêà, Â.Î. ªìåë³÷åâà, Â.Î. Ïåðåïåëèö³, Í.Â. Ñåìåíîâî¿ [7, 8, 11, 12] ïðîâåäå-
íî ñèñòåìàòè÷íå òà âñåá³÷íå âèâ÷åííÿ âåêòîðíèõ äèñêðåòíèõ çàäà÷, çîêðåìà ðîçãëÿíó-
òî ïðîáëåìè çíàõîäæåííÿ ìíîæèí îïòèìàëüíèõ ó ïåâíîìó ðîçóì³íí³ ðîçâ’ÿçê³â,
îäåðæàíî îö³íêè îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ çíàõîäæåííÿ öèõ ìíîæèí, äîñë³äæåíî
ðîçâ’ÿçóâàí³ñòü çàçíà÷åíî¿ ïðîáëåìè ó êëàñ³ àëãîðèòì³â ë³í³éíî¿ çãîðòêè ÷àñòêî-
âèõ êðèòåð³¿â, ÿêèé º íàéïîøèðåí³øèì ìåòîäîì ïîøóêó åëåìåíò³â ìíîæèíè Ïà-
ðåòî äëÿ âåêòîðíèõ çàäà÷, íàäàíî îá´ðóíòóâàííÿ ïîë³íîì³àëüíî ðîçâ’ÿçóâàíèõ
êëàñ³â äèñêðåòíèõ çàäà÷.

Çàäà÷à âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íàáóâàº õàðàêòåðó ìàòåìàòè÷íî¿ îïòè-
ì³çàö³éíî¿ çàäà÷³, êîëè âèçíà÷àºòüñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñò³, ÿêèé ìàº êîíöåïòó-
àëüíèé õàðàêòåð.

Ó áàãàòîö³ëüîâèõ çàäà÷àõ ïîä³áíî äî ³íøèõ çàäà÷àõ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ïðèíöè-
ïè îïòèìàëüíîñò³ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿä³ äåÿêèõ óïîðÿäêóâàíü íà ìíî-
æèí³ àëüòåðíàòèâ, ôóíêö³é êîðèñíîñò³, àáî ÿêèõîñü ôóíêö³îíàë³â â³ä ö³ëüîâèõ
ôóíêö³é, ùî ï³äëÿãàþòü ìàêñèì³çàö³¿. Ó öüîìó âèïàäêó âñ³ òðè âèäè ïðèíöèï³â
º åêâ³âàëåíòíèìè ³ âèá³ð îäíîãî ç íèõ ïîâ’ÿçàíèé ç âèáîðîì ìàòåìàòè÷íî¿
òåõí³êè äëÿ àíàë³çó çàäà÷. Äîñèòü ö³êàâèì ³ ïåðñïåêòèâíèì íàïðÿìîì çàäà÷ âåê-
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òîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ º ¿õíº äîñë³äæåííÿ ç óðàõóâàííÿì êîìá³íàòîðíèõ âëàñòèâîñ-
òåé îáëàñò³ äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â [12, 13]. Öå — çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà
êîìá³íàòîðíèõ ìíîæèíàõ. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¿õ ìîæíà ðîçóì³òè ÿê çàäà÷ó âåê-
òîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà äåÿê³é êîìá³íàòîðí³é ñòðóêòóð³ [14–18].

Äîñë³äæåííÿ çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ îõîïëþþòü äîñèòü øèðîêèé
ñïåêòð ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ïîâ’ÿçàíèõ ç ïîòðåáîþ â ðîçâ’ÿçàíí³ ð³çíèõ âàæ-
ëèâèõ ïðàêòè÷íèõ ïðîáëåì îïòèìàëüíîãî ïëàíóâàííÿ, óïðàâë³ííÿ ³ ïðîºêòóâàí-
íÿ [19–21]. Áàãàòî ìîäåëåé ïðèêëàäíèõ çàäà÷ º çàäà÷àìè êîìá³íàòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿, âëàñòèâîñò³ ÿêèõ øèðîêî âèñâ³òëåí³ â ðîáîòàõ ÿê çàðóá³æíèõ, òàê ³
â³ò÷èçíÿíèõ àâòîð³â [22–26]. Ï³ä çàäà÷àìè êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ðîçóì³þòü
îïòèì³çàö³þ äåÿêî¿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ íà êîìá³íàòîðí³é ìíîæèí³. Ó âèïàäêó
äåê³ëüêîõ ö³ëüîâèõ ôóíêö³é ìàºìî âåêòîðíó çàäà÷ó êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿.
Ð³çí³ êëàñè öèõ çàäà÷ äîñèòü äåòàëüíî äîñë³äæåío â [14–26]. Ïðèêëàäàìè
êîìá³íàòîðíèõ ìíîæèí º ìíîæèíè ïåðåñòàíîâîê, ðîçì³ùåíü, ñïîëó÷åíü òîùî.

Ï³ä ÷àñ â³äîáðàæåííÿ â àðèôìåòè÷íèé åâêë³ä³â ïðîñò³ð êîìá³íàòîðí³ ìíî-
æèíè íàáóâàþòü îñîáëèâèõ âëàñòèâîñòåé [19, 20]. Åâêë³äîâ³ êîìá³íàòîðí³ ìíî-
æèíè º âåðøèííî-ðîçòàøîâàíèìè ìíîæèíàìè ïðîñòîðó ³ â á³ëüøîñò³ âèïàäê³â
çá³ãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ñâîº¿ îïóêëî¿ îáîëîíêè [20, 21]. Ìåòîäè îïòèì³çàö³¿
ë³í³éíèõ, êâàäðàòè÷íèõ ³ îïóêëèõ ôóíêö³é äëÿ ð³çíèõ êëàñ³â âåðøèííî-ðîçòàøî-
âàíèõ ìíîæèí ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [19, 20, 27, 28], à ó âåêòîðí³é ïîñòàíîâö³ —
ó [29, 30]. Êîìá³íàòîðí³ ìíîæèíè ò³ñíî ïîâ’ÿçàí³ ç ïîíÿòòÿì êîìá³íàòîðíî¿
êîíô³ãóðàö³¿. Äîñë³äæåííÿ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é òà ¿õí³õ âëàñòèâîñòåé
îïèñàíî â ðîáîòàõ [20, 27, 28, 30–34].

Ó ö³é ñòàòò³ ñôîðìóëüîâàíî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà
êîìá³íàòîðí³é êîíô³ãóðàö³¿ ïåðåñòàíîâîê ³ çàïðîïîíîâàíî äâîåòàïíèé ï³äõ³ä äî
¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñóòü öüîãî ìåòîäó º òàêîþ: íà ïåðøîìó åòàï³ âåêòîðíó (áàãàòî-
êðèòåð³éíó) çàäà÷ó çâîäÿòü äî îäíîêðèòåð³éíî¿ çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â âåêòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿, íà äðóãîìó — áåçïîñåðåäíüî ðîçâ’ÿçóþòü çàì³ùåíó îäíîêðèòåð³éíó
çàäà÷ó êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç âèêîðèñòàííÿì ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó. Ñë³ä
çàçíà÷èòè, ùî ãîðèçîíòàëüíèé ìåòîä òà éîãî çàñòîñóâàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷
êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç îäí³ºþ ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ îïèñàíî â ðîáîò³ [28],
à îñíîâè öüîãî ìåòîäó çàêëàäåíî ó [27].

Íîâèé ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà êîìá³íàòîðí³é
êîíô³ãóðàö³¿ ïåðåñòàíîâîê íàäàº çìîãó çíàéòè îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¿
çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì äîäàòêîâèõ îáìåæåíü çà ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü êðîê³â. ²ç çàñòîñó-
âàííÿì öüîãî ìåòîäó âèêîíàíî ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè, ùî õàðàêòåðèçóþòü éîãî
ñê³í÷åíí³ñòü ³ ðåçóëüòàòèâí³ñòü, à òàêîæ íàâåäåíî àíàë³ç ¿õí³õ ðåçóëüòàò³â.

Ñòàòòÿ ñêëàäàºòüñÿ ç âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçä³ë³â òà âèñíîâê³â. Ó ðîçä. 1 ³ 2
ñôîðìóëüîâàíî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ òà îïèñàíî âëàñòèâîñò³ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó çà-
äà÷³. Ðîçä. 3 ïðèñâÿ÷åíî äåòàëüíîìó îïèñó çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà êîíô³ãóðàö³¿ ïåðåñòàíîâîê, à ðîçä. 4 — îïèñó
÷èñëîâîãî åêñïåðèìåíòó òà éîãî àíàë³çó.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×² ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß

Íåõàé çàäàíî ìíîæèíè B b b bm� { }1 2, , ,� , A a a an� { }1 2, , ,� , äå A, B —
ñê³í÷åíí³ ìíîæèíè, à � : B A� â³äîáðàæåííÿ, ùî ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæ-
íîìó åëåìåíòó b B� ºäèíèé åëåìåíò a A� , òîáòî a b� �( ). Âèçíà÷èìî
êîíô³ãóðàö³þ çã³äíî ç [20, 35] ÿê â³äîáðàæåííÿ � : B A� , ùî çàäîâîëüíÿº äåÿ-
êèé êîìïëåêñ îáìåæåíü �. Äëÿ á³ëüøîñò³ âèïàäê³â ìîæíà óí³ô³êóâàòè ìíîæè-
íó B, òîáòî åëåìåíòè ìíîæèíè ìîæíà çàì³íèòè ¿õí³ìè ïîðÿäêîâèìè íîìåðà-
ìè. Âñòàíîâèâøè á³ºêòèâíå â³äîáðàæåííÿ ì³æ B òà Jm , J mm � { }1 2, , ,� , îäåð-
æèìî ïåðåòâîðåííÿ â³äîáðàæåííÿ � : B A� ó

� : J Am � . (1)

Êîìá³íàòîðíó êîíô³ãóðàö³þ ìîæíà ïîäàòè êîðòåæåì [20, 35]

� ��, ,A � , (2)
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äå � — â³äîáðàæåííÿ âèãëÿäó (1), ÿêå çàäîâîëüíÿº êîìïëåêñ îáìåæåíü �, A —
ðåçóëüò³âíà ìíîæèíà, åëåìåíòè ÿêî¿ º ñòðîãî âïîðÿäêîâàíèìè.

Ðîçãëÿíåìî ÿê ðåçóëüò³âíó ìíîæèíó ï³ä ÷àñ ôîðìóâàííÿ êîíô³ãóðàö³¿ (2)
ìíîæèíó [20]

A n
� � { }� � �1 2, , ,� , (3)

ùî º ñóêóïí³ñòþ âåêòîð³â îäíàêîâî¿ ðîçì³ðíîñò³ ïðîñòîðó R k , à ÿê � ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíó â³äïîâ³äíèõ îáìåæåíü, ùî âèçíà÷àþòü íåîáõ³äíó êîíô³ãóðàö³þ.

Êîæí³é êîíô³ãóðàö³¿ � � � �� [ , , , ]j j jm1 2
� ïîñòàâèìî ó âçàºìíî-îäíîçíà÷-

íó â³äïîâ³äí³ñòü âåêòîð

x x x x R N k mN
N� � � 	( , , , ) ,1 2 � , (4)

êîìïîíåíòè ÿêîãî º âïîðÿäêîâàíèì íàáîðîì åëåìåíò³â ìóëüòèìíîæèíè
~

( ) , , , , , , , , ,A x a a a a a a a aj j j j j j k j k jm m
� { 1 1 1 2 2 21 2 1 2 1 2

� � , ,� ak jm
}, (5)

çàäàâøè òàêèì ÷èíîì á³ºêòèâíå â³äîáðàæåííÿ � òàêå, ùî

x x� � 
� � � �( ), ( )1 . (6)

Åâêë³äîâîþ êîìá³íàòîðíîþ êîíô³ãóðàö³ºþ (e-êîíô³ãóðàö³ºþ) íàçèâàþòü
â³äîáðàæåííÿ

� �: ( , , )A R N� �� , (7)

äå � : J Am � � , A� — ðåçóëüò³âíà ìíîæèíà âèãëÿäó (3), � — ñèñòåìà îáìå-

æåíü íà â³äîáðàæåííÿ � �, [20, 21].

Îçíà÷åíà åâêë³äîâà êîìá³íàòîðíà êîíô³ãóðàö³ÿ º îáðàçîì êîìá³íàòîðíî¿

êîíô³ãóðàö³¿ (2) â àðèôìåòè÷íîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ R N äëÿ çàäàíèõ â³äîá-

ðàæåíü �, � òà âèçíà÷àº âåêòîð x âèãëÿäó (4). Ìíîæèíó
~

( )A x íàçèâàþòü ³íäóêó-

âàëüíîþ ìóëüòèìíîæèíîþ åâêë³äîâî¿ êîìá³íàòîðíî¿ êîíô³ãóðàö³¿. Íåõàé

E x R xN� �{ : — åâêë³äîâà êîìá³íàòîðíà êîíô³ãóðàö³ÿ âèãëÿäó (7)}. (8)

Ìíîæèíó E Emk� íàçâåìî ìíîæèíîþ åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãó-

ðàö³é ïåðåñòàíîâîê, ÿêùî ³íäóêóâàëüí³ ìíîæèíè óñ³õ éîãî åëåìåíò³â çá³ãàþòüñÿ,

òîáòî � � �x y E A x A y,
~

( )
~

( ).

Íåõàé X E Rmk
m� 
 , à D X
 — ìíîæèíà äîïóñòèìèõ çíà÷åíü e-êîíô³ãó-

ðàö³é, ÿêó âèä³ëÿþòü ³ç X çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè äîäàòêîâèõ îáìåæåíü.

Íåõàé çàäàíî ôóíêö³¿ f X Ri : � 1, i Jn� , ÿê³ º ñêëàäîâèìè êðèòåð³þ îïòè-

ìàëüíîñò³ F x f x f xn( ) ( ( ), , ( ))� 1 � . Ìàºìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî

ðîçâ’ÿçêó:

F x f x f xn( ) ( ( ), , ( ))� �1 � extr, (9)

x D X� 
 . (10)

Çàäà÷à (9), (10) º çàäà÷åþ âåêòîðíî¿ åâêë³äîâî¿ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿.

Íåõàé óñ³ ñêëàäîâ³ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ º ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè, òîáòî

f x c x i J j Ji ij j n m( ) , ,� � � � � , (11)

à D âèä³ëÿþòü ç X çà äîïîìîãîþ ë³í³éíèõ îáìåæåíü.

Òîä³ çàäà÷à (9), (10) íàáóâàº òàêîãî âèãëÿäó: çà óìîâè (10) çíàéòè ìíîæèíó X �

îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü ôóíêö³é

f x c x i J j Ji ij j n m( ) , ,� � � � � �extr ,
(12)

X E Amk
� � (

~
) ,

äå D ôîðìóþòü çà äîïîìîãîþ îáìåæåíü âèãëÿäó

� � � � �a x b i J j Jij j i k m, , . (13)
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Çàäà÷à (12), (13) áóäå âåêòîðíîþ çàäà÷åþ ë³í³éíî¿ åâêë³äîâî¿ êîìá³íàòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿ ç äîäàòêîâèìè ë³í³éíèìè îáìåæåííÿìè [12, 16].

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïðîáëåìà â³äøóêàííÿ âñ³õ åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â (îö³íîê)
çàäà÷³ (12), (13) ñòàíîâèòü íå ëèøå òåîðåòè÷íèé, à é âåëèêèé ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ. Öå
ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî ïîáóäîâà âñ³º¿ ìíîæèíè åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â àáî äåÿêî¿ äî-
ñèòü øèðîêî¿ ¿¿ ï³äìíîæèíè º îäíèì ³ç ïåðøèõ åòàï³â ö³ëî¿ íèçêè ïðîöåäóð îïòè-
ìàëüíîãî âèáîðó çà íàÿâíîñò³ áàãàòüîõ êðèòåð³¿â [4, 12–14]. Ó âèïàäêó âåêòîðíî¿
êîìá³íàòîðíî¿ çàäà÷³ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çíà÷íî óñêëàäíþºòüñÿ. Ïðîòå ÿêùî ðîçãëÿíóòè
çàäà÷ó (12), (13) áàãàòîêðèòåð³éíî¿ åâêë³äîâî¿ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿, ö³ ñêëàä-
íîù³ ìîæíà ïîäîëàòè çà ðàõóíîê âèêîðèñòàííÿ ñïåöèô³êè çàäà÷³, çîêðåìà, âðàõó-
âàííÿ âëàñòèâîñòåé êîíêðåòíèõ åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é òà ö³ëüîâèõ
ôóíêö³é, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ íà öèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ.

Ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü ìåòîä³â ïîáóäîâè ìíîæèíè åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â âåê-
òîðíèõ çàäà÷ ´ðóíòóºòüñÿ íà òèõ ÷è ³íøèõ óìîâàõ îïòèìàëüíîñò³. Íàé÷àñò³øå âè-
êîðèñòîâóþòü òàê³ íåîáõ³äí³ óìîâè: ÿêùî òî÷êà º åôåêòèâíîþ, òî âîíà º ðîçâ’ÿç-
êîì çàäà÷³ ìàêñèì³çàö³¿ àáî ì³í³ì³çàö³¿ (ìîæëèâî, çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ îáìå-
æåíü) ÷èñëîâî¿ ôóíêö³¿ ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó äëÿ íàëåæíèì ÷èíîì ïðèçíà÷åíèõ
âåëè÷èí ïàðàìåòð³â, ùî âõîäÿòü ó öþ ôóíêö³þ, òà (àáî) îáìåæåííÿ. Îòæå, çàäà÷à
çíàõîäæåííÿ âñ³õ åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â çâîäèòüñÿ äî â³äïîâ³äíî¿ ñêàëÿðíî¿ ïà-
ðàìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿. Òàêó çàì³íó çàäà÷³ ç âåêòîðíèì êðèòåð³ºì ïàðà-
ìåòðè÷íîþ ñ³ì’ºþ çâè÷àéíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ÷àñòî íàçèâàþòü ñêàëÿðè-
çàö³ºþ ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³. ßêùî âèêîðèñòîâóâàí³ óìîâè îïòèìàëüíîñò³ º äîñ-
òàòí³ìè, òî ìíîæèíà ðîçâ’ÿçê³â ïàðàìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ º øóêàíîþ ìíîæèíîþ
åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â âèõ³äíî¿ çàäà÷³. Â ³íøîìó âèïàäêó ïîáóäîâàíà øëÿõîì
ñêàëÿðèçàö³¿ ìíîæèíà ìîæå ì³ñòèòè çàéâ³ òî÷êè, ÿê³ ñë³ä âèÿâèòè òà âèëó÷èòè.

Çäåá³ëüøîãî ñóòü ìåòîä³â âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ïîëÿãàº ó çâåäåíí³ ïîñòàâëå-
íî¿ çàäà÷³ äî îäíîêðèòåð³éíî¿ øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ð³çíèõ ïðèéîì³â. Îäíèì ³ç
ïîøèðåíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ º ìåòîä çâåäåííÿ áà-
ãàòîêðèòåð³éíî¿ çàäà÷³ äî îäíîêðèòåð³éíî¿ çà äîïîìîãîþ çãîðòàííÿ âåêòîðíîãî
êðèòåð³þ â ñóïåðêðèòåð³é [10, 12]. Ïðè öüîìó êîæíèé êðèòåð³é ìíîæàòü íà
â³äïîâ³äíèé éîìó âàãîâèé êîåô³ö³ºíò, à ïîò³ì ðåçóëüòàòè äîäàþòü.

Çàãàëîì áóäü-ÿê³ ìåòîäè áàãàòîêðèòåð³éíî¿ îïòèì³çàö³¿ º ÷èñåëüíîþ
ðåàë³çàö³ºþ ïåâíîãî ïðàâèëà âèáîðó åôåêòèâíî¿ (Ïàðåòî-îïòèìàëüíî¿), ñëàáî
åôåêòèâíî¿ (îïòèìàëüíî¿ çà Ñëåéòåðîì), ñòðîãî åôåêòèâíî¿ (îïòèìàëüíî¿ çà
Ñìåéëîì) àëüòåðíàòèâ. Çàçâè÷àé ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàìàãàþòüñÿ çíàéòè
ðîçâ’ÿçêè, îïòèìàëüí³ çà Ïàðåòî. Îïòèìàëüí³ñòü çà Ïàðåòî îçíà÷àº, ùî çíà÷åííÿ
áóäü-ÿêîãî ³ç ÷àñòêîâèõ êðèòåð³¿â ìîæíà çá³ëüøèòè ëèøå çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ
çíà÷åííÿ õî÷à á îäíîãî ç ³íøèõ ÷àñòêîâèõ êðèòåð³¿â. Äëÿ ñëàáî åôåêòèâíî¿
îö³íêè (ðîçâ’ÿçêó) íå çíàéäåòüñÿ òàêà îö³íêà (ðîçâ’ÿçîê), ÿêà áóëà á á³ëüøîþ îä-
íî÷àñíî çà âñ³ìà ÷àñòêîâèìè êðèòåð³ÿìè.

Â³äøóêàííÿ âñ³õ åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â ñòàíîâèòü âåëèêèé ïðàêòè÷íèé ³íòå-
ðåñ. Êîíöåïö³ÿ òåîð³¿ ïðèéíÿòòÿ ð³øåííÿ â çàäà÷àõ áàãàòîêðèòåð³éíî¿ îïòèì³çàö³¿
ÿê ïåðâèííîãî åëåìåíòó ðîçãëÿäàº ðîçâ’ÿçîê, ÿê âèá³ð îäí³º¿ ç íèçêè àëüòåðíàòèâ.

Â³äïîâ³äíî äî â³äîìîãî ïðèíöèïó Åäæâîðòà–Ïàðåòî, áóäü-ÿêèé îáðàíèé
âàð³àíò àëüòåðíàòèâè ìàº áóòè Ïàðåòî-îïòèìàëüíèì [5, 12]. Íà æàëü, ó ïåðå-
âàæí³é ê³ëüêîñò³ áàãàòîêðèòåð³éíèõ çàäà÷ ìíîæèíà Ïàðåòî âèÿâëÿºòüñÿ äîñèòü
øèðîêîþ ³ êîíêðåòíèé âèá³ð â ¿¿ ìåæàõ íå º î÷åâèäíèì. ×åðåç öå âèíèêàº ïðî-
áëåìà çâóæåííÿ ìíîæèíè Ïàðåòî, ïîâ’ÿçàíà ç âèáîðîì òîãî ÷è ³íøîãî êîíêðåò-
íîãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî âàð³àíòà ÿê «íàéêðàùîãî». Ïîçèòèâíå ðîçâ’ÿçàííÿ
ö³º¿ ïðîáëåìè ñòàíîâèòü âåëèêèé ³íòåðåñ íà ïðàêòèö³, îñê³ëüêè â êîíêðåòíèõ
ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ çàçâè÷àé ïîòð³áíî îáìåæèòèñü îäíèì îáðàíèì âàð³àíòîì
àáî ïîð³âíÿíî ìàëîþ ¿õíüîþ ê³ëüê³ñòþ.

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âåêòîðíèõ çàäà÷ íà êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ âàæëè-

âî âðàõîâóâàòè ñïåöèô³êó êîìá³íàòîðíî¿ ìíîæèíè. Öå íàäàº çìîãó çâóçèòè îáëàñòü

ïîøóêó åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Ïåðñïåêòèâíèì º âèêîðèñòàííÿ çâ’ÿçêó êîìá³íàòîð-
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íèõ êîíô³ãóðàö³é ç òåîð³ºþ ãðàô³â. Ó ðîáîòàõ [27, 28, 31, 35] äîñë³äæåíî ãðàôè

êîìá³íàòîðíèõ áàãàòîãðàííèê³â, ó [28] îïèñàíî ïîäàííÿ êîìá³íàòîðíèõ ìíîæèí

ó âèãëÿä³ ãð³ä-ãðàô³â òà ñòðóêòóðíèõ ãðàô³â. Äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëàäó ìàòåð³àëó

ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñò³ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó çàäà÷³.

2. ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎÃÎ ÃÐÀÔÓ ÇÀÄÀ×²

ßê áóëî çàçíà÷åíî, ñôîðìóëüîâàíó âèùå çàäà÷ó (12), (13) äàë³ ðîçãëÿäàþòü íà
êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ ïåðåñòàíîâîê. Äîñë³äèìî ïðåäñòàâëåííÿ ìíîæè-
íè åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é ïåðåñòàíîâîê ó âèãëÿä³ ñòðóêòóð-
íîãî ãðàôó. Ðîçãëÿíåìî ï³äìíîæèíè �X ìíîæèíè êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é
X , åëåìåíòè ÿêî¿ ìàþòü âèãëÿä x x x xm� ( , , , )1 2 � . Ï³äìíîæèíó �X ôîðìóþòü
çà ïåâíîþ îçíàêîþ, íàïðèêëàä, çà h çàêð³ïëåíèìè êîîðäèíàòàìè. Íåõàé çàäàíî
ë³í³éíó ôóíêö³þ, êîåô³ö³ºíòè ÿêî¿ âïîðÿäêîâàí³ çà çðîñòàííÿì, òîáòî

f x c x i Ji i m( ) ,� � � � , c c cm1 2� � �� . (14)

Îïèøåìî ïîíÿòòÿ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó. Íåõàé G V UX '(
~

,
~

) — ãðàô ï³äìíîæè-

íè �X êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é X , ïðè÷îìó ìíîæèíó �X ñòðóêòóðîâàíî ó òà-
êèé ñïîñ³á, ùî � � � � � � � �X X X X1 2 � �. Ïðè öüîìó êîæíà ï³äìíîæèíà �X i ,
i J� �, â³äïîâ³äàº âåðøèíàì ³ç h çàêð³ïëåíèìè êîîðäèíàòàìè òà ïðåäñòàâëåíà

äâîìà âåðøèíàìè xi
0 òà xi

st òàêèìè, ùî äëÿ ôóíêö³¿ f x( ) âèãëÿäó (14) ñïðàâäæó-

þòüñÿ óìîâè:

f x f xi
x X i

( ) max ( )0 �
� �

,
(15)

f x f xi
st

x X i

( ) min ( )�
� �

,

à ðåáðàìè ãðàôó G V UX ' (
~

,
~

) º òàê³, ùî ç’ºäíóþòü â³äïîâ³äí³ âåðøèíè xi
0 , xi

st

òà âåðøèíè, óòâîðåí³ ïîñë³äîâíèìè òðàíñïîçèö³ÿìè çàêð³ïëåíèõ êîîðäèíàò.
Òîä³ òàêèé ãðàô íàçèâàòèìåìî ñòðóêòóðíèì ãðàôîì ìíîæèíè åâêë³äîâèõ êîì-

á³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é ³ ïîçíà÷àòèìåìî G V U h
S
X (

~
,

~
, ).

Âèçíà÷àëüíèìè äëÿ ïîáóäîâè ñòðóêòóðíîãî ãðàôó º éîãî âåðøèíè, âëàñòè-

âîñò³ ÿêèõ îïèñóþòü óìîâîþ (15). Ö³ âåðøèíè x x Xi i
st

i
0 , � � , i J� �, ñòðóêòóðíîãî

ãðàôó G V U h
S
X (

~
,

~
, ), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (15), íàçèâàþòü â³äïîâ³äíî âåð-

øèíàìè âèòîêó òà ñòîêó G V U h
S
X (

~
,

~
, ), à âåëè÷èíà � º ð³âíåì ñòðóêòóðíîãî ãðàôó.

Òâåðäæåííÿ 1. Ê³ëüê³ñòü ð³âí³â ñòðóêòóðíîãî ãðàôó G V U
S
X (

~
,

~
, )1 äîð³âíþº

ê³ëüêîñò³ ð³çíèõ åëåìåíò³â òâ³ðíî¿ ìíîæèíè A äëÿ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é,
òîáòî ïîòóæíîñò³ ¿¿ îñíîâè S A( ).

Äëÿ ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíü öÿ âåëè÷èíà äîð³âíþº ïîòóæíîñò³ A. Çà íà-
ÿâíîñò³ ïîâòîðåíü âîíà áóäå äîð³âíþâàòè ê³ëüêîñò³ ð³çíèõ åëåìåíò³â. Öÿ âåëè÷è-
íà º âàæëèâîþ ï³ä ÷àñ îö³íþâàííÿ åôåêòèâíîñò³ ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó, ÿêèé
áóäå çàñòîñîâàíî íàäàë³ ÿê äîäàòêîâèé. Â îñíîâó öüîãî ìåòîäó ïîêëàäåíî âèêî-
ðèñòàííÿ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó ìíîæèíè å-êîíô³ãóðàö³é ïåðåñòàíîâîê òà éîãî
âëàñòèâîñòåé. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ïîáóäîâè òàêèõ ãðàô³â.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé ìàºìî X — ìíîæèíó åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãó-
ðàö³é ïåðåñòàíîâîê ³ç ìíîæèíè A � { }1 2 2 3 4, , , , . Ïîêëàäåìî h �1, òîáòî çàêð³ïèìî
ëèøå îäíó êîîðäèíàòó. Îñê³ëüêè ìíîæèíà A ìàº ÷îòèðè ð³çí³ åëåìåíòè, îäåðæèìî

÷îòèðè ï³äìíîæèíè òàêèõ, ùî x
4
1 4� , x

4
2 3� , x

4
3 2� , x

4
4 1� . Ìàºìî â³äïîâ³äíî ÷îòè-

ðè ïàðè âåðøèí xi
0 òà xi

st : x
1
0 3 2 2 1 4� ( , , , , ), x st

1
1 2 2 3 4� ( , , , , ), x

2
0 4 2 2 1 3� ( , , , , ),

xst
2 1 2 2 4 3� ( , , , , ), x3

0 4 3 2 1 2� ( , , , , ), xst
3 1 2 3 4 2� ( , , , , ), x4

0 4 3 2 2 1� ( , , , , ),

xst
4 2 2 3 4 1� ( , , , , ). Ïîçíà÷èìî âåðøèíè íà ãðàô³ G V U

S
X (

~
,

~
, )1 , ïîäàíîìó íà ðèñ. 1.
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Íà ðèñ. 1 ïîçíà÷åíî ð³âí³ ñòðóê-
òóðíîãî ãðàôó G4 , G3 , G2 , G1, íîìåðè
ÿêèõ â³äïîâ³äàþòü çàêð³ïëåíèì êîîð-
äèíàòàì.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ìàºìî X —
ìíîæèíó åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ
êîíô³ãóðàö³é ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåí-
íÿìè ³ç ìíîæèíè A � { }1 2 2 3 3 4 5 6, , , , , , , .
Ïîêëàäåìî h � 2, òîáòî çàêð³ïèìî äâ³
îñòàíí³ êîîðäèíàòè. Âðàõîâóþ÷è
óí³êàëüí³ åëåìåíòè ìíîæèíè A, îäåð-
æèìî òàêó ìíîæèíó ïàð êîîðäèíàò:

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), (6 5 6 4 6 3 6 2 6 1 5 6 5 4 5 3 5 2 5 1 4 6 4 5, ), ( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), (4 3 4 2 4 1 3 6 3 5 3 4 3 2 3 1 2, ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )6 2 5 2 4 2 3 2 1 ,

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 6 1 5 1 4 1 3 1 2 }.

Îòæå, ìàºìî òðèäöÿòü ð³âí³â ñòðóêòóðíîãî ãðàôó òà â³äïîâ³äíó ê³ëüê³ñòü ïàð

âåðøèí xi
0 òà xi

st . Ïîçíà÷èìî ¿õ âèá³ðêîâî íà ðèñ. 2.

Âëàñòèâîñò³ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ íà ñòðóêòóðíîìó ãðàô³ îïèñóþòü òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé çàäàíî ôóíêö³þ f x( ) âèãëÿäó (6) íà ñòðóêòóðíîìó

ãðàô³ ìíîæèíè e-êîíô³ãóðàö³é G V U h
S
X (

~
,

~
, ) ³ çàäàíî çíà÷åííÿ B. Òîä³ âèêî-

íóºòüñÿ îäíà ç òàêèõ óìîâ:

à) ÿêùî f xi( )0 �, òî � � � �x X f x Bi : ( ) ;

á) ÿêùî f x Bi
st( ) � , òî � � � �x X f x Bi : ( ) ;

â) ÿêùî f x B f xi i
st( ) ( )0 � � , òî � � � ��X Xi B, , � � � � ��X x X f x Bi B i, : ( ){ },

� � � ��X XB , � � � � ��X x X f x Bi B i, : ( ){ }.
²ç òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâàº, ùî çà äîïîìîãîþ îö³íþâàííÿ ð³âí³â ñòðóêòóðíîãî

ãðàôó ìíîæèíè åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é ìîæíà âèçíà÷èòè ïîä-
àëüøèé íàïðÿìîê ðóõó ãðàôîì âãëèá. Îòæå, äàë³ âèçíà÷èìî ñòðóêòóðíèé

îð³ºíòîâàíèé ãðàô
�

G V U h
S
X (

~
,

~
, ) (ðèñ. 3).
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G4

G3

G2

G1

x1 � (3, 2, 2, 1, 4)0

x2 � (4, 2, 2, 1, 3)0

x3 � (4, 3, 2, 1, 2)0

x4 � (4, 3, 2, 2, 1)0 x
4

� (2, 2, 3, 4, 1)st

x
1

� (1, 2, 2, 3, 4)st

x
2

� (1, 2, 2, 4, 3)st

x
3

� (1, 2, 3, 4, 2)st

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðíèé ãðàô G V US
X (

~
,

~
, )1

x5, 6
0

x3, 4
stx6, 5

0

x6, 4
0

x6, 3
0

x6, 2
0

x6, 1
0

x1, 4
0

x2, 4
0

x3, 4
0

x5, 4
0

x5, 6
st

x6, 5
st

x6, 4
st

x6, 3
st

x6, 2
st

x6, 1
st

x1, 4
st

x2, 4
st

x5, 4
st

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðíèé ãðàô G V US
X (

~
,

~
, )2



²íàêøå êàæó÷è, äëÿ îö³íþâàííÿ çíà÷åííÿ
ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ ñïî÷àòêó ñë³ä ðîçãëÿäàòè ñòðóê-

òóðíèé ãðàô
�

G V U
S
X (

~
,

~
, )1 , âèçíà÷àþ÷è çíà÷åííÿ

ôóíêö³¿ ó éîãî âåðøèíàõ. Ïîñë³äîâíèé ðîçãëÿä
ñòðóêòóðíèõ ãðàô³â ìíîæèí åâêë³äîâèõ êîìá³íà-

òîðíèõ êîíô³ãóðàö³é
�

G V U
S
X (

~
,

~
, )1 ,

�

G V U
S
X (

~
,

~
, )2 ,

�

G V U
S
X (

~
,

~
, )3 ,… íàçèâàþòü çàíóðåííÿì ó ñòðóê-

òóðíèé ãðàô G
S
X .

Íàâåäåí³ òâåðäæåííÿ òà âëàñòèâîñò³ ñòðóê-
òóðíèõ ãðàô³â ìíîæèí åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ
êîíô³ãóðàö³é âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îïèñó äâîåòàï-

íîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà êîìá³íàòîðíèõ
êîíô³ãóðàö³ÿõ.

3. ÄÂÎÅÒÀÏÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ× ÂÅÊÒÎÐÍÎ¯ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯
ÍÀ ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÈÕ ÊÎÍÔ²ÃÓÐÀÖ²ßÕ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Îñê³ëüêè çàäà÷à º âåêòîðíîþ àáî áàãàòîêðèòåð³éíîþ, ïîòð³áíî ñêîðèñòàòèñÿ
ìåòîäàìè âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿.

Ó âèïàäêó áàãàòîêðèòåð³éíî¿ îïòèì³çàö³¿ âèíèêàþòü òðè ïðîáëåìè. Ïåðøà
ïðîáëåìà ïîâ’ÿçàíà ç âèáîðîì ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñò³. Ó ìàòåìàòè÷íîìó àñïåêò³
âîíà º åêâ³âàëåíòíîþ çàäà÷³ âïîðÿäêóâàííÿ âåêòîðíèõ ìíîæèí, à âèá³ð ïðèíöèïó
îïòèìàëüíîñò³ — âèáîðó â³äíîøåíü ïîðÿäêó. Äðóãà ïðîáëåìà ïîâ’ÿçàíà ç íîð-
ìàë³çàö³ºþ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ F x f x f xn( ) ( ( ), , ( ))� �1 � extr . Öÿ ïðîáëåìà
ïîñòàº òîä³, êîëè ÷àñòèíí³ êðèòåð³¿ ìàþòü ð³çí³ îäèíèö³ âèì³ðó, òîìó ¿õ ñë³ä ïðè-
âåñòè äî ºäèíîãî ìàñøòàáó âèì³ðó, òîáòî íîðìàë³çóâàòè. Òðåòÿ ïðîáëåìà ïîâ’ÿ-
çàíà ç óðàõóâàííÿì ïð³îðèòåòó (ñòóïåíÿ âàæëèâîñò³) ÷àñòèííèõ êðèòåð³¿â. ×àñòî
äëÿ âðàõóâàííÿ ïð³îðèòåòó ââîäÿòü âåêòîð ðîçïîä³ëó âàæëèâîñò³ àáî çíà÷èìîñò³
êðèòåð³¿â f x c xi ij j( ) � � � , i Jn� , j Jm� . Óñ³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ âåêòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿ îá’ºäíóº çàãàëüíèé ïðèéîì ïîøóêó íàéêðàùîãî ðîçâ’ÿçêó, â ÿêîìó
âåêòîðíèé êðèòåð³é ó òîé ÷è ³íøèé ñïîñ³á ïåðåòâîðþþòü íà ñêàëÿðíó ö³ëüîâó
ôóíêö³þ, à ïîò³ì ðîçâ’ÿçóþòü çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó
ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ F x( ) ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (12), (13) íå áóäå íàäòî ñêëàäíèì.

Íà ïåðøîìó åòàï³ çàñòîñîâóþòü â³äîìèé ìåòîä ïîñë³äîâíèõ ïîñòóïîê
ó äåÿê³é ìîäèô³êàö³¿ äî çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç áàãàòüìà êðèòåð³ÿìè.

Ìåòîä ïîñë³äîâíèõ ïîñòóïîê ðîçâ’ÿçàííÿ áàãàòîêðèòåð³éíèõ çàäà÷ çàñòîñî-
âóþòü òîä³, êîëè ÷àñòèíí³ êðèòåð³¿ ìîæíà âïîðÿäêóâàòè â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ âàæ-
ëèâîñò³ [1, 12]. Ïðèïóñòèìî, ùî âñ³ êðèòåð³¿ ìàêñèì³çóþòüñÿ ³ ïðîíóìåðîâàí³
â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ ¿õíüî¿ âàæëèâîñò³. Ñïî÷àòêó âèçíà÷àþòü ì³í³ìàëüíå (àáî
ìàêñèìàëüíå) çíà÷åííÿ ïåðøîãî çà âàæëèâ³ñòþ êðèòåð³þ â îáëàñò³ äîïóñòèìèõ
ð³øåíü ³ ðîçâ’ÿçóþòü îäíîêðèòåð³éíó çàäà÷ó. Ïîò³ì ïðèçíà÷àþòü, âèõîäÿ÷è ç
ïðàêòè÷íèõ ì³ðêóâàíü ³ ïðèéíÿòî¿ òî÷íîñò³, âåëè÷èíó äîïóñòèìîãî â³äõèëåííÿ
(åêîíîì³÷íî âèïðàâäàíî¿ ïîñòóïêè) êðèòåð³þ ³ â³äøóêóþòü ì³í³ìàëüíå (ìàêñè-
ìàëüíå) çíà÷åííÿ äðóãîãî êðèòåð³þ çà óìîâè, ùî çíà÷åííÿ ïåðøîãî ïîâèííî
â³äõèëÿòèñÿ â³ä ìàêñèìàëüíîãî íå á³ëüøå í³æ íà âåëè÷èíó äîïóñòèìî¿ ïîñòóïêè,
òîáòî ðîçâ’ÿçóþòü íàñòóïíó îäíîêðèòåð³éíó çàäà÷ó.

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä ïîñë³äîâíèõ ïîñòóïîê çã³äíî ç [12] äëÿ çàäà÷³ (12), (13).
Äëÿ ñïðîùåííÿ îïèñó ìåòîäó ïîêëàäåìî f i � min, i Jm� . Ñïåðøó çä³éñíþþòü
óïîðÿäêóâàííÿ êðèòåð³¿â îïòèì³çàö³¿ çà ñïàäàííÿì ¿õíüî¿ âàæëèâîñò³
f f f m1 2� �� � . Ðàíæóâàííÿ êðèòåð³¿â ïðèçâîäèòü äî ëåêñèêîãðàô³÷íîãî ðîç-
â’ÿçêó çàäà÷³. Âåêòîð

�
x X� º ëåêñèêîãðàô³÷íèì ðîçâ’ÿçêîì, ÿêùî äëÿ âñ³õ

�
� �x X

âèêîíóºòüñÿ óìîâà
� � � �
f x f xlex( ) ( )� � .

Äàë³ çíàõîäÿòü îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ ïåðøîãî êðèòåð³þ: f f x1 1
� � min ( ),

x D� . Âèçíà÷àþòü âåëè÷èíó äîïóñòèìî¿ ïîñòóïêè ( )f f1 1
� � � , äî ñèñòåìè îáìå-
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Gl

G2

G1

Gl 
1

Ðèñ. 3. Ñòðóêòóðíèé îð³ºíòîâàíèé

ãðàô
�

G V U hS
X (

~
,

~
, )



æåíü äîäàþòü íåð³âí³ñòü f x f f1 1 1( ) � �� � ³ çíàõîäÿòü îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ äðó-

ãîãî çà ïð³îðèòåòí³ñòþ êðèòåð³þ. Êîëè ïðîöåäóðà âèêîíàíà äëÿ êîæíîãî ç m êðè-
òåð³¿â ³ çàäàí³ ïîñòóïêè íå ïåðåá³ëüøåí³, òî ðîçâ’ÿçîê ââàæàºòüñÿ îïòèìàëüíèì.

Îïèñàíî ïåðøèé åòàï çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ âåêòîð-
íî¿ îïòèì³çàö³¿ íà êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ, àëå äàë³ ñë³ä âðàõóâàòè ñïå-
öèô³êó çàäà÷³ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿. ²íàêøå êàæó÷è, íà äðóãîìó åòàï³ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ çàïðîïîíîâàíî¿ çàäà÷³ ïîòð³áíî çàñòîñóâàòè êîìá³íàòîðíèé ìåòîä,
âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é. Â³äîìî, ùî äîñèòü åôåê-
òèâíèì º ãîðèçîíòàëüíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿,
ÿêèé âèêîðèñòîâóº âëàñòèâîñò³ îð³ºíòîâàíîãî ãðàôó.

Ðîçãëÿíåìî äîïîì³æíó ïðîöåäóðó îáõîäó ó ñòðóêòóðíîìó îð³ºíòîâàíîìó
ãðàô³ ìíîæèíè åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é ïåðåñòàíîâîê. Öÿ ïðîöå-
äóðà º îñíîâîþ ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó ³ ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ êðîê³â.

Êðîê 0. Óâåäåìî êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíîãî îáìåæåííÿ çàäà÷³ g x b( ) � , óïîðÿä-

êóâàâøè êîåô³ö³ºíòè çàäàíî¿ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿-îáìåæåííÿ çà çðîñòàííÿì

g x c xi

i

m

i( ) �
�
�

1

, òîä³ ôóíêö³ÿ íàáóâàº âèãëÿäó

Rg x c x c xn n( ) ~ ~� � �1 1 � , ~ ~ ~c c cm1 2� � �� .

Êðîê 1. Áóäóºìî ñòðóêòóðíèé ãðàô ìíîæèíè X åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ

êîíô³ãóðàö³é ïåðåñòàíîâîê G V U h
S
X (

~
,

~
,
~

),
~
h �1, òîáòî ç îäí³ºþ çàêð³ïëåíîþ êîîð-

äèíàòîþ.

Êðîê 2. Ê³ëüê³ñòü âåðøèí ãðàôó G V U h
S
X (

~
,

~
,

~
) âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ

|
~

|
!

(
~

)!
V

m

m h
�

	 �

� 


2
, äå �m — ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ åëåìåíò³â îñíîâè ìíîæèíè X .

Êðîê 3. Îá÷èñëþºìî çíà÷åííÿ g x( ) ó âåðøèíàõ ãðàôó G V U h
S
X (

~
,

~
,

~
), ÿê³

çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ñòðóêòóðíîãî ãðàôó áóäóòü äîð³âíþâàòè ì³í³ìóìó òà ìàêñè-

ìóìó íà êîæíîìó ð³âí³ ãðàôó G V U
S
X (

~
,

~
, )1 .

Êðîê 4. Âèçíà÷àºìî ð³âí³ ãðàôó, ùî ì³ñòÿòü øóêàí³ âåðøèíè, ÿê³ çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó g x b( ) � , âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2. Çá³ëüøóºìî ê³ëüê³ñòü

çàô³êñîâàíèõ êîîðäèíàò, òîáòî
~ ~
h h� �1. ßêùî

~
h m� , ôîðìóºìî íàá³ð ñòðóêòóð-

íèõ ãðàô³â, ÿê³ º ï³äãðàôàìè çàãàëüíîãî ãðàôó,
�

G V U h
S

X 1 (
~
,

~
,

~
),

�

G V U h
S

X 2 (
~

,
~

,
~

),…

�

�

, (
~

,
~

,
~

)G V U h
S

X l (âèêîíóºìî çàíóðåííÿ â ãðàô
�

G
S
X ) , ïåðåõîäèìî íà êðîê 3 ³ ïî-

âòîðþºìî äîñë³äæåííÿ äëÿ êîæíîãî ³ç l ãðàô³â, äå l — ê³ëüê³ñòü ð³âí³â, äëÿ ÿêèõ
ïîòð³áíî âèêîíàòè ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ.

Êðîê 5. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó, ôîðìóºìî ìíî-
æèíó D òàêèõ åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é, äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ
óìîâà g x b( ) � .

Îòæå, â ðåçóëüòàò³ îá’ºäíàííÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó ç ìåòîäîì ïîñë³äîâ-
íèõ ïîñòóïîê îäåðæèìî äâîåòàïíèé ìåòîä, ùî âðàõîâóº âëàñòèâîñò³ êîìá³íàòîð-
íî¿ êîíô³ãóðàö³é, ñïåöèô³êó êîìá³íàòîðíèõ çàäà÷ ³ îñîáëèâîñò³ áàãàòîêðè-
òåð³éíî¿ îïòèì³çàö³¿. Îïèøåìî éîãî òàêîþ ïîñë³äîâí³ñòþ êðîê³â.

1. Óâåäåìî äàí³ çàäà÷³: åëåìåíòè òâ³ðíî¿ ìíîæèíè A åâêë³äîâèõ êîìá³íà-
òîðíèõ êîíô³ãóðàö³é ïåðåñòàíîâîê, êðèòåð³¿ îïòèìàëüíîñò³ f xi ( ) min� , i Jm� ,
ë³í³éí³ îáìåæåííÿ çàäà÷³ g x bi i( ) � , i Jk� .

2. Äëÿ êîæíîãî k ç îáìåæåíü ïîáóäóºìî ñòðóêòóðíèé îð³ºíòîâàíèé ãðàô òà
âèêîíàºìî éîãî äîñë³äæåííÿ â³äïîâ³äíî äî ïðîöåäóðè ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó,
îïèñàíîãî âèùå, îäåðæàâøè ìíîæèíè Di , i Jk� .

3. Çíàéäåìî ìíîæèíó D D D Dk
� � � � �1 2 � .

4. Óïîðÿäêóºìî êðèòåð³¿ çà ïð³îðèòåòí³ñòþ f f f m1 2� �� � .
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5. Ïîêëàäåìî i �1, D D1
� �� .

6. Çíàéäåìî f f xi
� � min ( )1 , x Di� � . Âèçíà÷èìî âåëè÷èíó äîïóñòèìî¿ ïî-

ñòóïêè äëÿ ïîòî÷íîãî êðèòåð³þ ( )f fi i
� � � .

7. Äëÿ íåð³âíîñò³ f x f fi i i( ) � �� � çàñòîñóºìî ïðîöåäóðó ãîðèçîíòàëüíîãî

ìåòîäó, îäåðæàâøè ìíîæèíó �Di .

8. Ïîêëàäåìî i i� �1, D D Di i i
�



�� � � 1. ßêùî i k� , ïåðåéäåìî äî ï. 6, â ³íøî-

ìó âèïàäêó îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ f xk ( ) º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³, îñê³ëüêè çàäîâîëü-
íÿº âñ³ ïîïåðåäí³ äîïóñòèì³ ïîñòóïêè.

4. ×ÈÑÅËÜÍ² ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÈ ÒÀ ¯ÕÍ²É ÀÍÀË²Ç

Ðîçãëÿíåìî òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé ìàºìî X — ìíîæèíó åâêë³äîâèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãó-
ðàö³é ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè ³ç åëåìåíò³â A � { }1 2 2 4 4 7 8 9 9 11, , , , , , , , , .

Ïîòð³áíî çíàéòè òàê³ çíà÷åííÿ x X� � , ÿê³ º îïòèìàëüíèìè äëÿ ôóíêö³é

f x x x x x x x x x x x1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 102 5 7 4 3 8 3 4 6( ) max� � � � � � � � � � � ,

f x x x x x x x x x x x2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 102 10 15 8 11 3 2 7( ) ma� � � � � � � � � � � x,

f x x x x x x x x x x x3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 13 7 8 16 19 29 22 11 4 7( ) � � � � � � � � � � 0 � max

çà îáìåæåíü

3 4 8 19 3 9 7 4 2 3 300

2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

x x x x x x x x x x

x

� � � � � � � � � �
�

;

3 8 5 6 7 2 7 3 240

3 5
2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3

x x x x x x x x x

x x x

� � � � � � � � �
� �

;

� � � � � � � �
� � � �

2 3 7 5 6 3 220

4 2 3 4
4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4

x x x x x x x

x x x x x

;

5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6

6 5 7 2 200

2 3 8 7 2 4

� � � � � �
� � � � � �

x x x x x

x x x x x x

;

6 5 2 4 2507 8 9 10x x x x� � � �

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�.

Ðîçâ’ÿçàííÿ.
Çã³äíî ç ïåðøèì åòàïîì äâîåòàïíîãî ìåòîäó âèçíà÷èìî ïð³îðèòåòí³ñòü

ôóíêö³é: íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà f f f1 2 3� � .

Äëÿ âèêîíàííÿ äðóãîãî åòàïó, òîáòî äëÿ ðîáîòè ç àëãîðèòìîì ãîðèçîíòàëü-
íîãî ìåòîäó âïîðÿäêóºìî êîåô³ö³ºíòè ïåðøîãî îáìåæåííÿ çà çðîñòàííÿì.
Îòðèìàºìî ôóíêö³þ

� � � � � � � � � � �g x x x x x x x x x x x1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 102 3 3 3 4 4 7 8 9 19( ) .

Ïîêëàäåìî h �1, òîáòî çàêð³ïèìî îäíó êîîðäèíàòó. Îñê³ëüêè ìíîæèíà A ìàº

ñ³ì ð³çíèõ åëåìåíò³â, îäåðæèìî ñ³ì ï³äìíîæèí òàêèõ, ùî x
7
1 11� , x

7
2 9� , x

7
3 8� ,

x
7
4 7� , x

7
5 4� , x

7
6 2� , x

7
7 1� .

Ìàºìî â³äïîâ³äíî ñ³ì ïàð âåðøèí xi
0 òà xi

st :

x x st
1
0

1
9 9 8 7 4 4 2 2 1 11 1 2 2 4 4 7 8 9 9� �( , , , , , , , , , ), ( , , , , , , , , , ),

( , , , , , , , , , ), ( , , , , , ,

11

11 9 8 7 4 4 2 2 1 9 1 2 2 4 4 7
2
0

2
x x st� � 8 9 11 9

11 9 9 7 4 4 2 2 1 8 1 2 2 4
3
0

3

, , , ),

( , , , , , , , , , ), ( , , ,x x st� � , , , , , , ),

( , , , , , , , , , ), ( ,

4 7 9 9 11 8

11 9 9 8 4 4 2 2 1 7 1
4
0

4
x x st� � 2 2 4 4 8 9 9 11 7

11 9 9 8 7 4 2 2 1 4
5
0

5

, , , , , , , , ),

( , , , , , , , , , ),x x s� t

x

�

�

( , , , , , , , , , ),

( , , , , , , , , ,

1 2 2 4 7 8 9 9 11 4

11 9 9 8 7 4 4 2 1 2
6
0 ), ( , , , , , , , , , ),

( , , , , , , ,

x

x

st
6

7
0

1 2 4 4 7 8 9 9 11 2

11 9 9 8 7 4 4

�

� 2 2 1 2 2 4 4 7 8 9 9 11 1
7

, , ), ( , , , , , , , , , ).x st �
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Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ãðàô G V U
S
X (

~
,

~
, )1 , íà ÿêîìó ïîçíà÷åíî âåðøèíè òà ð³âí³

ñòðóêòóðíîãî ãðàôó G7 , G6 , G5 , G4 , G3 , G2 , G1, íîìåðè ÿêèõ â³äïîâ³äàþòü
çàêð³ïëåíèì êîîðäèíàòàì.

Äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè çíàéäåìî ìàêñèìàëüí³ òà ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿

g x1 ( ), òîáòî g i
1 max

òà g i
1 min

, äå i — ð³âåíü ñòðóêòóðíîãî ãðàôó. Ðåçóëüòàòè íàâå-

äåíî ó òàáë. 1.

ßê âèäíî, ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ ìîíîòîííî çðîñòàº ï³ä ÷àñ ðóõó â³ä âèòîêó (âåðõ-
íüî¿ ë³âî¿ âåðøèíè ãðàôó) äî còîêó (ïðàâî¿ íèæíüî¿ âåðøèíè).

Ïîêëàäåìî h � 2, òîáòî çàêð³ïèìî äâ³ îñòàíí³ êîîðäèíàòè. Âðàõîâóþ÷è
óí³êàëüí³ åëåìåíòè ìíîæèíè X , îäåðæèìî òàêó ìíîæèíó ïàð êîîðäèíàò:

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),11 9 11 8 11 7 11 4 11 2 11 1 9 11 ( , ), ( , ), ( , ), ( , )9 8 9 7 9 4 9 2 ,

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),9 1 8 11 8 9 8 7 8 4 8 2 8 1 7 11 ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),7 9 7 8 7 4 7 2

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),7 1 4 11 4 9 4 8 4 7 4 2 4 1 2 11 ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),2 9 2 8 2 7 2 4

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )2 1 1 11 1 9 1 8 1 7 1 4 1 2 }.

Îòæå, îäåðæàíî 42 ð³âí³ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó òà â³äïîâ³äíó ê³ëüê³ñòü ïàð âåð-

øèí xi
0 òà xi

st . Ïîçíà÷èìî ¿õ âèá³ðêîâî íà ðèñ. 5.

Äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè çíàéäåìî ìàêñèìàëüí³ òà ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿

�g x1 ( ), òîáòî g i j
1 max

, òà g i j
1 min

, , äå i j, — ð³âí³ ñòðóêòóðíîãî ãðàôó, ùî âèçíà÷àþòüñÿ

çàêð³ïëåíèìè êîîðäèíàòàìè. Äàí³, îòðèìàí³ â ðåçóëüòàò³ îá÷èñëåíü äëÿ ð³âíÿ ç
îñòàííüîþ êîîðäèíàòîþ 2, íàâåäåíî â òàáë. 2.
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G7

G6

G5

G4

x1 � (9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 2, 1, 11)0

x2 � (11, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 2, 1, 9)0

x3 � (11, 9, 9, 7, 4, 4, 2, 2, 1, 8)0

x4 � (11, 9, 9, 8, 4, 4, 2, 2, 1, 7)0

x
1

� (1, 2, 2, 4, 4,7, 8, 9, 9, 11)st

G3

G2

G1

x5 � (11, 9, 9, 8, 7, 4, 2, 2, 1, 4)0

x6 � (11, 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 1, 2)0

x7 � (11, 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 2, 4)0

x
2

� (1, 2, 2, 4, 4,7, 8, 9, 11, 9)st

x
3

� (1, 2, 2, 4, 4,7, 9, 9, 11, 8)st

x
4

� (1, 2, 2, 4, 4,8, 9, 9, 11, 7)st

x
5

� (1, 2, 2, 4, 7,8, 9, 9, 11, 4)st

x
6

� (1, 2, 4, 4, 7,8, 9, 9, 11, 2)st

x
7

� (2, 2, 4, 4, 7,8, 9, 9, 11, 1)st

Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðíèé ãðàô G V US
X (

~
,

~
, )1

Ò à á ë è ö ÿ 1. Ìàêñèìàëüí³ òà ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ g x( )

Ô³êñîâàíà
îñòàííÿ

êîîðäèíàòà
xmax g

i
1 max xmin g

i
1 min

11 1, 2, 2, 4, 4, 7, 8, 9, 9, 11 488 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 2, 1, 11 370

9 1, 2, 2, 4, 4, 7, 8, 9, 11, 9 468 11, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 2, 1, 9 227

8 1, 2, 2, 4, 4, 7, 9, 9, 11, 8 456 11, 9, 9, 7, 4, 4, 2, 2, 1, 8 228

7 1, 2, 2, 4, 4, 8, 9, 9, 11, 7 441 11, 9, 9, 8, 4, 4, 2, 2, 1, 7 230

4 1, 2, 2, 4, 7, 8, 9, 9, 11, 4 396 11, 9, 9, 8, 7, 4, 2, 2, 1, 4 236

2 1, 2, 4, 4, 7, 8, 9, 9, 11, 2 364 11, 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 1, 2 248

1 2, 2, 4, 4, 7, 8, 9, 9, 11, 1 347 11, 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 2, 1 265



Àíàëîã³÷íî âèêîíóºìî îáðàõóíêè äëÿ êîæíîãî îáìåæåííÿ. Ó ðåçóëüòàò³ îò-
ðèìàºìî ìàñèâ ïåðåñòàíîâîê, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè óñ³õ îáìåæåíü, òà ïîçíà-

÷èìî éîãî D� .
Çã³äíî ç âèçíà÷åíèì ïîðÿäêîì ïð³îðèòåòíîñò³ ôóíêö³é f f f1 2 3� � íà ìíîæèí³

D * çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ ôóíêö³¿ f1, òîáòî ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó (1): çíàéòè

f x x D1 ( ) max,� � � .

Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ îáðàõóíê³â îòðèìàºìî òàê³ ðåçóëüòàòè: f x1 304max ( ) �
â ïåðåñòàíîâö³ ( , , , , , , , , , )2 8 7 2 4 1 11 4 9 9 . Çðîáèìî ïîñòóïêó �1 � 30,4. Ñôîðìóºìî
äîäàòêîâå îáìåæåííÿ äëÿ çàäà÷³ 2:

f1 1304� 
 � ,

2 5 7 4 3 8 3 4 61 2 3 4 5 6 7 8 9 10x x x x x x x x x x� � � � � � � � � � 273,4.

Äëÿ íîâîãî îáìåæåííÿ âèêîíàºìî ïðîöåäóðó ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó. Â ðå-

çóëüòàò³ îäåðæèìî ìíîæèíó �D1, � � �� �D D D1 1 .

Ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó (2): çíàéòè

f x x D2 1( ) max,� � � .
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Ðèñ. 5. Ñòðóêòóðíèé ãðàô G V US
X (

~
,

~
, )2

x9 11
0

,

x11 9
0

,

x11 8
0

,

x11 4
0

,

x11 7
0

,

x11 1
0

,

x11 2
0

,

x9 4
0

,

x8 4
0

,

x7 4
0

,

x2 4
0
,

x1 4
0
,

xst
11 2,

xst
11 1,

xst
11 7,

xst
11 4,

xst
11 8,

xst
11 9,

xst
9 11,

xst
9 4,

xst
8 4,

xst
7 4,

xst
2 4,

xst
1 4,

Ò à á ë è ö ÿ 2. Ìàêñèìàëüí³ òà ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ �g x1 ( ) äëÿ G V U
S
X (

~
,

~
, )2

Ô³êñîâàíà
îñòàííÿ

êîîðäèíàòà
xmax g

i j

1 max
,

xmin g
i j

1 min
,

11, 2 1, 2, 4, 4, 7, 8, 9, 9, 11, 2 364 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 1, 11, 2 281

9, 2 1, 2, 4, 4, 7, 8, 9, 11, 9, 2 362 11, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 1, 9, 2 267

8, 2 1, 2, 4, 4, 7, 9, 9, 11, 8, 2 357 11, 9, 9, 7, 4, 4, 2, 1, 8, 2 261

7, 2 1, 2, 4, 4, 8, 9, 9, 11, 7, 2 352 11, 9, 9, 8, 4, 4, 2, 1, 7, 2 255

4, 2 1, 2, 4, 7, 8, 9, 9, 11, 4, 2 334 11, 9, 9, 8, 7, 4, 2, 1, 4, 2 240

2, 2 1, 4, 4, 7, 8, 9, 9, 11, 2, 2 322 11, 9, 9, 8, 7, 4, 4, 1, 2, 2 236

1, 2 2, 4, 4, 7, 8, 9, 9, 11 ,1, 2 315 11, 9, 9, 8, 7, 4, 4, 2, 1 ,2 235



Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ îáðàõóíê³â îòðèìàºìî òàê³ ðåçóëüòàòè: f x2 351max ( ) �
ó òî÷ö³ ( , , , , , , , , , )4 2 9 2 8 4 9 1 11 7 . Öÿ êîíô³ãóðàö³ÿ çàäîâîëüíÿº îáìåæåííÿ äîäàòêî-
âî¿ çàäà÷³ (1), îñê³ëüêè f1 278� � 273,4.

Çðîáèìî ïîñòóïêó � 2 � 35,1. Ñôîðìóºìî äîäàòêîâå îáìåæåííÿ äëÿ çàäà÷³ (3):

f 2 2351� 
 � ,

2 10 15 8 11 3 2 71 2 3 4 5 6 7 8 9 10x x x x x x x x x x� � � � � � � � � � 315,9.

Äëÿ íîâîãî îáìåæåííÿ âèêîíàºìî ïðîöåäóðó ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó. Â ðå-
çóëüòàò³ îäåðæèìî ìíîæèíó �D2 , � � �� �D D D2 1 2 .

Íà ìíîæèí³ D2
� çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ òðåòüî¿ ôóíêö³¿, òîáòî

ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó (3): çíàéòè

f x x D3 2( ) max,� � � .

Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ îáðàõóíê³â îòðèìàºìî òàê³ ðåçóëüòàòè: f x3 759
max

( ) �
ó òî÷ö³ ( , , , , , , , , , )1 4 7 2 11 4 9 2 8 9 .

Çã³äíî ³ç ïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì ñàìå ðîçâ’ÿçîê äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ (3) ³ áóäå
ðîçâ’ÿçêîì ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³.

Â³äïîâ³äü: ðîçâ’ÿçêîì áóäå åâêë³äîâà êîìá³íàòîðíà êîíô³ãóðàö³ÿ ïåðåñòàíî-

âîê x� � ( , , , , , , , , , )1 4 7 2 11 4 9 2 8 9 , ó ÿê³é çíà÷åííÿ êðèòåð³¿â îïòèìàëüíîñò³ äîð³â-

íþº â³äïîâ³äíî f x1 280( )� � , f x2 334( )� � , f x3 759( )� � .

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî çàïðîïîíîâàíèé äâîåòàïíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷
âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ ïåðåñòàíîâîê äàº ìîæ-
ëèâ³ñòü çà ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü êðîê³â çíàéòè åôåêòèâí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³. Ìåòîä
ïîñë³äîâíèõ ïîñòóïîê íå çàâæäè ïðèçâîäèòü äî îòðèìàííÿ ëèøå åôåêòèâíèõ
ðîçâ’ÿçê³â, àëå ñåðåä öèõ òî÷îê çàâæäè º õî÷à á îäíà åôåêòèâíà òî÷êà. Ïðè öüîìó
ïðîöåäóðà ãîðèçîíòàëüíîãî ìåòîäó çàâæäè çàê³í÷èòü ñâîþ ðîáîòó, îñê³ëüêè âè-
êîíóºòüñÿ ïîøóê êîìá³íàòîðíîãî ðîçâ’ÿçêó íà ï³äãðàôàõ êîìá³íàòîðíèõ
êîíô³ãóðàö³é, à ¿õíÿ ê³ëüê³ñòü º ñê³í÷åííîþ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ðîáîò³ ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿
íà êîìá³íàòîðí³é êîíô³ãóðàö³¿ ïåðåñòàíîâîê. Îïèñàíî âëàñòèâîñò³ êîìá³íàòîð-
íèõ êîíô³ãóðàö³é òà ¿õíº âèêîðèñòàííÿ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàïðîïîíîâàíî¿ çà-
äà÷³. Ïðåäñòàâëåíî äâîåòàïíèé ìåòîä äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îï-
òèì³çàö³¿ íà êîìá³íàòîðí³é êîíô³ãóðàö³¿ ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè òà ðîç-
ãëÿíóòî ïðèêëàä ðåàë³çàö³¿ öüîãî ìåòîäó.

Íàïðÿìîì ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó ïðîâåäåíîãî äîñë³äæåííÿ º ðîçøèðåííÿ ðåà-
ë³çîâàíîãî ìåòîäó íà ³íø³ êëàñè çàäà÷, çîêðåìà äëÿ ³íøèõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 06.08.2020

Ë.Í. Êîëå÷êèíà, Å.À. Äâåðíàÿ, Ñ.Â. Õîâáåíü
ÄÂÓÕÝÒÀÏÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí êëàññ çàäà÷ âåêòîðíîé åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè êàê çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå êîìáèíàòîð-
íûõ êîíôèãóðàöèé, îòîáðàæåííîì â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïðèâåäåíû
ñâîéñòâà ãðàôîâ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
èçëîæåíèÿ íîâîãî ìåòîäà. Ïðåäëîæåí äâóõýòàïíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷
âåêòîðíîé åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà êîìáèíàòîðíûõ êîí-
ôèãóðàöèÿõ ïåðåñòàíîâîê. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-
ìåíòà è èõ àíàëèç.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíàÿ çàäà÷à, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, êîì-
áèíàòîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, åâêëèäîâû êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, âåêòîðíûé
êðèòåðèé, åâêëèäîâû ìîäåëè.

L.N. Koliechkina, Î.A. Dvirna, S.V. Khovben
TWO-STEP SOLUTION METHOD FOR VECTOR OPTIMIZATION
PROBLEMS ON PERMUTATION CONFIGURATION

Abstract. A class of problems of vector Euclidean combinatorial optimization is
considered as problems of discrete optimization on the set of combinatorial
configurations mapped into the Euclidean space. The properties of the graphs of
combinatorial configurations are given, which are used to describe the new
method. A two-stage method for solving problems of vector Euclidean
combinatorial optimization on combinatorial configurations of permutations is
proposed. The results of a numerical experiment and their analysis are presented.

Keywords: vector problem, multiobjective optimization, combinatorial
configuration, Euclidean combinatorial sets, vector criterion, Euclidean models.
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